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VORWORT 


Das vorliogende Werk ist von uns in vieljahriger gemeinsamer Arbeit geschaffen 
worden. Wenn auch die Fundaniente schon seit Jahxzehnten vorbanden waren, so 
stellten sicb dem Aufbau der Theorie sowohl hinsicbtlich der strengen Beweisfuhrung 
wio hmsichtlicb der klaren Darstellung doch so mannigfache Scbwiengkeiten entgegen, 
da6 koinor von uns beiden fiir sich allein imstande gewesen ware, sie zu uberwinden. 
Das iin orston Teil zur Qewinnung des Fundamentalsatzes der Theorie eingeschlagene 
Verfaliron hiltte boi allgomoinorer Fassung der Hilfssatze I, II durch ein wesentlich 
kilrzores orsotzt worden konnen; wir glaubten jedoch dem zwar etwas liingeren, dafur aber 
loiclitor vorstandliclien Verfahron hior den Vorzug geben zu sollen. Besondere Schwierig- 
kcitiiii bat uns die gogon Ende dos zwoiten Teiles durchgefuhrte Erzeugung der Bie- 
MANN’sehen Thetalunktion boroitot; sie gelang uns erst, nachdem die im vierten Ab- 
Hclmitt am Hc.hliisse des achten Artikels stehende Bosi’sche Gleichung gewonnen und 
(lamit dio Ait dor Abhangigkoit der BiEMANN’schen Konstanten 2\ von der 

Ik'seliallbnluHt (k^r vorgogobonon (2ji> + l)-fach zusammenhangenden Flache I und von 
doin (Jharakter dos zur Vorwaudlung dieser Flacho m eine einfach zusammenhangende 
FliKtbo bonutzton Sclimttsystoms aufgedeckt war, 

Dio '^riioorio d(«‘ PiiYM’schen Funktionen A'’*" Ordnung, die dadurch charakterisiert 
sind, (laB sio in (Jruiipcn von N Funktionen beim llberschreiten der Schnitte lineare 
Transformationon erloideu und zugleich durch voneinander unabhangige Grenz- und 
Unstotigkoitsbodingungon vollstilndig bestimmt werden kdnnen, laBt sich mit Hilfe des 
allgmuoiium PuyM’sehen Modulsatzos in ganz analoger Weise durchftlhren, wie es hier 
far (lie Funktionen orator Ordnung goschohen ist. Wir hoffen, da6 es uns vergonnt ist, 
aucjli di6fl<‘, in ihren Gnmdzttgon langst vorhandeue, Theorie in gemeinsamer Arbeit 
ausfflbrlich zu entwickoln. 


Warzburg, im Juli 1011. 
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Erster Abschnitt. 


fiitegratlon der partiellen Differentialgleicliung fiir eine Kreisflaclie bei 

vorgegebener, den Bedingungen der Endlichkeit iind Tntegrierkarkeit geiiiigender 

Bandfunktion. 


1 . 

Ill einor Ebene sei cine Kreisfluche rait dein EadiuH It gegeben (s. Fig 1) Ibren 
Miitcilpiuild () nebuio man zuiii Anlaiigspnnkt oiiios recbiwinkligen Koordinatensystems 
mil (Inn Achs(‘n OX, OY und bezeichno init x,y die 
K()(>i’(liuii1.nn irgerid oinos Pniiktoa cP im Inneni der 
Knnsdac.lnf in bezug auf dieaes Koordinaten.systoin, 
niii r, t W'lim I’olarkoorcliiiaton in bezug auT 

ein l*oliU‘k()()i'dinn,l,c.nayKt(un, dossmi F^il der Pinikt 0, 

(l(>HH('n lV)laini,(‘.hHe die A-Aebsc ist, und lu^i doin der 
jmsiiive DrelumgHsinn so gewablt ist, daB oino Erehuiig 

uui *- die poHilivo lliebtimg der A-Aclise in die poaitivo 

liiic.ld.ung der l-Ac.liao (iberibhrt, Entsprechend be- 
zeiehne man inii 7 ; die ri'dbi.winkligeii Koordiuaben 
eiiK'H IbinkteH auf deni Rando der Kreinflacho, mit 
It, <(i sinne I’olarkoerdinaten Es boBiebon daiin 

di(( Hozicsb ungen: 

X rco^t, I’^iicosy, 

y * r Bin t, 7/ -- li sin (p. 

Fftr elnen dleso KreiHflaflhci in seinem Innern onthaltenden Teil der Ebene sei 
nun eine reelle, einwertige Fimktion u der beidim reellen unabbangigen Veran der lichen 
X, y g(‘geben, welche den folgenden Jiedingungen gentlgt. Fttr alle Punkte der Krois- 
Hache, <1. li. Howohl fQr die im Innern als anch fttr die auf dem Rande gelegenen Punkte, 
Holl die Funktinn « stetig soin; in dersolbeu Ausdebnung sollen die partiellen Derivierten 

I* U, L 
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Erstei Absehnitt 


iff existiereti und ebenfalls stetig seiii, endlich sollen die zweiten Denvieiteu 
dx^ dy^ dx- " dy^ o ? 

die Gleicbung Aw=|^ + |^ = 0 erfullen. Fur jede seiche Fuuktion u hifit sicli diiiin der 

Wert u,^t, der ihr fui eiuen Punkt mi innrni dei Kieisflache ziikoiuiiit, (lurch di(' 
Werte, welche sie auf dem Eande 9fi besitzt, aiisdruckeu. 

Um zu diesem Ausdrucko zn gelangon, defiincro man zn dev g(\g('bon(‘u Fnnklioii n 
eine neue Punktion v durch die Gleichung: 


0 , 0 


indem man nntei or,y die Koordinaheii enies Pimlctes d('r Kioisllaclu' \'(‘ish'lii mid (l('ui 
vein Puukte 0, 0 bis zum Piinldo x, y sich orsivecki'iidcii Integra, l.ionsvvc'gi' die Ih'diiigimg 
aufeilegt, uicht aus d(‘r Kieisilache heraiiszuireteii Dio so ih'litiKTie Piiiiki.ioii r iK'sit.zi 
dann, da das hinter deni Intogralzeichen sbdiondo zwi'iglu'di ig'<> l)iirer('nl,iii,l iiifolgi' dm- 
Gleichung Aw = () cm vollstandigos ist, fur jodim Piiiiki dor Kreisflaclie (mien voai 
Integratioiiswog unabhangigeii, nut it,y sich siet.ig andorndoii Wort,, und ihro ('rsi,eu 
Denvierten siud init don orsteii Dorivu'rtoii von v veikuripfi/ diiirli du' Gleicluiugcn 


()u (hi 

lr)y (^% 


Daraus folgi abor woitor, da,R die Fuuktion ir eiiu' ffii idle PuuKt.e di'v Knds- 

flache einwortigo und stotigo Fniiktiiou der koiuph'xeu Veiaiiderliclu'u .r | /// isl,. 

Hezoichnot man mm den Wert, deu dioso FiiuKtioii ir filr dim im Iiiiuuu dm’ 
KroisHticho gologonen Ihiiikt d/’ iiiit (km rocIitwiuKligi'u Kooidinaiioii .r. y und den Ikilar- 
koordniaton f, t besifczt, init w. x -f yt rv''), deu Wert,, dim sie ffir oiiieii Punkt 
(les liandos 511 nut di'ii rochtwiiilcligi'u Koordinatim i/ uiid deu Ikiliirkoordiuaten //,(/• 
bositzt, init 70- /IP'"), so lilllt sicli zuunchst dm’ Wm’t ir duridi dii' Ilaud- 
werto ausdn'lckon niit Ililfo dor (JAuein'schou Fuu(laui(mi,aironuel: 


(I.-) 



boi der das Inb'gral m positivm* Uiclitung, d, h. eutsprechend dem poHitiveu llndmiigs- 
sinn dos Ihilarkoordinuteusystoius, (Ibor deu Hand 5K de.r KruislItU’lie zu m’Hireekon ist. 
Woitor bi'Htoht abor auch, wenn man uuter z die zu 1 yi rP' koujiigierti* (b'l’itle 
(c — yi ■- r(r‘‘ verstoht,, die Gleichung: 


(lid-) 



0 
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da die komplexe GroBe ^ ^ ~ dem auBerhalb der Kreisflache gelegenen Punkte 
mit den Polarkoordinaten t entspncht Fuhi-t man jetzt in die beiden aufgestellten 

Gleichungen an Stelle von z und ^ die ihnen entsprechenden GroBen r, t uiid R, (p 
ein, indem man ^ = re", 'Q = Ee'!”, w, = = f{cp) + ^(^)^ setzt, 
und ersetzt zugleich in der zweiten Gleichung uberall i durch — so gehen die beiden 
Gleichungen, wenn man fur (p als Integiationsvariable auch noch den Wert 2n zulaBt und 
entsjii echend /’(27r), durch die Gleichungen f(2jT) = f(p), (]( 27 r) — (/(O) definiert, 

uber in die Gleichungen. 


(I-) 


27r 

+ f.,,* - if lf(‘p)+!i{9)‘] '*«>■ 


(U) 


- o {( py ] 


Alls (hesen GhMchungcii eigibt sicli aber schlieJBlich durch Addition und darauffolgende 
Trcnnnug dei reelleii Teik^ von den lat(‘ralcn fui die gewCinschte, zueist von Poisson 
aufgostellte, Gleichung: 


(II L) 


'U 


r<ll 


hj fiv) 


7/* — j* 


/<* — 27Cj cos(i— (p) + »» 


d(p, 


du! d(m Weii u,^t, wolchor der Funktiou n fUr d(m im Innorn dor Kreisflache golegi'iion 
Pnnkt c/’ /aikonimt, dnrch die Worto =- f((p), welcho u auf doin Jlando 91 besitzi, aus- 
drilcki. Dio gc'womu'uo Gloichiing zoigt uberdios, daB zwei zu dor KroisHilche gegobene 
Funktioiuui ■!(> dor doliniorton Art ideniisch sind, wenu sie fui alle Punkte des Jiandes 
(llx'roinstinmion. 

Hoizt man in di'i (Uloichung (111) r — 0 und bezoichnot don dem Werte r--0 
onispriHilunidon, von t unabhilngigon Wort dor Fuuktiou u,^( (unlacher durch so 
erldllt man dio. Gleichung: 

am 

(IV) u, .±J f((p)d<p, 


dio anssagt, daB der Wort von u hn Mittol])unkto dor KroisHacho das arithinoiischo Mittol 
auH donjonigon Wortou ist, wolcho u auf dom Jtando 9{ dor Kroisflacho Ix'sitzt. 


2 . 

Im folgondon soil unter f((p) irgond oino roelhi, oinwortigo und mit dor Poriodo 2n 

periodischo Fuuktiou d(^r roelleii Vcrandorlichon (p verstandon worden, die den Bo- 

1* 
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Brstor Abbclmitt 


dingungen der Endlichkeit und der Integi’ieibarkeit nn Siimc dor von Riemann-*) gegobonen 

Definition des bestunmten Integrals geniigt. 

Die erste Bedingung di'ckt sich noit der Forderung, dalJ fui dio Werte, wi'lcbo 
f(cp) uberhaupt annimmt, emo obeie CJrenzo G' und cine unteie (a’onzo A oxistioit. 
Infolgedessen existiert auch fur diejenigen Werte, wolche f((p) in dciu Jnti'rvalk* von 
(p = (p'~^ his cp=^(p'+d annimmt, eine obere Oienze und eine nntere (Ireir/e A',,-,). 
LaBt man dann die positive Zalil S gegim Null konvorgioren, so konvorgieron die beiden 
DroBen gegen bestiinnite Oronzwerte da bei abnohineiidem die 

OroBe niemals znnehmen, die (ilroBe nionials abnelinion kann Die (in'iBe 6'(f/0 
soil die obere Grenze, dio GroBe K{(f') die untere Grenzo mid entspri'cliend dn> niii 
negative Uifforenz (r{(p) - K{(p) die Schwankung der Kimktion f{(p) fin <l('ii I’litiKi. </' (p 
genaiint werdeii. 1st cp -^Wuii Stotigkeitspuiikt dor Kiiiiktion /(</')i isli (G^p I A(y I b, 
ist dagogen y) cp ein Unatetigkeitspimkt der Kuiiktion »o hat G(ii') K{(f') einmi 
von Null vorscliiodonen , i miner jiositiven Wort 

Die weitov iiocb (ilr die Fiiiiktioii f{(p) gesti'llte nediiigiing dm- Iniegrierhaikeit. 
1 st daun gleielibedoutond mit dm- li’ordorung, daB die zn /'{(/') geliorigo Kiinktieii 

A\(p), welO/lie positivi* Zahl man aucli luiter o versiidion mag, in deni Interviiilo 
von (p - 0 his (p 27 r und duller auch in Ji'deiii Iritorva.lle a- -h si.etiH mir I’dr (‘ino 
nicht ausgedohnto Fiuiktinenge Werte besitzt, die grOBor als a sind. Dahoi soli cine 
von Pnukten oinos Intorvallsa- gidiildete Ihinktinengi' eiiii' nirht ansgedi'lmie 

geiiannt worden, wenii die HimiTiie derjmiigon veil den /!' Stri'iikon « I (r | 

f_i,a, aiif welcheii Pimkte der I’linktmenge vorkomtmm, da,<lureli, ihiB man niir n 
groB goniig nimmt, der Null so iiahi' gohracht werden kaiiii, win man will. Hildmi 
aber, wie verlangt, die irgeiid eitiem Inliorvalle a- ■ l> luigididrigeii 1*11111x1.0 </ . I'dr 
wolche G((p) K((p)> <r ist, fur jeden positivmi Wert von o eine iiichl. iiiisgodcluili' 

Punktmenge, .so lllBt sich, wie hnelit zn heweison, in jedein 'roilo des Intervalls a--'h 
ein Fiinkt (p bestimmon, ffir welchen G{ip) K((p) 0 ist, und es hesitzt dahor the 

Funktion f(<p) in jedem noeh so kleinon Teile des Intinwalls Sl.etigkeit..spunkte. Durans 
folgt dann schlieBlioh noch, daC imin fflir die Hildimg dor l*rodukU‘nHumine, widohe 

h 

durch Obergaug zur Greuze das bestinmiisi lnt«‘gral J f(<p)(f<p liidert, Hio.li mil' dlejeuigen 

tl 

Funktionswerte /’(f/j) beschrllnkou kann, wolche den Htetigkeitsi»uukt<m dm* Funktion (X<p\ 
entsprechen. 

Mit Hilfe der im vomtohendon eingeftliUrteri Funkl.ion f((p) detiuiiM'e man jetzt 
far dio in Art. 1 gewahlto KreisHadie eine Funktion u (lurch die lihnohmigeu: 

*) Kinkanm , 1) , tTbor die I)anili<iUba.rIceit einor Fuurtion duroh oinit trlgonotantrlMPho K.ti!h«, Art. (, A, <1. 
(Oeaammolte Wwko, 9, A.ufl., H. 8*7 -871.) 



Integration der Gleichimg Au = 0 fur eine Kieisflache 


5 


- hjM 


B^-1^ 

■ 2jR« cos (t — qp) + ^ 


rd(p, 


indem man dabei nnter I iigend eine reelle Zahl versteht, und stelle sich. die Frage, 
welche Eigenschaften die so defimerte Funktion u besitzt. 

Nach den uber f((p) gcmacbten Voraussetznngen hat das unter (1.) stehende 
Integral fur jeden im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt r, t omen besti mmt en 
reellen, von I vollig unabhangigen Wert Beachtet man dann noch, da6 die unter dem 
Integralzeichen vorkommende Funktion: 


-^ 5 — ^ — r- 7 ^ der reelle Toil der Funktion y~ 
Ji^ — 2 i^r cos (t~qp) 4- ^ b — ^ 


ist, so crgibt sich zunachst, dafi die Funktion u erne reelle und einwertige Funktion 
dos Punkttss r, dor Kreisflache ist, die fui jeden mi Innern der Kreisflache gelegenen 
Punkt c/’ nicht nur stotig xst, sondern auch partielle Denvierte in bezug auf x und i/ 
von jedor Oidnimg besitzt und dor Difterentialgleichung Am-^ 0 genugt. Es ist also 
nur noch zn untorsuchon, wio sicb die Funktion u verhalt, wenn der Punkt mit 
don I’oclitwinkligon Koordinateii .T/, y und don Polarkoordmaten r, t sich einem beliebig 
gowahItoM Piinkto O' des Itandos 31 unhogronzt nabort. ^ 

Zii doni Fndo nobmo man don Ihnikt O', dosson A 


rochiiwinkligi* Koordinateii a, (>, doHsoti INihukoordinaton 
li, a Hoion, ziim Anliuigspunki, oinos nouen rochtwink- 
ligoii KoordinaiionsystoinH mit don Achsen O' A", O' Y' 
(s. Fig. 2). Dio K'-Aohso soil (lurch don Punkt 0 gohon 
1111(1 O' 0 als positive Richtiing habon Dio X'-Achse 
vi'ird dann im Piinkto O' 'Pangonto ziini Kioiso soin; ihre 
positive Iticbtmig soil so gowiihlt soin, daJB dio beidon 
Koordinatonsystemo O'X'F', OXY von imgloichoni 
Sinno sind. Mit y' bezoichno man dio Koordinaton des 
Piinktos iV’in bozug auf das neuo System, niit^i, 
dio Polarkoordinaten dosselboii Punkt.OH in boziig auf 
eln Polurkoordinatensystom, dossen I’ol der Punkt O', 
dessen Polurachse die X'-Achse ist, und hoi dem der 



positive Drohimgssinn so gewfthlt ist, daB oine Drehung urn y dio positive Richtung 
dor X'-Aohso in die positive Richtung der F'-Achso Uborfflhrt. Durch passende Wahl 
von r innerhalb der (Jreuzen 0 und n kann man dann to das IleranrUcken des 


Punktes iP ssum Punkto O' jede zulassige Richtung flxieron, und das HeranrUcken selbst 
wird dadureh bewirkt, daB miui das immer positive p g<^en Null konvergieren IftBt. 
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Erstei Abschrutt 


Fuhrt man nun, mdem man beachtet, da6 zwischen den viei dem PunkUi ^ 
zukommenden Paaren von Koordinaten die Beziebungen. 


r cos !{ = a;, * = « + sm a — y' cos a, x' = q cos t, 
rsmt = y, y = & — a;' cos a - 2 /' sin a, y -- <> sin t 


bestehen und dafi a^M cos a, b =■ It sm a 1 st, in das dio Punktion u fiii alio iniK'rn 
Punkte der Kreisflache definierendo Integral an Stello dor Kooidinaton t <lio Koordi- 
naten T ein, so geht dieses Integral, wenn man noch und zur Abkurzniig 

4- = Jt setzt, uber in das Integral: 

jlV 


ai-Tt 


( 2 -) 






2m J |2 — 2 * 


2* sni r — K* 


sin r I [ 1 - - cos (ip - re) | -f 2 jt cos r Hin (f/i - re) 




Da das Verlialton dieses Integrals i'dr unbogronzt ahiioliinoiidos x iiut,orHucbt worden 
soil, so kami man fur das folgoudo, ohm' Ik'schrluikuiig dor MlgomoinlioHs voninHSot./-on, 
dcuB x<l SCI. Das Integral zerl(‘go man nun in zwi'i none Intogralo nl’', von 
denen das orsto die Gronzona-sr und a, das zwoito dio (Jronzon a und « 1 n bositzis 
und trausfonniere das Integral u’l’'' durcli die Hubstitution (p -a- das hdiogral ii./ 
durch dio Substitution <p Ks orgobon sich dann schlii'lllich, wi'iin nuui iiorli 

in den Endresultaten bci (p^ dio Indizc's unterdnlckt, die (lleicbungi'n: 


M"’’' uY -f 


( 3 .) 




^ 0 ^ tin Hiu ri (1 vnn(p) 12 h coh r Hin <jri ( x* ' 

0 

rr 

x,T J_ C p( I \ 2»tm>iT x’’ 

2*,/ 2xHiiirj (I cuHip) ( ‘J!xc(mr«iii (p ( x’ >' 


Man zorlego jetzt oin jedes <lor beiden Integral' in ''^'Wei nou(», von 

denen das orsto die Grcnzen 0 und 2 arc ig )/x, das zweiti' dio (Irenzen 2atrlgl/x 
und 71 bositzt. Untor arotgir bei reollom Argunierd<' X' ist hier un<l im rolgenden 

immor dorjonigo bestiminte, zwischon --j und gelegimo Weri. zu verntohon, welcher 
orlialten wird, wenn man darotg.'« mdlon (lobletio zwischon <Ien 

Grenzen 0 und x intogriert, und zugleich hoU untor )/* stetH dor poHillvo Wurzol- 
wert verstaudon worden. Wondot man dann auf dioso nouon InU'gralo, iiidmn man 
zur Abkteuug: 
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( 4 ) 




2>i sini: — -jt® 

(2 ~ 2 % sm r) (1 — cos g?) — 2 x cos -r sin qp + ' 




2% sinr — 

(2 — 2 It sin r) (1 — cos qp) -|- 2 it cos -r sin qp + ’ 


2 arc tg yjT 

yJ^ Qid(p = J^(x,r), 
0 

Sarotgy^e 

yJ Q^^d(p=^J^(x,r), 


tJ Qid(p=‘Jl{x,r), 

2 arc tsVy 

St 

Y J Qid(p = J^(x, x) 

2 arc tg 


setzt und Leaclitet, da6 die Qrofien Q^, immer positiv bleiben, wie auch (p, x, x sicb 
ilndern mogen, den ersten Mittelwortsatz an, so erhalt man die Oleichungen: 


- i. /,(*, t)M, + i J'{x, T)Mi, 
■= T)3/'g + /a (x, r)M^. 


I)al)oi bozeichnen Jf,, Ml, M^, Ml reelle Zablen, die den Bedingungeii: 

a; ^M,^ a , , K' £ M; ^ 6f', 

K,£M,^0„ K'£M;^G’ 

genilgeii, woinii 7ip 0^ untore und obero Greuze der Werte bedeuten, welche f{p) 
mnorhalb dos hitorvalls von (p ~ a bis y = a — 2 arc tg l/x annimnit, A^, (i^ untere und 
obero (ilrenzo dor W(‘rto, welche f{<p) inuorhalb dcs Iritcrvalls von 95=0: bis (p=a+2nxcigVx 
anriiinint, endlicb A", G", wie Mher, untere und obero Greuze disr Worte bezeichnen, 
die f((p) ttb(^rhaupt annimmt. 

3 . 

Dio vior Funktionen .7j, Jl, Js, Jl sollen jetzt nalier untersucht werdon. Da 
in aborgt^ht, W(inn man t durch n — x ersetzt, so bostohen die Beziehungen: 

(().) Jj (x, “ tTj (x, 71 — r) , iTjj (x, t) “ J'l (x, it t) , 

und man kann Hicb. domontsprechond, weil zugleicb mit r auch 7t — t innorhalb des 
Intorvalls 0 • > • tt liogt, auf die Untersuchung dor beiden Funktionen , Jl besohranken. 
Xu die don Funktionon Ji, // ontsprechenden Integrale iftthre man nun an Stelle 

von (p (‘ino nemo Intogrationsvariable | ein durch die Substitution I - 7 tg -f-. Man er- 
halt daun zunachst die Gleichungen: 
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Erstei Abschnitt. 


(x,r)==J- 

0 

0 

{x, r) =J- 


2 amr — x t ^ 

(^4 — 4 :X sinr + 5 “ — 4 Jcost + 1 


2 amr — x 


(4- — 4x sin r + x") — 1 i cos t -|“ 


und welter aus diesen, wenn man beachtet, dafi dan imbestniimtie hitof^riil (I<^H liiiii,er 


den Integralzeichen stebendcn Differentials durcli 


arc tg [• 


(4 — 1 X am r >|- x®) | — 2 coa t 


2 8in r X 


•j I consli 


dargestellt wird, und daCi sowohl die (JroBe 4 — 4«: sin i -|- x‘' wie du' (IroLle 2 him/ x 
immer positiv ist, die C-illeJcliungon* 


j; (x, t) 


4 - - 4x am r -f x® “ 

iJ |/ X (*()H r "" 

1 nt*/* i.t: 

2 coH r 

|/ X (2 Kin r 

«) 


^ 2 Hui r X 


- - tg 


4 4xHinT 1 x^ -ti|/x(50Hr 
j/ X (2 am T x) 


Unter der schon IVffher ilber die Ib'deuiung voti ari'lg ./■ bei ri'elUMu Arginuenie j 
gemacliten PestsetKung gilt von don heideii [Ainnelii. 


arc tg oj -- Y - arc tg - , air. ig !r a,ir. tg v/ air, ig (j'' 

die ersto Tilr Ji'de poHitivo (Jn'Ule ar, dii* /woite fflr jo '/vvoi r(‘('II(‘ (Irdlioii .r, //, die dor 
Bedinguiig 1 -( u:;!/>0 gonflgeii. Diircli Amvotidiiiig diosi'r Koriiii'lii ('rgehoii sicli ilanti 
unmittolbar die (Uoichuiigeti: 


a.) arctg * nr 

' L )/x (a am t x) I 

c.) « tg I - arc tg I 

I a — « ftiti « I ' 4 . 4x hIu r f X* aj/ X ftiH T 


arc lir 


l/xi'-SHinr x^ 

4 'Ixainr | x*’ iJjOcoHr 


^<hIu r 

<M)H r) 

2 X Hhi r 

)/ X turn r 


Bei der Aufstellung dorselhen ist y.n boachkm, duB dor Ausdnirk 4 dxsiii i \ 2 Vx (uis i 

und dainit zugleich auch der Ausdruck 2 xHinr- Vxvmt J. ^.| -Ixsini lx" \iVxmni\ 

poHitiv ist; doiiti der kloiimie Wort, wolcbon di‘r orntgonumito 
Ausdruck liei lestgehaltenoni x im lialtiiieii <lor Boditigttng iMiiuduiutu kiuiti, 

wird durcb 4-l-x* • ii/x i 4x‘‘ dargOMtellt, und diesor Minimalworii ist infolge dor Hohen 
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fruher gestellten Bedingung x <1 positiv, da er durch Multiplikation rait der positiven 
GroBe 4+ x^ + 2 Yx +4x^ in die fur x <1 immer positive GroBe 16 — 4x — 8x^ + x^ uber- 

gebt Addiert man nun zu der ersten unter (8) stehenden Gleichung die Gleichungen 
a), b), c) und tiansformiert die rechte Seite der zweiten unter (8.) stehenden Glei- 
chung mit Hilfe der Gleichung a), so erhalt man die Gleichungen. 


(9.) 


Ux, t) == 7T - r - arc tg , 

^ Ls — % sm r — cos tj 

/,'(*, t) - arc tg 


Ersetzt man in diesen Gleicliungen die GroBe r durch die GroBe 7t -r und 

beachtet die Gleichungen (G.), so ergeben sich weiter fur die Fuiiktionen J^ix, t), J^ix, r) 
die Gleichungen. 


( 10 ) 


J, (x, r) -= T - arc tg 
J^(x, t ) “ arc tg 


yx (am T 4" l/* cos r) ’ 
sin t-j-y/x cos t. 

Yx (2 Bin T — k) 


ix Bin r "t" 2 yx cos tj 


Von den vier auf don rcchten Seiton der Gleichungen (9) und (10.) in cckigeu 
Klammern stehendim Ausdrucken liogt dor orste und der aus ihm durch iJbergang von t zu 
r hervorgelK'nde dritto Ausdruck dem Werte nach zwischon —Yx und Yx, wahrend 
di'v imnu'r positive zweitc und der aus ihiu durch llbergang von r zu rt — t hervor- 
golinulo viofto Ausdruck dem Werte nach zwischen 0 und 2V'x hogt. Die liichtigkeit 
der ersliOii liehauptiing zeigt ein Hlick auf die Gleichungen: 


\/x + 


— l/xcosr) yxfa-f-C-it- “-tt) sin r — 2 “[/x ooh r | 
a - K Hill r - Yti coh r 2 — % siii r — cos t 


Yx 


Yx (mn t - - Y^ COB t) |/x[2 — (1 + ’^) ^1 

2 -xBinr - }/« COB t 2 — msih t — l/xcos * ’ 


(k^rmi rechte Heiten fdr jodes in Hetrucht konimende x und t positiv sind. Die Eichtig- 
keit der zwoihui llohauptung dagegen ergibt sich aus der Gleichung: 

2 Yx |/x (2 Bin r — «) |/it|8 — 4l/iteoBr| 

4 — 4 X Bin t f X* 8 )/x COB t 4 4 x sin r -f ** — 2 Y* “O** * 

wetni man beachtet, daB der kleinste Wert, wolchon der auf der rochton Seite dioser 
Gleichung in eckigen Klammern stehoudo Ausdruck bei festgohaltenem x im Ualuuen 
der Bedingung 0< r < me anuehmen kann, durch 8 + x + -Y4 + 48j« + i^x‘ dargestellt 

wird, und daB dieser Mininuilwert durch Multiplikation mit der positiven QrOBe 

j*.«, i. * 
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Erster Abschiiitl 


i-V4c+4:8x+Q4x^ in die fui x<l mimer positive OioBe (\()—{)2x—?Ax^4-4x^-\-4x^ 

ubergeht. Berucksichtigt man nun noch, daB der Wert von aictga; zwischiui -Vx 
und Vz liegt, wenn —yx<.x<.yx ist, dagogen /wisclion 0 nnd 2]/;^, wi'iiii 0<j <^2y'x 
ist, so Gi'geben sicb aus den Gleiclinngen (0) und (10.) die Rcd.itioiu'ii. 

0 < A,' (x, r) < 2 Vx, 

0 ■CJ!^{x,'i) C2|/x, 

und aus diesen die Gleicliungen: 

J, (x, t) '= 71 7 CiVx, (x, t) - 2l\ Vx , 

( 12 .) ^ ^ 

J^{x,t)- T + e^Vx, J^(x,7)- 2fiVx 

Dabei be/iUicbnon c(, fa iH'ello von x, i abliaiigigii Zaliloii, di(' (b'li Ib'diiigiingi'ii 
- 1< f, < 1 , ()<«;< 1 , - 1 < £a < 1 , 0 < 4 <1 g(»iirig('n. 


( 11 ) 


7t — T — ]/x < t/j (x, t) < 7T — r + Vx, 
t — Vx<Js(x,t)< r + Vx, 


i. 


Man filliro jcizt die I'dr J,, ,//, J.j gerund('nnn Aundri'lcKe in die (Ib'iclningi'ii (fi ) 
oil! und addiore die dadiircb sidi ergebeinlen (ilcMchnngi'ii: 


(IB.) 



rt T-} )/>t 

A/, 


A/;, 

7i 

' Ot 

K’' 

r 1 # , f/>c 
or 


3f'4/K 

' 7t 

m:. 


indoin man beaditid., daB wf’ '' f /4' ' 


u”'' ist^ Ms ('ntsii'lit <liinn dn' (ileu’lmiig: 


( 14 .) 


u 






T 

It 


M, I ^-’‘(f.ii/, I I'aii/a 1 1 2V,ni,;)' 


Nach dotn am iScblusse von Art. 2 Ib'inerkti'n kOnn(‘n die Zaliimi d/|, d/,', .V.,, niclit 
auBerliall) des Intervalls K'-‘-(V lii'gen. Verstelii nmn nun iinler // dii* groBere <lcr 
boiden nie negativen Zahlen, welehe die idmolnteii Wm’le von A" nnd (/' sind, iiiid 
beaclitet, daB die Zalilen f, , fj, itnmer Kwisclien 1 mnl 1 , die yaihleii immm* 

zwischen 0 und 1 liegmi, so ergibt nidi, dali der ubwduie Werl, <ler aul' der redden 
Suite der let/dnui Gleidmng Hiehendmi (IrOBe d/, ( { 2/, d/( I 2i[M,^ iiidit gniBer 

als ist, utul man kann inlblgedi'SHen ilio Gleidmiig (M.j dnrcli <li(‘ einfndiere Uleidiung: 


( 15 .) 




or r 

7 « 


M. 






ersotsien, wobei 6 nine reelle von x, -ir abliftngige Zalil b(*7.eiduH'f , du* <1 <m' Hmlingung 
■ 1 < « < 1 geuflgt. 
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Fuhrt man jetzt an Stelle von z die urspninghclie GroJJe q wiedor ein durch 

die Gleichung = setzt in neuer Bezeichnung u^’ und beachtet, daB die Be- 

dingung x<l, unter der die Fonnel (15) abgeleitet worden ist, fur q die Bedmgung 
Q < B. nacb sicb zieht, so kami man die Gleichung (15.) durch die Gleichiing. 

(16.) + + 

ersetzen Es liezeiclinet dabei also den Weit der Fiinlction u fur den im Iimein 
del Kreisflache gelegenen Punkt cP, der in bezug auf den Pnnkt O' als Pol die Polar- 
koordinaton q, t besitzt; M^, sind reelle Zahlen, die nach dem am Schlusse von 
Art. 2 Bemerkten den Bedingungen: 

^ 17, ^ Gf 

geniigen, wobei K[^^, G'f, an Stelle von Ji\, G^, K^, G^ stehen, also G^f 

iintcre nud olx'vo Greuze der Wcrte bedeuten, welche f{(p) innerhalb des Intervalls von 

(p -- a bis (p a - 2 arc tg "j/^ annimmt, G^§'^ iintere und obere Grenze der Werte, 

welche f{(p) innorlialb des Intervalls von f/) = a bis y ^ + 2 arc tg]/^ annimmt; end- 

lich bezinchnet // die olx're Gienzo dor absoluten Werte von f{cp) und s eine reelle 
von Q, 't abhangigo Zalil, die dor Bodingung — 1 < 8<1 gonugt 

IJiu eine entsprcclieiidc Eormel fur don Band 9ft der Kieisflache zii erhalten, 
beschreilx' man um O' als Mittidpunkt einen Kieis init dom Radius q, bozeichne die 
Schniltpunkte desHcdbon init dem iirspriinglichon Kreis durch c/\, c/\, die Polarkoordi- 
naii'ii dies(>r Piinkte iii bezug auf das den l^unkt 0 als Pol bositzonde System mit B,, cp^ 
und It, (p^, m bezug auf das don Punkt O' als J^)l besitzendo System mit q, und 
q, Tj, nud bea, elite, daC zwischen diosen Koordinaten die Beziohungen: 

7 ), a 2 arc sin ^ (mod 2n:), 7 ^-=arcsin^; <p^. a4-2arcsin^(inod27r), jt— aresm^^ 

besliehen. Es lassen sick danii die beideii Gloichiingi'n Uu,,pr- / 'wclcho 

die Werte der Funktion w fOr die Lkmkle It, <p^ iind B, (p^ des Randes 9i bestimmon, 
durch die boideii Gleichimgen: 

(1(1) « /’(rt- - 2 arcHin 5 ^), -/■(« + 2 arc sin 

ersetziMi. Unf-er arc sin x:, -i'-xjn, isli Iiier und im folgendon stots der durch die 
Heilingmig v < Y vollstandig bestimmte Funktionswert zu vorstehon. 
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5 . 

Auf Oruncl der Gleiclmngen (K)), (W) soli jetzt das Vorlialton dor diuoli dio 
Gleichuugen (1) delinierten Funktion n in dor Uingcbung dos willlaiilidi gowalillon 
Eandpunktes O' luit den Polaikoordmateu R, a untersucht woidou. 

Wie schon zu Anfaug des Ait 2 benierkt wnrdc, bositzt du'. Funktion /'(</'), oul,- 
sprechend der fur sie gestellten Bodinguiig dor Jiitegnorbarked., in jodoin noch so klonuui 
Teile des Intervalls von cp=-() bis Stotigkoitspiinivto, da,s sind Iknildo <p, fUr 

welclie die Orofien f{(p-Q)^j\mJ\(p-d), /‘(</> + 0) - biny(<^ -t (’xistioron und zu- 

dem die aieichungon f((p - ()) - f ((p), bostohon. I)i(> kniiktioii /(y) 

kanu woitor a,bor aucli fur nnl)ogronzt violc Punkto (p dos gonaniilion lni.('i-valls sicb so 
verbaltcn, dali die (Irofion f{(p - 0), (‘(<p + 0) zwar (‘xistioivii, abor vvo.iiigsloiis oino dm- 
Glejcliungen /'(fp — d) = /(^p)? /'(</''! d) fOp) niolii. orfullt ist. Filr dio (‘twa iiocli 
ubiigen Punkto (p, doron AnzabI obonfalls uiilx'gronzt soiii kaiin, win! daini <las Vor- 

baltcii von f‘(<p) dadurcb oharakiioiisioit .soni, <hi(.) uiindostinis onio d('r Ix'idou (IrbUi'ii 
/‘((p + 0) niclit oxistiori l{lnis|)rocbond dioson droi AHoii von Piiiikton sollon 
jetzt in bozug auf don l^unkt O' mit don I’olarkoordin.iiion /G a <li(' Iblgi'iidon droi 

Fallo mitorschiodon wordon. 


Erst, or Pall. 

Ms isi, (p a oiii Siidigkoitspunki, dor Fiinkl.ion /’(y), odor was dassi'lbo. I's 
oxistioion dio GroBon f'(a d), /'(«-! d) und ivs bostolion ziidoni <lio Gloii Iiuiigi'u 
/■(« — 0) =■ /'(«), f(a~\ 0) /■(«)• Gor I)(‘linit,ion dor GniBi'ii f(n 0), fin ( 0) out- 

s|irochond hlBt siob dann zu dor ludiidiig vorgi'gidxnion posiGvon Zabl A oino andoro 
positive Zabl (J'<A bi'skininion, so da,B fiir jodos ip, widchos diM- Bodingiing 0 Up t)' 
goiiilgt, I /'(«■■ V') ■■ /(« d)| A, f(n I d)| A isl. Zur Bozoicliiiiiiig <los 

absoliitou WortcH irgoiul oinor roolloti GroBi* .r isl- liior, wu* aucli ini fidgi'iidoii, das 
Zoiclion |.r| verwoiulot. Hringt man nun dio GUdr.liungon (Hi J, (Hi.) in dio Gostalt: 

(ly .,/•(„ 0)1-1 /Vo, 1 0)| m;. ; 

/if) 

(Hi,0 -- /’(«■<)), ««,^ /■(«) /’(« I 2arc.Hin.jy /'(« | d), 

und wahlt alsdann zu dmii vorhor liosUnmiiion d (duo jioHii.ivo Zahl (/, doriui Urdfli' 
durch die drei Bodiiiguugon: 

2 arc ig |/-J^ < d , () J ]/ , d 
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bsschrankt sein soil, so ergibt sich fur jedes positive q < q, wenii man noch beachtet, 
daJB fur jede zwischen 0 und 1 gelegene reelle Zahl x arc sin -f- < arc tg Vx ist: 

|lf,-/*(«-0)|<A, |J/,-f(a+0)|<A, .\c,e^yi\<A, 

/■(«-2arc sin - f{a-i)) < A, |/■(a+2arc sin^) - /■(«+()) < A, 
and daher auch: 

|«(e.^)_/-(«)l<2A, 

(0 <(!<<'') 

Alls diesen Ungleichungoii folgt abor schlioBlicb, daC dor absolute Wert von u — f{a) 
sowolil fur jedim nuuui'u Punkt wio fur jedon Uandpunkt des Flacbenstuckes, welcbes 
di(‘ beidoii urn 0 und O' als Mittoli)unkto nut don Kadien li und q boziehungsweise 
abgogniuzton KieisHacbon geinouiRaiu habon, unter 2 A begt, oder was dasselbe, daJS 
jodm- Ibuidpuuki O', fiu don dio Funktioii stotig ist, ZAigloicb auch em 

Riiotigluuispunkt der duich dio (Hoicbungon (1.) dofiiiiorton Funktion u ist. 


Zwoitor Fall. 

Fb ist f/j -- a oiu UnHtol.igkoil.Hi)unkt doi Fiuiktum f[(p) von der Art, da6 die 
Orblk'ii f{a—()), /’(a -I 0) /war oxiHtioroii, alx'r wonigstons oine dor (ileicliungen: 
f{a 0) /’(«), /’(«^ P) /'(«) luclit orfullt ist Dio Dillbron/ /’(a-t-0) -(‘(a—O) mogo 

miii li bo/('i(ihnot wordon Fhenso wio nn vorh(‘r boliaiidoltou Fallo lafit sicli danii zu 
(lor boliobig vorgogobonou ])osiiiiv(*n Zalil A omo andcro positive Zabl (5‘<A bostiinmeii, 
HO datl fflr jodos yi, wolcliOH d('r Dodiugimg gmiugt, \f(a-y/) - /‘(a— ())|< A, 

|/’(o!lV/) /'(«-|-0)|<A ist. Dringt man mm die (lloioluingcm (1(1.), in dio (Jestalt: 


0) VMA -/•(«- 0)1 fjM/. -/•(«+<))] + 


^/‘(« 0) J/‘(«-H))-|/(a 2arcsin5^) - /•(« Oj] -A arc sin 5^, 
0) ^/•(«+(>)-[/‘(a+ 2 jircsin 52 ^)--/{(x+())]+^ar(isi 


(0<? <«) 


und wSlhli alsdaim zu doin vorlmr bostimmi^n <)' oiuo positive Zahl q, dorou (Irofio 
durc.h dio vi(5r Hodingungon: 

q'<M, 2ar(‘-tg)/^<d', 0A|/^<d, ■lAarcsin^<d 
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beschrankt sem soli, so ejgibt sich auf dieselbo Weise wio im ersieu VnUo. fin .) 0 (l('s 
positive 

-if (a+(l)| ^ 2A, 

/'fo+0)|<2A 

Aus diesen Ungleiclumgiiii i'olgt ubor S(“hli(“Klicb, diiB dor <ibsolul/(' W('ft dcir (o'o(l(' 
^Tl /‘(g-O) - ^f(a+i)) sowobl fur jodon iniK'roii I’unki, wio rur j('d(Mi voii O' vor- 

schiedeuen Eaiulpmikt d(‘S KlaclKMistuokcs, w(dclios du' bcKh'ii uin ri iind 0> a, Is 
pimkte inii den Kiulu'ii It uii<l q boziolumgswoiw' a,bg<'gr(‘n/d,(‘n KnMsil.Kdu'ii g(‘in(>insa,m 
baben, untor 2A lu'gt, odea- was dassolbe, da,B dor Wiai <l(‘r h'unktion w, woiin mini 
in der dui'ch don Wiidccil 7 bosiiinnutoii IliK'liiung g('g(‘a (U'ti Punkii 0 a.tirdckli, g('g<‘ii 
— M)) -- /’(« <01 koiivorgaa-t and zwa,r gUacbmiiBig i'nr alk* m Bid,ni.flil. 

koiiimondon Woito von 7. 

In (loin bosondon'.n Falkf, wo /'('« <0 /'(« I <0 koiiv(M'gi(‘ri, d(U' Wort d('r 

Funktion u i‘(ir alio in H(dra,(dii koiimnnidcn Wim'U' von i glondiinabig gogmi /'(« (»). 
I)i(^ Fnnktion u bosilizt alsdanii, obonso wio dio R.a.n(irimkliion %,,, /’((/')> I'*'' 

Piuikt O' mir oino hobbaro Unsioi.igkod,, iiisoforn sk' in (mik' (“ilr d(‘n Punkl. O' slnl-ig(> 
Funktion dadnroh voi’wa.nd(dii W(‘rd(Mi kaini, da.(l n 1 a .11 a.Is WoH. von ((/,,, ^, 1(1 1' (/' (f mclil 
don dnrc.h di(' (iloicluing /'(</>) vorgoscdiniduna'ii Wi'it /’(«), sondiM'ii dtui V^orl. 

/■(« 0) nininii). 

Ontloi- Fall. 

Fs isli (/I « oil! UtiKiotig'k('i(.H|)tnikt dor Kiinkiioii /’((/d von dor Art, daU 
inindosioiis onu' dor boidon (IroBoii /'(« d), / (« I d) iiiolit ('xistii'O. Ibn aindi in diosoin 
Falk' das Vorlialti'ii dor Funktion 11 in dor Ibngi'buiig di's Piinkii's O' /.n (‘rkonmni, 
ocHot/jO man dio (doicliungoii (Kt), n<>.} dnrcli dio Ifngk'icliungi'ii: 


(i U l-‘ 0",?' I ' O'lf- 

7 ( I'rt* 7 ( } It ft ^ ' n ^ 

A'S'"' »«,„• ''T’. f.r. 


'■ 1 1 1 : 




iudoin man b<*acht(*ti, daB dio in dor (lloiolnuig; (Kl.) vorkoinmondon Zaliloii A/,, <1/,, don 
Bodingungoii A'<,f':. A/j. 'O^d gonftgou, und dull auf ({rund dor Boilnil ion 

dor (IrODon K^\ (ff\ A'gC, 0'|f' dio in dor orston di'r (lk*iiilutngon vorkoiiiinondn 
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GroBe 2arcsin mcht aus dem Intervalle die m der zweiten der 

GleicliuDgen (16 ) vorkommende GioBe f(a+2&re sm nickt aus dem Intervalle 
heraustreten kanu. 

Die vier GioBen K^\ G^^\ G^^^ konvergieren bei unbegi-enzt abnehmendem q 

gegen bestinimte Grenzwerte, weil bei abnehmendem ^ die GroBen ihrer 

Definition gemaB niemals abnehmen, die OroBen G^f, G'i^ niemals zunehmen konnen 
Diese Grenzwerte bezeichne man luit Kf\ Gf\ G^^\ setze also: 


lim bm AT, G^^^= Gf\ hm G^f=^ 


^, = 0 


? = 0 


(. = 0 


p = 0 


und beachte fur das folgende, dafi die Differenzen Gf\ Gf^— Gf^ 

niemals negativ sein konnen. Der Definition der GroBen entsprechend laBt 

sich dann zu der beliebig vorgegebenon jiositiveu Zahl A eine andere positive Zahl 
()'<A bestinmien, so daB fur jedes ^<<3': 

0 ^ A w - Ay < A , 0 < 7i w - A , 0 ^ G<{/^ - 6'^ < A , 0 ^ Gi<i^ - G<,^^ < A . 


Formt ni.in nun bei den Ungleichungen (Kv), (16.J die GroBen, welche u ein- 
sdilieBen, den (Uoieliiingen: 


i^A-r+iA-r- {i=^(AT>-A'fl+i(A1»-A?l) + CX-)/5), 

V I-T i-'ii- 1/| V 'A'”’ (^(ei'> -'■'r)+^('v?'>-'''?’)+6i ]/f I , 

jy .!l^ATl-jAf {(Af>-A(^>) + ^(7(^f -A?>)arcsin^), 

pJaT -((AT-A^<'>)- -AT)arcsin^), 

<y f-5r/|H[(f?|<'^-f^f>)+^(6T-f/Harcsni^) 

entsprechend inn und wilhlt alsdann zu deni vorber besthnmten d eine posifive Zahl (>', 
dereti GrdBe durch die fttnf Dediugungen: 

^'<d\ i|AT A?>|arcsm5^<d, -ai^^\wciiin^<S 

heschriinkt sein sell, so erkeimt man. daB ffir jedes (?<(>' die absoluton Werte der 
aufden recditt'ii Hoiten der sechs zuletzt angeschriobenen Gloichungon zwischeu geschweiften 
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Erstoi Absebnitt 


Klammern stehenden GroBen samtlich miter 2 A liegen, und daB daher dio lTngloichung(‘ii 
(163.), (163.) durch die eine Ungleichung: 

fim Xio) + ± A-jo) _ 2 A < «< < — GW + GW + 2A 

7t ^ Tt ^ ^ ^ 7t 

ersetzt werdon koniien, bei der u den Wert dor durch die (iloichungi'ii (1,) d(diiu('ri,('ii 
Funktion fur irgeud emeu vou G' verschiedeuou Piinki ^>, t r.^r<-r,) doK klaclu^n- 
stuckes, welches die beideu mu 0 und (/ als Mittidpuukte imt dou li.idi('u li und (>' 
beziehungswetse abgegrenzten Kroisflachen goiueiusam habeu, bezeiclimd. Aus diiisiu" 
Ungleichung folgt abor schhoBlich, womi man uoch du' khuiK'n^ der bcMchni Zahli^n 
A\W, Xp nut A’W, die groBore der beidou Zalilon (IfK G'iJ” nidi G'W iK'zi'iclnudi, dnB di'r 
Wert von u fur jodou vou G' vorschiodonen Puukt des gonaunii'ii kliU‘h('n.sliiicK('.s iimer- 
halb des lutervalls A'W- 2A • GW-t-2A hogi., und daB di('s('r Wort, wemi d(‘r Ihiiikt. / 
auf dein durch don Winkel r bcsiiunutou Htrahlo gi'gou (Urn Ihinkli (f .mnU'ki., iiur 
uoch Anderungen orloidou kaun, die ihroiu absoluton Worlo na<di kloiiK'r als dii' posiiiivc 
;^ahl (G'i®^— yfiWj + (G'i/’-yf;^'’^) I 4 A sind Dio (JrdBo G*,**' A,w todu/.iorii sic.h auf 

Null, woun /'(ce— 0) oxistiori, die GroBo G^"’ dagi'gi'ii rodu'/iiM'i sioli auf Nidi, 

wenn /(a+O) oxistiert. 

Km das (losagto voranschaulichoudos omliwdios Bi'ispiid iM’hilli miin, vmmiii iiiiiii, 

untor e irgoiid ciiio roollo Zald vorstohond, als Ihindfimklion dioji'uigi' Kmikl.ioti /U/') 

(/» 

wdhlt, wi'IcIk' durch die Gloicluaigoti f{ 0 ) c, f]<f) / - cos | In (^2 /Gsiii '* ) |, o-vi-a/*. 

und dio Bodingung, mdi dor I’oriodo 2yf poriodiscli /,u soin, filr alh' VVViio vou </' 
bostinunt 1 st. Dii' so didiidoriio Kunkiion {'(</<) l)(*sd./,li an dm’ Btolli* </ 0 oiiuai llu- 

stetigkoitspuukt von dor olxai lioira.cldi('ton Art, und (ss ist fur diosoii Piiiikt A,"" I, 
Gf* “1, A'f’ c®, G'l"' (•" Da foruor dio zu dii'si'r Kiuiktion f\<p) gidu’irigo Knnktion u, 

woun man dio Puukto dor Kridsllitclio durch dio IVnlKM' doliiru'rlon Polnrkoordiiialou 
Q, T auf don Piinkt II, 0 als Pol b(‘zio.ldi, sovvohl I'flr jodi'ii iniioni PiiiiKI (>, 1 

der Kroisflilche, wio filr jodon von /GO vorscliiodonon Ihuidpiiiikl (f. 1 durch tlio (lloi- 
chuug w c'' cos (ln(>) dargosiollli ward, so tritt an Sfidlo dor (Vnhor gowomioiioii all” 
gi'ineiuou Urigloicliiiiig hior dio spi'/iollo: 


7t t 

n 


-■ c" 2A 

It 


'cos {lin>) 


^ r 
n 


1 : c® 1 2a, 


die, wlo kloin aiich A von Aiifang an gowillilt soin mag, fflr jodon voin Punklo 0 
verschiodonoii Pmiki. 7 dor Kri'islldcho gilt, und aus di'r ilaim vvoitor folgt, daB dio 
Andoruugon, wolcho dio Kimktion w orkddot, wonn dor Piinkt / auf dotn durch don 
Winkol X bostimmton Htnihlo gogoii don Punkt (» 0 anrftokt, ihrom ahsoluton Worto 

nach dio ZuJiI 2-“- 1 | 4 A nlcht dhorstoigoii kfmuoii. 
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Auf Grund der Eesultate, welche iin vorhergehenden fur das Verhalten der 
Funktion in der TJmgebung eines Eandpunttes B, a, den drei untersclnedenen Fallen 
entspiecliend, gewonnen wurden, laBt sich jetzt das Yerlialten der Funktion in der 
Nalu^ dos Randes, wie folgt, chaiakterisieren Man wahle auf dem Eande 31 der 
urspruugliclien Kieisflaclie irgend einon Puiikt B, cp und beschreibe uni ilin als Mittelpunkt 
cinen Kreis nnt eintaii Eadius q < B. In jedein der drei Falle existiert dann fur die 
Worto, wi'lcbo u,^i ni denjonigen Punkteu t, t besitzt, die im Innern des aus der 
urspi'iinglichen KriMsHaclie durcli don neu konstruierten Kreis ausgesclinittenen Ge- 
luetes licgeu, eincs obore (Jrenze, die init /W,, nnd eine untere Orenze, die mit 
bezcidiiH'i wi'idiai soil L<i6t man nun q gegen Null konvergieren, so konvergieren 
dll' boidiMi OvOliei} gogen bestimnite Giviv/jwerte f^^^(<p), da bei abnebmen- 

deni q die GroBe luenials zunebinon, die Gvofie nieinals abnebmen kann Die 
(h'6Be soli die obere Greuze, die Grofie die untere Grenze und entsprecbend 

die nie lu'gaGvo Dill'erenz die Scbwankung der Funktion fur den 

Raiidpiiiikt B, (p gi'iiaiiiit werdcii. Zwischen den Oronzen der Funktion 
fur den PiiiiKl, B,, (p und den zu Anfang von Art 2 eingefubrten Grenzen (t{<p), 
h’(<p) der Putild.ion f((p) fur den Punkt (p bosteben dann, welcber der drei Falle aucb 
vorliegi'u mag, nnnier die Ib'zielmngt'n 5^ G(f/j), P^\(p)'^K{(p), nnd os bestebt 

(labor zwisehen di'r Sehwainkung f^'\(p) — Funktion fur den Punkt B, (p 

und d('r Hob wankuiig (!((p) K{(p) d(‘r Funktion f{(p) filr (bni Punkt (p stets die Be- 

ziebuiig l‘^'\(p) ~ A'(</>). Hcacbtot man nun iiocb, daB infolgo der fur /"(f/i) 

goHtellix'n Hedingung der Intcgrun barked die irgend einein Intervalle a • • • ?i angeboiigen 
Pimktie (/I, fill- vv(‘lebe (I ((p) ■ - K ((p) > a ist, stets ('iiie nicbt ausgedolinte Mongo bilden, 
welobe [lositive Za.lil man aueb iintiT <; vcTsteben mag, so folgt scblieBlicb, daB aucb 
die Punkte B, (p des Randes, fOr wclcbe f^'\<p) ■■ f^^\(p)> o ist, stids e,ine iiiclit aus- 
g(‘d(‘linio Mi'iige bibUni. 

Die fflr die Funktion f(<p) gosbdlten, sie iin allgi'iiieinon cbaraiktorisioronden 
B('dingung('n di'r Kndlicbkeit und luG'grierbavkeit komnien also boi dor Funktion 
in der Weise zimi Aiisdiueko, daB eiuorseits bei dor Ann;ibeTiing an den Eand 
immor endlicb bloibt, odor, was (hisselbe, daB fi'lr jodon Eaiidpiinkt B, <p die vorlier 
d(‘(inieHi('n Grenzen f'^"(<p), (^xistieren, und daB anderorseits die zu doin Eand- 

puiikte /•’, (p gehdrige Hchwankimg f^^\(p) - /’’“'(y) l-^’iiektion u,^f welclu' positive Zabl 
man aueb imter a verstelieii mag, in dmu Intervallo von <p - 0 bis <p 'in stets nuv 
I'nr eiiK' nleht ausgedelmte Pimktmenge Werte besitzt, die' gifiBer als a sind, und zudem 
Rlr alle (km HG‘tigkeitsinmld.en <p von /'(V/i) entspreebenden Eaiulpunkto /i, (p, wie sebon 
beim (‘rsbm Falle gezeigt wurde, die Gleielning /‘‘‘’(y) ■“ " /G/*) l^^osiebt. 


I'-it, 1 


8 
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Eistei Abselmitt 


6 . 

Sclion zu Anfang des Art, 2 wurde bemerkt, dafi die Funktion f{(p) infolge der 
fur sie gestellten Bedmgung der Integrierbarkeit in jedem nocb so kleineu Teile eines 
Intervalls a- I Stetigkeitspunkte besitzt, und daB man sicb daber fur die Bilduug 

h 

der Produktensumme, welcbe durch Ubergaug zur Greuze das bestimmte Integral j f(<p)dq> 

a 

liefert, auf diejenigen Funktionswerte f((p) beschranken kann, welcbe den Stetigkeits- 
punkten der Funktion f{(p] entsprecben Daraus folgt danii welter, daB das Integral 

b 

f((p)d(p, Welches Intervall man aucb unter a I versteben mag, semen Wert nicbt 

a 

andei*t, wenn man an Stelle von f(cp) irgend welcbe andere endlicbe und integnerbarc* 
Funktionen treten lafit, welcbe fur die Stetigkeitspunkte von f(</') 

ebenfalls stetig sind und zudem dort dieselben Werte besitzen wie Unter all 

diesen Funktionen f'((p), gibt es nun eine besonders emfacbe, die zuiiaclist 

aufgestellt werden soil. 

Man setze in neuer Bezeicbnung (p=^(p,, wenn die Funlction /'((/)) fur den Puiikt <p 
stetig ist, dagegen (p = (p,„ wenn die Funktion f((p) fur <len Punkt cp nicbt stetig ist, 
und definiere alsdann ausscblieBlicb mit Hilfe der Werte, welcbe die Funktion f\(p) in 
ibren Stetigkeitspunkten (p, besitzt, eine neue Funktion f((p) dmcb die (lleichung 
/’( 9 ) = y[< 3^(^) + Ar(y)], indem man allgemem fur irgend emeu Wert (// von (p mit 

und die obere und untere Grenze derjenigen Werte bezoicbnot, welcbe die 

Funktion f{(p) in ibren dem Intervalle von cp = (p —d bis cp = (p + S angeliorigen 
Stetigkeitspunkten besitzt, und weiter dann unter 0{(p'), dio Grenzworle ver- 

stebt, gegen welcbe die beiden GroBen bei uiibegi’enzt abnehniendem d' kon- 

vergieren. Da fur jeden Punkt (p, G{(p) == K{(p^ = /’((/),) ist, so ist aucb /((/),) -- /'((/),). 
Infolgedessen kann die obere Grenze der Funktion i{(p) fur den Punkt (p nicbt unter 
G{(p) liegen, sie kann aber wegen f\(p)== G{(p) — ^\G{<:p) — K((f)'\ aucb nicbt fiber <'/((//) 
liegen. Die obere Grenze der Funktion f{(p) fUr den Punkt cp ist dimmacb mit O' (<//}, 
die untere Grenze, wie durcb dieselbc ScbluBweise zu zeigcn ist, nut A'((//) identiscb, 
und es ist zugleicb G{<p')^G{<p'), K{(p)^K{(.p), also aucb </((//) 

Die so defimerte Funktion /'(</)) stebt nun zu der Funktion /'(f/i) in (blgender 
Beziebung. Filr jeden Stetigkeitspunkt <p, von f{(p) ist dio Funktion /\f/>) oben bills 
stetig und besitzt zudem denselben Wert wie f{<p)‘i denu es ist fftr einon 
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solchen Punkt nicht nui G{(p:) - E{cf) = Q, sondern aiich (Tfy. ) = Cf K((f',]=^K{cp:). 
In bezug auf das Verbalten der Funktion f{(p) fur einen Unstetigkeitspunkt von f((f) 
kommen dagegen inehrere Falle in Betracht Besitzt die Funktion f{(p) fur den Punkt (f^ 
eine Unstetigkeit von der Art, daB die GroBen — U), /(y„ + 0) existieren, so 
existieren fur denselben Punkt auch die GroBen f{(fn — Oj' gs ist zngleich. 

/’(9’«+0) = /’(^P« + 0), /’(9«) — *0 + + fcesteht dann 

speziell noch die Beziehung f{cp^ — 0)=f{(p^-\-0), ist also die Funktion f[(p) fur den 
Punkt (p„ nur mit einer hebbaren Unstetigkeit bebaftet, so ist die Funktion f(q}) fCir 
diesen Punkt stetig Besitzt dagegen die Funktion f(q)) fur den Punkt (p„ eine Unstetig- 
keit von der Art, daB wenigstens eine der beiden GroBen f((p^ — i>), /’(^,, + 0) nicbt 
existiert, und verstebt man daiin unter Gf’, Arf>, dieselben GroBen, welcbe 

im vorigen Artikel bei der Betracbtung des dritten Falles darunter verstanden wurden, 
unter Gf\ AT’ die entsprecbenden auf die Funktion sicb beziebenden 

GroBen, so ist ^ Gf’ - A?’, G^^- G^ - A?’ . Hieibei kann nun der 

spezielle Fall eintreten, daB gleicbzeitig Gf’ — Af’ = 0, G^*’ — A'i®’ = 0 ist, aber aucb 
der nocb speziellere, daB Gf’ = Gip — A|®’ = A"/®’ ist, im ersten Falle existieren fur den 
Punkt cp„ die GroBen /‘(y^-O), /’(^„+0), und es ist zugleicb /•(^„) = -i[7(^^-0) -|-/(^„4-0)]; 
im zweiten Falle dagegen ist - 0) = -t- 0) = f und cp^ daber ein Stetigkeits- 

punkt der Funktion f{<p)- Unter keinen Umstanden kommen also bei der Funktion 
f{(p) bebbare Unstetigkeiten vor, es ergibt sicb dies ubrigens aucb scbon unmittelbar 
aus ibrer Definition DaB endlicb die Funktion f[(p) der Gruppe der voiber definierten 
Funktionen t"{(p), f'pp), angehort, erkennt man obne Mube, wenn man beacbtet, 
daB nacb oben Bemerktem nicbt nur allgemem G(y) — K((p) ^ G-{(p) — K{<p) ist, sondern 
aucb ftir jeden Stetigkeitspunkt (p^ von f{p), der zugleicb immer em Stetigkeitspunkt 
von f{<p) ist, die Gleicbung /'(^,) = f(cp) bestebt 

Die Funktion f{cp) soli die zu f(cp) geborige Normalfunktion genannt werden. 
Sie jst dann gleicbzeitig aucb die Normalfunktion fur jede der vorber definierten Funk- 
tionen f{(p), • Beacbtet man nun nocb, daB von den beiden ebenfalls end- 

licben und integrierbareii Funktionen von cp, die aus f{(p) und f{(p) durcb Multiplikation 
mit - jja :i c^(t— y) entsteben, die letztere die zu der ersteren geborige 

Normalfunktion ist, so folgt schlieBlicb, daB das in den vorhergebenden Artikeln be- 
trachtete, mit der Funktion f{(^ gebildete Integral. 

Tt 

2}* — 2JS» oos(«— 9 ))-)-r* 


3 
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Erstei Abschnitt 


fur ]etlt;ii Piuakt t, t im IrLnt?rrL der Kieisfidclie dBuselbsii Wyit besitzt wie das mit 
dei Funktion /’(y) gebildetc Integral 

I -{• 7t 

^j* — 222? COS(2— qp) + ^^ 

l— 7t 

Auf Grund dieser Tatsache kaun man unter Umstanden das Verhalten der 
Funktion in der Umgebung ernes Randpunktes R, a, fur den wenigstens eine der 
beiden GroBen /’(a-O), /(a+O) nicht existieri, genauer, als es bei der im vorigen 
Artikel an dritter Stelle gemachten Untersucbung moglich war, charakterisieren, indem 
ma.n bei der doi-t das Endresultat bildenden Ungleichung, soweit sie sicb auf imiere 
Punkte der Kreisflacbe oder, was dasselbe, auf die Funktion bezieht, der Gleichung 
= entspiechend die GroBen A'fb Gf, durcb die schon oben emgefuhrton, 
auf die Funktion f{(p) sich beziehenden GroBen Gf\ Gf^ ersetzt. 1st daiiii I’ur 

den Punkt 9 = c speziell — Kf> = 0, = 0, odei, was dasselbe, oxistioren 

die GroBen f(a—0), f{a-\-0), so ergibt sich, entsprechend der im vorigen Artikel an zweitei 
Stelle gemachten Untersucbung, daB der Wert dei Funlction u,^t = weiiii man in dor durcb 
den Winkel t bestimmten Ricbtung gegen den die Koordinaten R, a besitzcnden Punkt O' 

anruckt, gegen f{a—0) -|- [/‘(a+O) — /(a— 0)] konvergiert und zwar gleicbmailig fur alio 

in Betracbt kommenden Werte von r. Besteben dagegen fur den Punkt f/i = a <Ue 
noch spezielleren Beziebungen Gf^ = Gf^ = = K^\ Oder, was dasselbe, ist f{a—{)) 

= /"(ct+O) = /‘(a), so ergibt sicb, entsprechend der im vorigen Artikel an orster Stelle 
gemachten Untersucbung, daB der Wert von fur aJle m Betracbt koinmimdon 

Werte von r gleicbmaBig gegen f[a) konvergiert, und es kann dalier in diosem letzteren 
Falle die Funktion u, indem man ibro Woite auf dem Itaiide nicht duiub dio Gleichung 
= f{9)’ sondern durcb die Gleichung = f{(p) delimert, in eiiie fiii don Punkt f/ 
stetige Funktion verwandelt werden 

Aus der Identitat der Punktionen v,, t, folgt weiter abor aniih dor Satz, daB 
zwei die Bedingungen der Endhchkeit und Integnerbarkeit erfiillendo, oinwi'rtigo, roollo 
und mit der Periode 2n periodische Funktionen f{<p),f'{<p) dieselbo Funktion 
liefern, wenn zu ihnen dieselbe Funktion f((p) als Normalfunktion gobort. Dieser Satz 
laBt sich umkehren. Es besteht iiamlich aucb der Satz, daB zwei don genaiinti'ii Be- 
dingungen genugende Funktionen f'(<p) in ibren mit f{(p), f'{(p) /u bezeichnenden 
Normalfunktionen ubereinstimmen, wenn sio dieselbe Funktion ™ w',, llelern. Uni 
dies emzuseben, beaebte man, daB in diosem Falle die Funktion wolebo an 

Stelle von tritt, wenn man in dem die Funktion deliniereiidou lutogralo an 
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Stelle von f ( 9 ) die den Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbarkeit ebenfalls ge- 
nngende Funktion f {(p) — f'{(p) setzt, fur jeden im Innern der Kreisfiacke gelegeaen 
Punkt den Wert Null besitzt, und daB daher die Funktion f{(p) — nach. dem im 
vorigen Artikel beim ersten Falle Bewiesenen in jedem ihrer Stetigkeitspunkte eben- 
falls den Wert Null besitzen muB. Daraus folgt aber. daB die zu gehorige 

Normalfuiiktion fur jedes 9 den Wert Null besitzt Beacktet man dann nock, daB 
iiack einem Satze des Herrn V.Yolterea *=) zwei endlicke und integrierbare Funktionen 
f{(p),f'{(p) in jedem nock so kleinen Intervalle Stetigkeitspunkte gemeinsam kaben, daB 
diese gemeinsamen Stetigkeitspunkte immer auck Stetigkeitspunkte der Funktion 
f{9) — f'{9) Sind, und daB die iknen entspreckenden Werte von — 

vollstandig ausreichen, um die zu den drei Funktionen gekorigen Normalfunktionen zu 
bestimmen, so folgt weiter, daB die zu f{(p) — f{(p) gekorige Normalfunktion mit der 
stets den Charakter einer Normalfunktion besitzenden Differenz der Normalfunktionen 
f {(p), f{(p) identisck 1 st, oder — da die zu f{<p) — f'{(p) gekoiige Normalfunktion, wie 
sckon bewiesen, fur jedes 9 den Wert Null kat — daB die Gleickung f i<p) — fX<p) = 0 
bestekt Damit 1 st aber die Ricktigkeit des zuletzt aufgestellten Satzes bewiesen Aus 
dem Vorstehenden ergibt sick nun scklieBlick nock, daB bei den die Bedingungen der 
Endlickkeit und Integrierbarkeit erfullenden, einwertigen, reellen und mit der Periode 
271 periodiscken Funktionen f ( 9 ) die Gesamtkeit derjenigen Funktionen, welcke dieselbe 
Funktion liefern, identisck 1 st mit der Gesamtkeit derjenigen, welcke eine bestimmte 
Funktion f((p) als gemeiiisame Normalfunktion besitzen. 


7. 

Man gehe jetzt auf das am Eude von Art 5 ausgesprochene Resultat zuruck. 
Uasselbe kann mit dem in Art 2 (S. 5) Bewiesenen, wie folgt, zusammengefaBt werden: 

„Ist f{<p) irgend eine den Bedingungen der Endhchleit und Integrierbarkeit ge- 
nugende, leeUe, emweihge und mit der Periode 2n jpenodtsdlie Funlction der leellen Yer- 
anderlichen 9 , so bestmimt das mit dieser FunMion f((p) gebiMete Integral 

2 - 4 - 

Y * J ^^9) 00B(i — gp)-f-r* ^9 

fur das Tnnere der Kreisfiache dne reelle, dnwertige FunMion der Koordmaten x, y 
(x^r coBt, y = rBmt), welche die folgenden Fhgenschaften besitzt' 

*) VoiTMOR*., V , Alcime OBseivaziom sulle fanziom punteggiate discontinue (Giomale di Matematiohe 
[Battaglini], Bd 10 (1881) S 76—86; S 82) 
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I Fur jeden nit Lmrtn del Kir/hflntJtr (jrlnintm Puuld i,t wit den lechtirinklif/eii 
Kooidinaten x,y isf btefiij-. oi deiselhen Ansdelinioiy enstieieii die pm tiellen Feiivieiten 
' lldtil iiihi. iukJ Sind eben falls stetia, eudlith etfulkn die sweiten Fenvieiten 

dj, ’ ey ’ dx- ' r>p ' 

die Gleicluaig Au,^i = -- jp -- + - = Q 

II. Fnr jeden Fwiilt i?, cp des Bandes 9^ hesitzt die Funkfion eme oheie 
Giense mid erne unteie (henze f^^cp). die dadmeh hestimmte Scliivmihnnij P\(p)-f^\(p) 

d&i Fiinlition fw den Piuild R, cp hat, icelche po^itire Zahl nimi (inch untei o vev- 
stehen mag, in dem Interndle von 9 = 0 Us <p=^27t stets nut fin eine mcht cmsgedehite 
Pienkfmenge Wetfe, die gtoj^e) als a sind, endlicJi ist fin 'jeden Randpunlt E, cp, dem ein 
Stetigkeitsgnnilt cp von f{cp) entspticht, f^^^((p) = f^^\(p) f{(p)'‘ 

Im AnschluB an dieses Eesultat soli jetzt die Prage beantwoitet werden, oh <lie 
clurcli das Integral dargestellte Fuuktion u,^, die einzige ist, welclie die genaniiteii 
Eigenschaften besitzt. Zu dem Ende nehme man an, daB fur das Innere der ICrcis- 
flache noch. eine zweite reelle, einwertige Funktion der Eoordinaten x, y existiere, 
welche die genannten Eigenscliaften besitzt. Dieselbe sei mit und entsprcchend 
seien die obere mid uiitere Gienze der Funktion u,^t fur den Punkt R, cp des Randes JIf 
mit P^\cp) und f^^\(p) bezeichnet. Das Vorhalten dieser Funktion w,,, soil jetzt unter- 
sucht werden. 

Zunacbst erkennt man, daB die Werto, welcbe uberhaujit aiininmit, oiiio 
obere und eme untere Grenze besitzen. BesaBen namlicb die Werte von keinc 
obere Grenze, so muBte ein der Kreisflache angeboriger Punkt cP von dor Art oxistioron, 
daB die Werte von in keinei nocb so klemen um iP als Mittelpunkt koustuiierton 
Kreisflache eine obere Grenze batten Diesos ist aber uninoglicli, da dio Funktion 
fur jeden im Innein der Kreisflache gelegenen Punkt fP stetig ist und lur jodon Raiiid- 
punkt R, cp eine obere Grenze f''^\cp) besitzt. Dio Werte, welche die Funlciioii u,^, iibor- 
haupt annimmt, besitzen also eine obere Grenze G und ziigloicb aucli, wio aiif diosolbo 
Weise zu zeigen ist, eme untere Grenze K. 

Urn einen genaueren Eiublick in die Fatur dor Funktion zu orhalton, l)o- 
scbreibe man um irgend emeu Punkt cP' mit don Polarkoordinaton r', t' als 
Mittelpunkt eme ganz im Jnnerii der Kreisflache vorlaufende Kreislmio und Ix'zoiclino 
ihren Radius mit Rf die Lime selhst mit 91' Ftir dioso none Kreisflflcho A" b(‘silizi) 
dann denselben Charakter wio die m Art. 1 fur dio inspriinghcbe KroisHilche doli- 
nierte Funktion u, und man kann daher nach dem doit Gozeigton don Wort, wolchou 
im Punkte IP' besitzt, durcb die Werte ausdruckon, wek'.ho dor Funktion auf 
dem Rande fft' zukommen. Bezieht man zu dem Ende die Punkto des ItandoH 9i' durcb 
Polarkoordinaten li', yj auf den Punkt ^ als Pol und irgend oinen durcb iJ/’' gohoudon 
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Strahl als Polarachse, bezeichnet den "Weit von u,^i im Punkte R', y; des Randes 9^' 
mit u (E', yj), so hat man entsprechend der Pormel (IV ) des Art 1 Iner die Gleichung 

= yj) 'welche anssagt, daC der Weit von im Piinkte immer das 

0 

arithmetische Mittel aus denjenigen Werten ist, welche auf irgend einer ganz im 
Innern der uisprunglichen Kreisflache verlaufenden um ^ als Mittelpunkt beschiiebenen 
Kreislinie besitzt. 

Aus dem charakterisierten Verhalten der Fnnktion folgt nun vreiter, daB in 
dem Falle, wo nicht durchaus konstant ist, weder die oliere Grenze G noch die 
untere Grenze K der Werte, welche uberhaupt besitzt, in emem mneren Punkte der 
Ivreisflache als Wert der Funktion u,^t auftreten kann Um dieses emzusehen, nehme 
man an, daB die obere Grenze G als Wert der Funktion fur den Punkt mit den 

3a 

Polaikoordinaten r'. f auftrete Aus der dann bestehenden Gleichung J li(I£,yi)dxp 

0 

folgt zunachst, daB der Wert von fur jeden Punkt R', yj des Randes von K' 
mit G zusammenfallen muB, und weiter daim — da die aufgestellte Gleichung auch 
auf ,]ede aus der Kreisflache K' durch Verkleinerung des Radius R' hervorgehende Ereis- 
flache bezogen werden kann — daB fur jeden Punkt von K' den Wert G besitzt. 
Ivonstruiert man jetzt zu irgend einem Randpunkte iP" von K' als Mittelpunkt erne 
Kreisflache K", alsdann zu einem Randpunkte S'"' von K" als Mittelpunkt erne Kreis- 
flache K"' und fahit m dieser Weise fort, bildet also, stets im Innern der ursprhng- 
hchen Kreisflache verbleibend, eine Kette von Kreisflachen, bei der jede neue Kreis- 
flache ihren Mittelpunkt auf der Peripherie der unmittelbar vorangehenden hat, und 
ubertragt die fur K' gemachten Schlusse auf die Kreisflachen K", K'", K"", , so er- 

kennt man, daB fur jeden Punkt dieses Flachensystems den Wert G besitzt und 
demnach auch fur jeden mneren Punkt der ursprunglichen zum Radius R gehorigen 
Kreisflache, da man durch passende Wahl der Mittelpunkte und Radien der Kreisflachen 
A'", K”', jeden solchen Punkt zu einem Punkte des zu konstruieienden Flachen- 
systems machen kann. Dieses letzte Resultat widerspricht aber der den betrachteten 
Fall charakterisierenden Voraussetzung, daB nicht durchaus konstant ist, und es 
kann daher in diesem Falle G, und aus denselben Grunden auch K, nicht fur emen 
inneren Punkt der Flache als Wert von auftreten. Daraus folgt dann schlieBlich, 
daB in jedem Falle die obere Grenze G der Werte, welche uberhaupt annimmt, 
wenigstens ftlr emen Randpunkt R, (p als obere Grenze der Funktion fiir diesen 

Randpunkt, und entsprechend die untere Grenze K der Werte, welche uberhaupt 
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aiminimt, wemgstens fur emeu Eandpunkt M, q> als untere Greuze der Fuuktiou u,^t 
fur dieseu Eandpuukt auftreten muB _ _ 

Es soil jetzt weiter das Verlialteu der Fuuktioueu Fuuktioueu 

von <p untersuclit ■werden. Zunachst ergibt sich aus der Definition dieser Funktionwi 
in Verbindung mit dem soeben fur die Funktion u,^, erbaltenen Resultate, dafi die Zabl (f 
die obere Greuze der Werte ist, welche uberhaupt annimmt, und entsprechend, 

daB die Zabl K die untere Grenze der Werte ist, welclie uberhaupt annimnit. 

Beachtet man dann, daB fur jeden Randpunkt B, cp f^*'\(p) ^ ist, so erkennt man, 

daB die untere Grenze der Werte, welche P^\(p) uberhaupt annimint, nicht nnter K 
liegen, und entsprechend, daB die obere Grenze der Werte, welche f'''^\ip) ubeihaupt au- 
nimmt, nicht uber 0 liegen kann. Die Funktionen P^\<p) genugen dahor d('r He- 

dingung der Endlichkeit DaB sie aber auch dui Be- 
dingung der Integrierbarkeit erfullen, soli jetzt gezi'igt 
werden 

Zu dem Ende wahle man auf dem Eande 31 
einen Punkt B, cp und beschroibe uiii ihn als Mittol- 
punkt einen Kreis mit einem Radius < B, der don 
Rand 31 m den Punkten B, cp^\ B, (p^ schneiden nubgo 
(s. Fig 3) Welter wahle man auf dem duich die 
Punkte B, (p^, B, q; B, (p^ bestimmten Bogoii emeu 
von den Punkten B, (p^; B, (p^ verschiodonen Punkt R, <p, 
fur den die Lage B, (p nicht ausgeschlossen sinii soil, 
und beschreibe urn ihn einen Krois, der ganz miier- 
halb der Ki’eisfiache mit dem Radius p' liegt, und (lessen 
Radius ^ sei Bezeichnet man dann mit obere und untere Grenze dm- Woiie, 

die innerhalb des aus der ursprunglichen Kreisfiache durch den Kreis inili dem 
Radius ^ ausgeschnittenen Oebictes besitzt, entsprechend mit obme und unti're 

Grenze der Werte, die innerhalb des aus der ursprunglichen Kreisfiache (lurch (hm 
Kreis mit dem Radius ausgeschnittenen Gebietes besitzt, so ist nach fruheror l)(‘fiiiHiiou: 


Y 




und es bestehen zudem noch, wie unmittelbar ersichtlich, die Beziidiuiigeii: 


Bowie die hieraus filr lim(, — 0 horvortfolxonden BoKiolmngcn: 
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Aus diesen letzten Beziehungen folgt nun, daB die mit ) zu bezeichnende obere 

Grrenze der Funktion f^^\cp) fur den Punkt <p = (f', die nicht kleiner als f'^'>(<p) seiu 
kann, nicht iiber liegt, und entsprechend, daB die mit A zu bezeichnende 

untere Grenze der Funktion fur den Punkt 9 = (p', die nicht groBer als 

sein kann, nicht unter liegt. Es bestehen also fur die GroBen K^^'(cf') 

die TJngleichungen* 

f'Hv) S G'‘>M ? «V. F‘”M 5 ^ 

und diese liefern, wenn man gegen Null konvergieren lafit und 

lim beachtet, zur Bestimmung von K‘~^>(^cp') die Gleichungen’ 

Was dagegen die mit K^'^\cp) zu bezeichnende untere Grenze der Funktion fur 

den Punkt (p = (p' und die mit G^^\(p) zu bezeichnende obere Grenze der Funktion 
fur den Punkt (p = cp betrifft, so ergebeu sich dafur auf Grund der fur jedes m 
Betracht kommende ^ bestehenden Relation {(p ) zunachst die Beziehungen 

K^^\(p')'^JO^\(p'), G^'^\(p' ) '^ G''^\<p) und weiter aus diesen durch Verbmdung mit den 
zuletzt gewoniienen Gleichungen die Beziehungen* 

JG^\cp')^r^\cp'), G^\cf')<f^\cp') 

Verbindet man nun noch diese Beziehungen init den unmittelbar daruberstehendeii 
Gleichungen, so ergibt sicli schlieBlich 

- K^^\<p') ^ /'W {cf!) - f\<p'), G^\cp’) - K<^^\cp') ^ r\cp') - r\cpy 

Um das gewonnene, fur jedes der Bedingung O^q)' < 2 n genugende q geltende, 
Resultat zu interpretieren, beach te man, daB der Yoraussetzung gemaB die Punkte des 
Intervalls von q = 0 bis ^ = 271 , fur welche 1st, stets eine nicht 

ausgedehnto Punktmenge bilden, welche positive Zahl man auch unter a verstelien 
mag Mit Rucksicht hierauf folgt dann aus den zuletzt gewonnenen Beziehungen, daB 
sowolil die Punkte q, fur welche die Schwankung G^^^q) — K^^\q) der Funktion P^\q) 
Worte besitzt, die gi-oBer als o sind, als auch die Punkte q, fhr welche die Schwan- 
kung G^^\q) — K''^''{q) der Funktion f^^\q) Werte besitzt, die groBer als o sind, stets 
ein(% nicht ausgedehnte Punktmenge bilden, welche positive Zahl man auch unter 0 
verstehen mag, oder, was dasselbe, daB die nach vorher Bewiesenem der Bedingung der 
Endlichkeit genUgenden Funktionen f''^\q), P^\q) stets auch die Bedingung der Integrier- 
barkeit erfilllen. 

JP-B, I 


4 
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Mit Hilfe der Funktionen bilde man jetzt die beiden Integrale. 


2 jT 

7 <R V 




2Jli cos (i — (p) -j' r® 


2ft 

r<R r 




U^—^Ei cos(i— 9) + r 


dcp 


Tind beaclite, da6 der Voraussetzung gemafi fur jeden iimerbalb des Inter vails von ^ = 0 bis 
(p = 2n hegenden Stetigkeitspuntt cp der Funktion f{(p) die Gleichungen = f^\ip) = f{q>) 

und denmaeb auch, auf Grand der zuletzt gewonnenen Beziehungen, die Gleicbungen 
G’'^\<p) - K''^\9) = 0, = 0 besteben, oder, was dasselbe, da6 jeder inner- 

halb des Intervalls von ^> = 0 bis (p = 2n liegende Stetigkeitspnnkt cp von /'((/') aucli 
em Stetigkeitspnnkt von und ist. Man erkeniit dann, da6 die beiden 

durch die aufgestellten Integrale fur das Innere der Kreisflacbe bestimmten Funktionen 
fur jeden Punkt <1? der Kreisflacbe denselben Wert besitzen wie die ursprung- 
licbe, mit Hilfe von f{(p) gebildete, Funktion 

AuBer den beiden Funktionen bedarf man fur die folgenden Uiitcn*- 

sucbungen nocb einer dntten Funktion. Urn zu derselben zu gelangeii, bezeichne man 
mit s die obere Grenze dei Werte, welcbe die Funktion f^^\9) — m dem Intei- 
valle von g) = 0 bis cp = 2n annimmt, verstebe unter cr erne der Bedingung o<s ge- 
nugende positive Zabl, wenn s>0 ist, dagegen die Null, wenn der speziclle Pall .s ^ 0 
vorliegt, unter A erne der Bedingung X<2B'n genugende positive Zabl und walilo als- 
rla.rm, unter Beaclituiig, da6 der Voraussetzung gemaB die Punkto li, cp des llandes, I'Uv 
welcbe f''^\cp) > o ist, stets eine nicbi ausgedebnte Punktnu'ngo bildim, oine jiositivi' 

ganze Zabl n von solcher GroBe, daB bei der Teilung dos Raiulcs ?{. vom Punkte li, 0 
aus m n gleicbe Bogen die Summo derjomgeii Bogen, auf denen Punkt(‘ li, cp vorkoninion, 
fur welcbe f^^\<p)— f^^\cp)>a ist, nicbt groBer als A ist Diese Bogiui ni'iino man 
Bogen der ersten Art und bezeichne ibre Summe mit 1. l)io nocb ubngon der ti Bogen 
dagegen, deren Summe dann 21in — l ist, sollen Bogen der zwoiten Art genannt werden, 
sie sind dadurch charakterisiert, daB fur jeden ibrer Punkte, mag er ('in innorer Ibinkt 
Oder em Endpunkt ernes solcben Bogens sein, ^ ist. detzt sotzo man 

in neuer Bezeicbnung <p=(Pi, wenn der Punkt li, cp em innerc'r Punkt eines Bog('ns 
der ersten Art ist oder auch ein Punkt, wo zwei Bogen dor ersten Art zusamnien- 
stoBen; dagegen (p’^cp^, wenn der Punkt B,, cp eincm Bogen der zweikm Art, soi es 
als innerer Punkt, sei es als Endpunkt, angehort, deliniere alsdami filr den Band 
eine Funktion f'((p) durch die Gleichungen: 

f{(p^<=S, 


/■'(%) cr 



27 


Integiation der Gleiehung Am = 0 fur eine Kieisflacie 


und bilde schlieBlich mit Hilfe dieser Funktion f{(p) das Integral: 

2;r 

^ 1 /* JEt^ ) ® 

J f — 2E»cos(^i — 

Die dadnrch fur das Innere dei Kreisflache bestimmte Funktion besitzt fur keinen 
Punkt r, t der Kreisflache emen negativen Wert, da die unter dem Integralzeichen vor- 
kominende Funktion f'((p) damit auch das Integralelement fur keinen Wert von (p 
negativ ist Beachtet man dann noch , da6 der im Integralelement vorkommende 

Quotient fui (p = t semen groBten Wert und zwar den Wert annimmt, und dafi 

%7t 

ff'((p) dg) = ls + ( 2 B 7 i~l) o, diese letztere Grofie aber wegen nicht groBer als 

b 

sA + 2iJ7r<7 ist, so erlialt man fur die Ungleichnng: 

0 ^ ^ 4^7 isX+2Iina) 


Aus den drei duich die aufgestellten Integiale definierten Funktionen u%, uf}t, w',, 
und der zu untersuchenden Funktion bilde man jetzt die beiden Funktionen: 




t ? 


i “ i 


^r, t 


Von diesen laBt sich dann zeigen, daB sie fur keinen Punkt r, f im Iimern der Kreis- 
flache einen negativen Wert besitzen konnen Zu dem Ende beachte man, daB jede 
dieser beiden Funktionen fur das Innere der Kreisflache denselben Gharakter 'wie 
Oder, was dasselbe, die unter I. aufgefuhrten Eigenschaften besitzt, und daB daher, wie 
fruher bewiesen wuide, fur jede dieser beiden Funktionen die untere Grenze der Werte, 
welche sie im Innem der Kreisflache hat, wenigstens fur einen Punkt des Randes 
als untere G-renze der Funktion fur diesen Randpunkt aufbreten muB Infolgedessen 
wird der Beweis fiir die vorstehende Behauptung erbracht sein, sobald man gezeigt hat, 
daB weder die untere Qrenze der Funktion fur den Randpunkt B, <p noch die 
untere Grenze der Funktion fur den Randpunkt B, (p einen negativen Wert be- 
sitzen kann, welche Lage der Punkt B, (p auf dem Rande 91 auch haben mag. 

Die untere Grenze der Funktion fur den Randpunkt B, cp ist mcht kleinei 
als die Summe der unteren Grenzen der Funktionen %t fur den Randpunkt B, cp 
vermindert um die obere Grenze der Funktion fur den Randpunkt B, (p, und ent- 
sprechend ist die untere Grenze der Funktion fur den Randpunkt B, (p mcht kleiner 
als die Summe der unteren Grenzen der Funktionen fur den Randpunkt B, cp 

vermindert um die obere Grenze der Funktion fur den Randpunkt B, cp. Beachtet 
man nun, daB filr den Randpunkt B, cp untere und obere Grenze der Funktion , mit 

4 * 
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und bezeichnet wurden, die untere Crrenze der mit Hilfe von ge- 

bildeten Funktion nach dem am Ende von Ait 6 Bemerkten nicht kloiner als 10 ' (cp), 
die obere Grenze dei nut Hilfe von gebildeten Punktion mcht gioBei als 

sein kann, endlich die untere Grenze der nut Hilfe von f'{(p) gebildeten 
Funktion der Definition von f{(f) gemaB, stets selbst ist, nnd dafi nach dem 

in diesem Artikel Bewiesenen die Beziehungen "bpstehen, 

so erkennt man, dafi weder die untere Grenze der Funktion nocli die untere Grenze 
der Funktion JJ}^] fur den Eandpunkt Ji, cp kleiner als f'[(p) — \f'''^\(p)—f'^^\(p)\ sem kann 
Diese letztere GroBe aber ist niemals negativ, da fui jeden Eandpunkt i?, f'(cp^) = s, 

~~ ^ jeden Eandpunkt II, (p^ f'((p,) = o, J'''\<p^ — ^ 

Damit ist der verlangte Nachweis erbracht, nnd denuiach aucli der Bowcis fui 
die ursprungliclie Behauptung, dafi die Funktionen = = uY^, 

fur keinen Piinkt r, t im Innern dei Kieisflache einen negativen Wert besitzen konncn 
Aus ergibt sicli aber iinmittelbai die Ungloicliung • 

nnd welter dann, da nach friiEer Bewiesenem fui jeden Punkt v ,t ini Innern dor Krcns- 
flache = (sA+2Ejicr) ist, die Ungleiclmng. 


- A 1^7 +2*’"') s ? A ft”") 

Auf diese Weise ist der Weid von — %,t ziwisclion zwoi Sfdirankc'n (‘in- 
gescElossen, die von den Zalilen A iind a abhangen, wahri'nd der W(*it von 
duichaus unabhangig von A nnd a ist Liegt nun der spoziolle Fall voi, wo « 0 und 

dalier auch a = 0 ist, so ergibt sicli unmittelbar — 0 Ist dagogiMi .s‘>0, so 

kann man die Zahlen A, o, die dann im Eahmon der Bediiigungen 0 < A <2 /in, 0 < o n 
beliebig gewahlt werden koniien, so Idem annehmen, daB die boiden die (JroBe /c,,, 
einschlieBenden, sich nui duich das Vorzeichen nnterscheidenden Hcbrankon der Null ho 
nahe liegen, wie man will, uiid es kann dalier auch I'ur «>() die Ditferonz 
einen von Null verschiedenen Wert nicht besitzen. In jcdoin Falle ist also - 
Oder, was dasselbe, es gibt auBer dor Funktion w,_( nicht noch oino zweito, wohdio <lie 
unter I und II aufgefuhrten Eigenschaften besitzt. Daimt ist aber die zu Anfang dioHi'H 
Artikels gestellte Frage beantwortet. 


8 . 

Durch die in den vorhergehenden Artikoln durchgefohrten UntersiU/hungen ist 
jetzt der folgende fundamentale Satz bewiesen: 
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8atz. 

Bezielit man die Ihinkie einei Kieibfiaclie nut dem Jliffeljiunlte 0 und dem 
SadiKb II (s. Fig. 1) auf ein i echfii inUiges Kooidimdensijstem nut dem Anfan(ibi)unl.te 0 
und den Aclisen OX, OX, gleiclizeitig ahei auch auf em Pohrlooidinatensystem nut dem 
PunKte 0 als Pol und der X-Aclise ah Polaiaclise, hezeiclinet nut x. y die techtuinkhyen, 
nut ), t, 0 £tc 2 /i, die Polailooidinaten iiyend ernes ini Innein der Kreisflaclie yeleyenen 
Punktes, nut rj die rechtwinUiyen, mif II, (p, die Polaikooidinaten ugend eines 

auf dem Pande der Kreisflaclie gelegenen Punktes, so da^ also jl = i cost, ij = i sm t, 
^ = It cos g), Tj = B sin (p ist, versteht fernet miter f((p') eine den Bedingmigen dei EndlicJi- 
keit und Integneihaikeit geniigende, leelle, einiceitige und nut dei Peiiale 2 n pei lodische 
Funktion dei reellen Veianderliclieii <p, eisetzt auch in neuei Bezeichnuny (p miner duicli 
<p„ icenn (p em dei Bedmguny Q^(p< 27 t geiiugendei Stefigkeifsjninkt von f((p) ist, und vei- 
laiigt ulsdann zu dieser Kieisflache untei Ausbchlufi dei ion den Punlten B, cp^ vei schiedeneii 
Pmikte des Bandes eine leelle, einiceitige Funltioii u des Oites, welche den folgendeii Be- 
dingungeii genuyt 

I F'ur jedeii ini Innein der Kreisflaclie gelegenen Piinkt x, y soil u stetig seiii, m 
deiselhen Ausdehnung sollen die paitiellen Beiivieiten ^ existieien und ehenfalls 

stetig sem, endlicli sollen die zweiten Beiivierten die Gleicliung Aii = ^ + |p = 0 erfullen; 

11 . Bei der Annahei uny des Punktes %, y an einen Bandjpunkt B, cp soil die 
Funktion u endhch bleihen, odei , ivas dasselbe, sie soil fur jeden Punlt B, cp des Bandes 
eme obeie Gienze f^''\cp) mul erne untei e Gienze f'^\(p) in dem fiuhei definieiten Sinne 
liesitzen, die dad/m ch Icstiinmte Sclucankung f^^\(p) — f‘^^\<p) dei Funktion u fur den Punkt 
It, (p boll, welche positive Zalil man auch untei a verstehen mag, in dem Intervalle von 
(p = 0 bis (p = 2 n stefs nur fur eine nichf ausgedelmte Pmiktmenge Weite holen, die grower 
als o smd, 

III Fur ;)eden Bandpunkt B, cp, soil u=f[p^ und f^^\(p^ = = f{(p^ sein, 

odoi, was dasselbe, fur jeden Bandpunkt B, (p„ soli u stetig sem und denselben Wert wie 
flip) besitzen, 

so kann dieses Veilangen vnmer duicli eine und nur dutch erne Funktion u erfullt weiden, und 
es wild zugleicli dei Weit von u fm alle in Betracht kommenden Pmikte dei Kreisflaclie 
als Funktion der Polarkoordinaten daigestellt durch die Gleiclmngen 

iTt 

t <K 0 


= f{(p) “ 
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Erstei Abschmtt Integration dei Gleichung — 0 fai eine KreisflacliG 


In clem besonderen Falle, wo f(^) dnrchweg stetig ist, sind die Bedmgungen II 
von selbst erfullt, sobald die Bedmgungen III. erfullt sind, iind die Funktion u ist 
daher in diesem FaUe durch die Bedingungen I und III. allein schon vollstanclig 
bestimmt Liegt dagegen der Fall vor, da6 zwar Unstetigkeitspunkte 

besitzt, diese Unstetigkeitspunkte aber erne nicbt ausgedeknte Punktmenge bilden, so 
ist von den beiden unter II. gestellten Bedingungen die zweite von selbst erfullt, sobald 
die erste erfullt ist, und es konnen in diesem Falle die Bedingungen II durch die 
einzige Bedingung ersetzt werden, daJ3 fiii die Werte, welche u im Innern des Kieises 
besitzt, eine obere und eine untere Grenze existiert, oder, kurzer gesagt, da6 die 
Funktion v, der Bedingung der Endlichkeit genugt Fur den Fall, daB die Anzahl der 
Unstetigkeitspunkte von f{(^, eine endliche ist, hat diese Bedingung der End- 

lichkeit zuerst Herr H. A Schwarz*) emgefuhrt 


•*=) Schwarz, H A, Zni Integration der partiellen Differentialgleicliung g + 
Bd n, S 175-210, S 196) 


= 0 (Gesammelto Woiko, 



Zweiter Al)schnitt. 


Bestimmung von Schranken fiir die Werte eines zn einer Kreisilaclie geMrigen 

Poisson’schen Integrals. 


1 . 

Pur manche TJntersucliungen ist es vorteilhaffc, mogliclist euge Schranken zu 
kennen, aus denen der Wert des im vorigen Abschmtte betrachteten Integrals: 

l + Jt 

J{® — 2Brcoa{t — 9 ) + «* 

l-7t 

bezogen auf den im Innem der Kreisflache gelegenen Punkt S' nut den Polarkoordi- 
naten r, t, nicht heraustntt Solche Schranken sollen jetzt ermittelt werden. 

Es moge mit K die untere, mit G die obere Glrenze der Werte bezeichnet 
werden, welche die den Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbarkeit genugende, 
reelle, einwertige und mit der Periode 2jt penodische Funbtion f{(p) in ihren Stetig- 
keitspunkten besitzt Der Fall, wo die Punktion f[(p) fur jeden ihrer Stetigkeitspunkte 
denselben Wert c besitzt, also K=G = c und ist, soil bei den folgenden Be- 

trachtungen immer ausgeschlossen sein Setzt man dann in dem obigen Integralausdruck 
an Stelle von f{cp) das eine Mai K, das andere Mai G, so gewinnt man, da der im 
Integralelement vorkommende Quotient fur jeden Wert von cp positiv ist, fur 
untere und eine obere Schranke, und zwar erhalt man auf diese Weise, wenn man 
noch die Gleichung. 

f n 

i2* — 2 JjI^cob(^ — qp) + ** ^ 

beachtet, die Beziehung: 

K<%^,<G, 0Sr<li 

Um gilnstigere Schranken fflr zu erhalten, verstehe man unter y/ irgend 
eine der Bedingung gentlgende Zahl, bringe hierauf die obige Gleichung, 
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Zweitei Absctnitt 


naclidem mati zuvor noch I — xfj 1 n gesetzt hat, durch Emfuhrung einer nenen 
Integi’ationsvariable in die Gestalt. 

^ J?2 — 2A) cosy + >® 


imd bilde alsdaiin mit Hilfe dieser Gleichuug und der aus ibr fur r = 0 hervorgebenden, 
den Wert von im Mittelpunkte 0 des Kreises darstellenden Gleicbung: 


2 TT + V' 


indem man zur Abkurzung: 


w 


9{v) 




setzt, die Gleicbung: 


B'>—iBi cosq) + «^ 

2 Tf + 1// 


- //(V')«o = hf fi^+9)b{(p) - 

'p 


welche unter Ausschlufi des Falles r = 0 als Ausgangspunkt fur die weitere Untcr- 
sucbung dienen soil. 

Die auf der recbten Seite dieser Gleicbung hinter deiu Integralzoicbon voi- 
kommende GroBe g{(p) — ist, als Funktioii von (p liotracbtot, fiir alle Werte von </) 
zwiscben gi und 2n~gj negativ, fur alle Werte von «/> zwiscben — yj und 2n + y 

positiv. Infolgedessen erhalt man sowohl fur den auf das Interval] gj 2n — ?//, a, Is 
aucb fur den auf das Intervall 27t-gj 27T + gj sicli beziebenden Teil des Integrals 
erne untere und eine obere Scbranke, wenn man in jedeni dieser beiden I’eiliiitegrale 

an Stelle von f{f+<p) das eine Mai K, das andere Mai (I setzt Ma,n gelaiigt auf 

diese Weise zunachst zu den Ungleicbungen 

271— «/» 27t—lfl 

M-zKr)] (h IM-nb’)] [M - 9(r)\ 

2 7t -1- T/> 2 TT -h I/' 2 n: + 

[9{9)-<j{y^)] <^<P < SiJ \9{(P)~9{'>P)] <f<P . 

2 7f - 27f If t 

und erbalt dann weiter aus diesen durch Addition, nacbdeni man zuvor nocli die links 
und rechts vorgescbnebenen Integrationen auf Orund der Gleiclmngen; 
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ausgefahrt hat, die TJngleichung: 


G—K 




aus der dann schliefilich die TJngleichung. 


(p.) 


G—X 


[Q{w)-V' 


dQ(ib)-\ 


0<r<R, 


=G—Kr 




clTjy ' 


folgt. Die unter der Yoraussetzung durchgefuhrte Ahleitung von (F^.) lafit 

unmittelbar erkennen, daB fur yj = () und yj = n, da der Fall K= G ausgeschlossen ist, 
die Gleichheitszeichen bei (F^.) zu unteidrueken sind, da6 dagegen diese Gtleichheits- 
zeichen fur jedes zwischen 0 und n gelegene beibehalten werden mussen, solange /(y) 
nur den Bedingungen, die zu Anfang dafur aufgestellt warden, unterworfen ist, ma.n 
also die Q-esamtheit der uberhaupt moglichen Funktionen betrachtet 

Da m der TJngleichung (F^.) an Stelle von ip jede der Bedmgung 0 ^ ^ ^ ti 
genugende Zahl treten kanu, und — von yj unabhangig ist, so ka.nn ma.n (Fq.), 

wenn man noch zur Abkurzung: 

setzt, durch die TJngleichung: 

— 0(rp^) 

ersetzen, bei der y>^, irgend zwei dem Intervalle 0- n angehorige Zahlen bezeichnen. 
Aus dieser letzten TJngleichung wird man, da TJ{jp) und 0(;y)) auJBer yj auch noch die 
GroJJen K, G, enthalten, die engsten Schranken fur alle diejenigen Funktionen 
welchen dasselbe K, G und zukommt, erhalten, wenn man fur diejenige Zahl rp 
des Intervalls 0 • n wahlt, fur welche die Funktion V'(ip) ihren groBten Wert besitzt, 

fur yj^ dagegen diejenige Zahl y> des Intervalls 0 n, fur welche die Funktion 0(^) 
ihren kleinsten Wert besitzt. Nun zeigt aber ein Blick auf die Gleichungen: 


dtp 




d^Qi'P) 


dO(^) 

dtp 


G — K 






d^QX'ip) _ dg{'ip) Et Bin.'tp 

d'p^ dip cos ^ 


daB in dem Intervalle von •^ = 0 bis xp = 7i die Funktion U(;yj) ihren groBten Wert fur 
yj = Funktion 0(^p) ihren kleinsten Wert fur y; = ^ annimmt, und man 

erhalt daher, wenn man diese Werte an Stelle von yj^, yj^ beziehungsweise in die zuletzt 
aufgestellte Dngleichung eintragt, schlieBlich die TJngleichung: 

P-B, I 


6 
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(F) -|-((9-^:)arctg 


1 sin 


/ff— Mo y 

\0—K) 










Q<) <R. 


als die gunstigste in jener Ungleichung enthaltene. 

Die im vorstehendeii zur Herleitung dei* Ungleichung en (F^), (F) angestellten 
Betrachtungen lassen im ubngen erkeimen, da6 diese Ungleichungen, unter eventuellem 
AusschluB der Gleichheitszeichen, auch dann noch gelten, wenn man darin an Stelle 
von G, K zwei den Bedirgungen G' ^ U, K' ^ K genugende Zahlen G', K' setzt 

DaB bei passendei Verfugung uber die Funktion f{(p) die GroBe — Wo mit 
sich anderndem t fur jedes r sowohl die obeie wie die untere duich (F ) gegebene 
Schranke erreichen kann, erkennt man, wenn man, unter a eine zwischen 0 und n gc- 
legene Zahl verstehend, die spezielle, zu der durch die Gleichungen 

f(cp)=G, wenn — a^cp <a, f[(p) = K, wenn a^cf <27t — a, 


defimeiden Funktion f(g)) gehoiige, Funktion 
Cf — K ! j._ r I sm(o£-f<) 




( [^zrrS^] + U-rrsil-i)] 1 + 


a-K 


arc 


,E — 'i cos (a-{-i) J ~ ^ lE — ^ COB (a 

cost — cos a~] , Q 




-]+ 


K< a, 


betrachtet Man hat dann a + K und erhalt infolgedessen aus dei Un- 

gleichung (F) fur die hier betrachtete sjiezielle E’uuktion u,^t die Ungleichung’ 


-i{G-K) arc tg (^ 7 ^,) K) arc tg J ;^ ) 


Die dadurch fur u,^t — u^ geheferten Schrauken worden aber von — Mo auch wirklich 
erreicht, und zwar die obere fhr 15 = 0, die untere I'ur t = 7i Auch moge mit Liuck- 
sicht auf die im nachsten Artikel folgonden Untersuchungon noch beniorkt worden, daB 
bei passender Verfugung uber die OroBe a im Eahmen der Bodingnng 0 <a<jT fur du‘ 
GroBe jeder Wert zwischen I( und G aufti’eten k<inn 

Bildet man die Differenz der durch die Ungleichung (F.) fur u,^, - % gugebenon 
Schrauken, so erhalt man fur die mit zu bezeichnende Schwankuiig dei Fuiik- 

tion u,^t 8>uf der zum liadius v gehorigen Ki'eislinie die Ungleichung: 


(S.) 




SIT] 


\o 



0 ^ j ^ li 


2. 

Aus der un vorigen Artikel gewonneneii Fomiel (F.) als llauptionnol sollen 
jetzt emige emfachere I'ormeln abgeleitet werden. 
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Man heachte zunachst, claB nnter den Yoraussetzungen 0<>'<i2 und s^=l fur 
jeden positiven Weii; von a- die Beziehung 


besteht. 


arc 


to- ( 

® \i2+ *j cos 



1 

i*'+£7 




Setzt man namlicb: 


/(^) = 


jR + 


X 


— arc tg (■ 


B Si COS X 


■). /fr) 


JR} CJ? — £>*)(1 — COSX) 


so wacbst unter den gemacbten Yoraussetzungen die Funktion 6^^ Blick auf 

ihre mit /'(o/) bezeicbnete Denvierte eigibt, bestandig mit -wachsendem a, erreicbt fur 
a = 0 den Wert Null und besitzt daber fur positive a stets positive Werte. Wendet 
man nun auf die Ungleichung (F.) die aus der obigen Beziehung unmittelbar sich er- 
gebenden, fur 0<a;<ji gleichzeitig geltenden Formeln: 


0 < arc tg < .gJ— ce, 0 < arc tg (n-x) 

^ ^ \It — 1 eoaxj B~r ’ ° \B — r cos x/ ^ B-\-r \ J 


an, so erhalt man die einfaclieien Ungleichimgen. 


(F.) 

(I’..) 


- ^ (e-<0 < '‘m - < 3^ {«.- K) , 




Q<r<R 


Die so gewonueneii Ungleichimgen (F^), (FJ konnen auch direkt aus der Un- 
gleichung (F^ ) erhalten werden, indem man dann das erne Mai = 0, das andere Mai 
yj = 7 t setzt und beachtet, daB fur diese speziellen Weite von yj, wie schon fraher be- 
merkt wurde, die bei (F„) stehenden Oleichheitszeichen nicht mehr zulassig sind. 

Um fur — die gunstigsten von freien Schranken zu erhalten, beachte 
man, daB die in (F) vorkommende GroBe je nach der Beschaffenheit der Funktion 
/■(gi) jeden zwischen K und G gelegenen Wert haben kann, und daB die Funktion 


, wenn oc von 0 bis arc cos ^ geht, bestandig zunehmend die Werte von 0 


E — 1 COBX 

r 


bis 


yji“— 7 


durchlauft, dagegen, wenn x von arc cos ^ bis n weitergeht, bestandig 


abnehmend die Werte von 


yiJ’ — 


bis 0 durchlauft. In dein Falle, wo der Be- 


dingung K<u^< ge-nugt, bestehen daher die Beziehungen: 


7 Bin 


0< 


U— X / 




< 


B’ 


0< 






6 
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unci ma.n eilialt auf Grund derselben aus der Fonnel (F) die einfachere Formel. 

(^ 3 -) - 1 (^ -^) ai-c K) arc sin 

bei der das Gleichheitszeichen nur fur den speziellen Weit r = E cos ?r^ in Be- 

JC -j- Cr 

tracbt kommen kann. In clem Palle, wo der Bedmgung — j — <u^<G genugt, be- 
stebien dagegen die Beziehungen: 


0< 




S-, 00.(1^.) V*--” 


0< 


r sin 


jR — r cos 


/«o — 

\G~K 

/»o — -g 
\Q — K 





und man erhalt auf Grund derselben aus der Formel (F.) die einfachere Formel. 

(FJ -|-(6^--K')arcsin^^w,,,-«c„<-|(G-X)arctg^, 

bei der das Gleichheitszeichen nur fur den speziellen Wert r = It cos {^~2rx ^ 

tracht kommen kann In dem besonderen Falle endlich, wo — ist, ergibt sich 

aus der Formel (F) unmittelbar die Formel: 

(Fj) -|-(^--K')arctg^^i«,,,-M,^l(G‘-.5:)arctg^, 

Beachtet man nun noch, daB fur 0<r<E die Beziehung arc tg ^ < arc sin ^ bestolit, 
so erhalt man aus den letzten drei Formeln die in jedem Falle giltige Formel 


ft-) 


(6' — K) arc sin ^ ^ ^ (G — E) arc sin ^ , 


0 < 7 < It, 


bei der jedoch das links stehende Gleichlieitszoichen nur fur den sjioziellon Wert 
r=E cos , das rechts stehende Gleichheitszeichen nur fur den spoziellen W(u’t 

r = B cos Betracht kommen kann. 

Auch dieUngleichungen(F 3 .), (FJ, (Fj ), (F^ ) konnon ohne Mtihe aus der Ungloichuug 
(FJ abgeleitet werden, wenn man dabei noch das in Art. 1 tlbei- U (if/) und 0 (tfi) Gesagte 

beachtet. Setzt man namlich in der Ungleichung (F^.) v/==arccos^, so geht diesolbo 
direkt m die Ungleichung (Fg.) uber, und kombiniert man alsdann die so erhaliune 
Ungleichung (Fg.) mit der aus (Fg.) fur V' = y hervorgehenden Ungleichung: 


- « tg ^ -h (-1— «o) ^iO~E) arc tg J + , 

so erhklt man durch. einfache TJberlegungen die Ungleichungen (F,.), (F^.), (Fg). 
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Um schlielilich auch noch an Stelle cler am Enrle von Art. 1 fur die Schwankung 
der Funktion auf der zum Radius r gehoiigen Kreislinie aufgestellten "Cn- 
gleichung (S) erne einfachere zu erhalten, beachte man, daB der auf der recliten 

Seite der Ungleichung (S) stehende Ausdiuck semen groBten Wert fur = -^^i^an- 
mnnnt, und daB arc tg = 2 arc tg ^ ist Es ergibt sicb dann sofort die einfachere, 
schon von Herm C. Neumann'’') gewonnene Ungleichung: 

(S'.) ^|w,.,,|^^(^-X)aiCtg^, 

bei der, wie das in Aat. 1 aufgestellte Beispiel fur den speziellen Fall « = y zeigt, das 
GHeichheitszeichen nicht weggelassen werden darf. 


3 . 

Man betrachte jetzt das allgemeinere Integral' 

Z + rt 

J + ^ 2 ( 9 ’)*] cos(i-9)+»2 

l — Tt 

bei deni ^^(y), zwei den Beding ungen der Endlichkeit und Integrieibarkeit ge- 

nugende, reelle, einwertige und mit der Periode 27 t periodische Funktionen der reellen 
Veranderhchen cp bezeichnen mogen, unter t die laterale Einheit zu verstehen 1st, 
endlich JR, r, t, I dieselbe Bedeutung wie fruher haben sollen, und stelle sich unter 
AusschlieBung des Falles, wo die Funktion (9) H - 4 (9) * f'lr jeden ihrer Stetigkeits- 
punkte denselben Wert besitzt, also = + c^t 1st, die Aufgabe, fur den Modul, 

welcher dem Integralwerte fflr den im Innem der Kreisflache gelegenen Punkt mit 
den Polarkoordinaten r, t zukomint, moglichst enge Schranken zu finden 

Zur Losung dieser Aufgabe bedarf man eines Satzes, der zunachst abgeleitet 
weiden soil Es mogen [<p), [cp] zwei von 9: = abis (p = h, a <b, den Bedingungen 
der Endlichkeit und Integnerbarkeit genugende, reelle, einwertige Funktionen der reeUen 
Veranderhchen (p bezeichnen. Die Funktionen F^{(p), F^{(p), F-^{<p) + F^ {(p) genugen 
dann ebenfalls den genannten Bedingungen und haben zudem nirgendwo negative Werte. 
Beachtet man nun noch, dafi eine reelle Funktion der reellen Veranderhchen 9?, die von 
(p^a bis (p=’h endlich und fur keinen Punkt dieses Intervalls negativ 1st, immer zu- 
gleich mit ihrem Quadrate fur das Inteivall integnerbar oder nicht mtegrierbar 1st, so 

’") Nbumann, 0 , Yorlesungen uber Eiemann’s Theone der Abel’scben Integrale (Leipzig, Teubner, 1884, 
2 Aufl , S 416 Formel (11 )) 
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Z-vreiter Abschmtt 


ergibt sich, dafi aucli die Funktion VF,^(g?) + den genannten Bedmgungen genugt. 

Setzt man jetzt: 

J^^fF^(cp)d<p=fF,iip)dy,, fF,(cp)d(p=f F,{xfi)d^, 

a a a 

bildet auf G-rund dieser Gleichungen die Gleichung 

+ J,'=f f[F^ {(p) {rp) + {(p) F^ iyj)] df dyj 

a a. 

nnd beacbtet, daB stets: 

j; w -f. w + w -f; w ^ w tFffrWK'w 

ist, so erhalt man fur J^ + J^ die Relation. 

b b 

/ yWW-^T7¥)<i<p f p'/WTi’/Wiilf 

a ^ 

und entsprechend fur + die Relation. 

b 

J 7 Z f VfAW-^M ^9 

a 

Diese letzte Relation Iiefeit aber, wenn man dus Integral J einfuhrt, aleo: 

a 

setzt und die Gleichungen VJ^ + '^3^ niod J, “(</') + Fi{fp) ^ Tiiod [P\ ((p) -|- (</') 

beacbtet, unmittelbar den gewunscbten Satz in der <l('stalt. 

b 

mod J ^ y' mod [B\ {9) + F, (</>) ij dip 

a 

Aus der vorstehenden Untersuchung erhollt zugleich, d»i6 bei diesor Relation das Gloudi- 
heitszeicben dann aber auch nur dann zu nebmon ist, wonn die Rictitung d(U’ deni 
Funktionswerte (9) + (93) * in dor Ebenc der koinploxen Zablon entsprecbenden 
Strecke fur alle diejonigen zwischon a und h gelegenen Stetigkeitspunkto d('r Funktiion 
F^[(p) F F^{(p)i,, in welcben diese Funktion nicht den Wert Null hat, diosolbe ist. 

Mit Rucksicbt auf die gestellto Aufgabe bezoichno man nun die obere Groir/o 
der Werte, welcbe dem Modul von 4 (^p) + /s (^r) « m don Stotigkeitspunkton dor 
Funktion /i(fp) + 4 (y)* zukomnien, mit G und wende alsdann den oben gowonuonon 
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Modulsatz auf das mit bezeichnete Integral an. Man erbalt auf diese Weise zu- 
nacbst die Eelation: 

/ mod 

V^Tt 

Setzt man jetzt in dem auf der rechten Seite dieser Eelation stehenden Integralaus- 
drucke an Stelle von mod \f^ (cp) + {(p) i] die eben definierte jiositive Zahl Q-, so ge- 

winnt man fur modi<^,, eine obere Scbranke, die sich auf Qrund der Grleichnng- 

27C ^ — 2 12 i cos — 9) + ^** ^ 

Z — tT 


als identiscb mit G erweist Diese obere Scbranke wurde von dem genannten Integral- 
ausdrucke nur dann erreicht werden, wenn die Funktion (pp) + {<p) i fur jeden ihrer 

Stetigkeitspunkte die Zabl G als Modul besafie, von mod nacb dem beim Modul- 
satz Berner kten, aber nur dann, wenn die Funktion ( 9 ) + /s ( 9 ) * zudem noch fur 
jeden ihrer Stetigkeitspunkte dieselbe Zahl x, o:s/<3n, als Eichtungszahl besafie. 
Dann kame aber der Funktion f.^{p) -t f^{(p)^ fur jeden ihi’er Stetigkeitspunkte derselbe 
Wert Ge'‘ zu, und man befande sich in dem schon von Anfang an ausgeschlossenen 
Falle. Von diesem Falle abgesehen hat man daher stets: 

0 ^ mod 

Um gunstigere Schranken fur mod«,^, zu erhalten, verstehe man unter ip irgend 
eine der Bedingung genugende Zahl, bringe hierauf die fur aufgestellte 

Gleichung, nachdem man zuvor noch l = ip -\-t -p-n gesetzt hat, durch Einfuhrung emer 
neuen Integrationsvaiiable in die Gestalt 


27r-h xp 


+ <P) + Ui + <p) ^ - +1 - 


v 

und bilde alsdann mit Hilfe dieser Gleichung und der aus ihr fhr r = 0 hervorgehenden, 
den Wert % von u,^f im Mittelpunkte 0 des Kreises darstehendeu Gleichung: 


[fl{t + (p)+f2{^+<p)^]d<p, 

tj) 


indem man zur Abkurzung: 
setzt, die Gleichung. 


9 (9) = w 


— 2 Br cos qp + ^ 


8 


2rt+ip 
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Wendet man alsdann auf diese Gleichung den oben aufgestellten Modulsatz an, so er- 
halt man die Ungleichung. 

mod [A (^ + ^p) + + 9 ) *] \9 ( 9 ) “ 9 {9)] (^9 ^ 

welche unter AusschluB des Falles r = 0 den Ausgangspunkt fur die weitere Unter- 
suchung bilden soil. 

Die drei Faktoren, aus denen sich das Element des auf der recbten Seite dieser 
Ungleicbung stehenden Integrals zusammensetzt, smd fur keinen Wei*t von (p nogativ 
Infolgedessen erbalt man eine obere Scliranke fur den Integral wert, wenn man den 
Faktor mod [/j(i + 93 ) + 4 (^ + 9 )) i] durch G ersetzt. Beacbtet man dann nocb, daB fur 
das von y = y/bis ^ = 2 ji — sicb erstreckende Intervall mod[^(y)—/y(y/)] = — [^(f/ 3 ) — (/(?/»)], 
fdr das von (p=2n—yj bis (f=2n+gj sicli erstreckende Intervall mod[/y((p)— ^(i^)]=/y(</i)— 
ist, so erbalt man aus der aufgestellten Ungleichung zunachst die Ungleichung: 

271— «// 27^+1/7 

mod {gj) {cp) - g(yj)]d(p + [g [cp) - g (yj)] dcp 

M) 2;r-i/7 

und welter dann aus dieser, indem man die Integrationen auf Orund der fllcichuiigon: 

9{9)-^ = Qi9)-^ arc tg 

ausfuhrt, die Ungleichung: 

mod - g{yj)uo] ^^[2Q{tp)+ (n-2y>) 

Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich aber schheBlich, wonn man noch zur Ab- 
kurzung: 

S{y;) = 2 Q{tp) + {n-2yj) 

setzt und sowohl die Beziohung mod ^ /;(?//) mod — mod wio die Be- 

ziehung mod[u,^, — g(y>)%]^ mod u,^^ — g (i/>) mod beachtet, die Ungleichung: 


(K) 


-7^(9)+ mod Mo ^ mod mod Wo ^ I /S’ {xg) + mod Mo , 


< H 


Die vorstehende, unter der Voraussetzung durchgofilhrte Ableitung 

von (Fq.) laBt unmittelbar erkennen, daB fur yi - 0 und yj - n, da der Fall, wo 
die Funktion ( 9 ) + jP (y) i far jeden ihrer Stotigkeitspunkto denselbon Wert hat, auH- 
geschlossen 1 st, die Qleichheitszeichen boi (F„.) zu untordrflckon smd. Fine oingidiende, 
direkte Untersuchung zeigt weiter aber auch noch, daB das boi ihr rochts stehondo 
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Grleichheitszeiclien fur jedes zwischen 0 und gelegene yj, das links stehende Grleick- 

heitszeiclien fur jedes zwiscken ^ und n gelegene yj unterdruckt werden muB, dafi 
dagegen, so lange allgemeinen Bedmgungen, die zu Anfang 

dafur aufgestellt wurden, unterworfen ist, man also die Gesamtheit der uberhaupt 
moglichen Funktionen betrachtet, das rechts stebende Gleicbheitszeichen fur jedes 

der Bedmgung ^ ^yf genugende yj, welcben Wert aucb i haben moge, beibehalten 

werden mufi, das links stehende aber fur irgeud em der Bedmgung 0<^^Y 
genugendes yj beibehalten oder unterdruckt werden nmfi, je nachdem ein Wert von r 
m Betracht kommt, fur den — ^ S (yi) + mod ^ — mod ist, oder ein Wert 
von i , fur den — ^ S (yi) + mod < — mod ist. Die Eichtigkeit dei vorstehenden 
Ausfuhrungen erhellt ubrigens auch aus den im folgenden durchgefuhrten Untersuchungeu 
Da in der Ungleichung (Fg.) an Stelle von yj jede der Bedmgung Q^yj’^n ge- 
nugende Zahl treten kann, und mod — mod von yt unabhangig ist, so kann man 
(Fg), wenn mau noch zur Abkurzung' 

= - I = ^ mod 

setzt, durch die Ungleichung. 

XJ ^ mod t ~ mod (yj^) 

ersetzen, bei der y>^ , irgend zwei dem Intervalle 0 n angehonge Zahlen bezeichnen. 
Aus dieser letzten Ungleichung wird man, da U(y>) und 0{yj) aufier yj auch noch die 
GroBen G und mod enthalten, die engsten Schranken fur die Moduln aUer der- 
jenigen Funktionen welchen dieselben GroBen G und mod «o zukommen, erhalten, 

wenn man fur yj^ diejenige Zahl yi des Intervalls 0 • n wahlt, fur welche die Funktion 
'U{yj) ihren groBten Wert besitzt, fur dagegen diejenige Zahl y des Intervalls 
0 7 t, fur welche die Funktion 0{y) ihren kleinsten Wert besitzt. Nun zeigt aber 

ein Blick auf die Gleichungen: 


(i irw 

clyf 


(G - mod u^)+^y] 




dO(^) 

d'tp 


[{G + mod ^ t] 


d^Qi'tp) dg(ip) __ Bin'll) 

dip^ dip ^ (i?*— 2i2rcos'i/) + r“)®’ 


daB in dem Intervalle von i^ = 0 bis ^ = 7t die Funktion U(y) ihren groBten Wert fdr 
y = ^(G — mod %), die Funktion 0(y) ihren kleinsten Wert fur y = ^(Gi-modu^ 
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Zweiter Abschiutt 


annimnit, und man eihalt dahcr, wenn man diese Werte an StallG von beziehungs- 

woise in die znletzt aufgestellte Ungleicliung eintragt, schlieBlich die Ungleichung, 


(F.) - 




modMo)J 
j^iJ— ) cos|^^(6'— modMjJJ 


4:(t 

mod «o^^arctg 


Q < r < R, 


1 sin[^('^+mo‘lWo)] 
■K- » cosj^^(tr+modM„jJJ 


ala die gunstigste in jener Ungleichung enthaltene. Da mod ^ — mod ^ ~ 
ist, so ha.nn die untere Schranke, welche duich die Foimel (F.) geliefert wird, luir 
dann in Betracht kommen, wenn sie nicht klemer als — modw^ ist, oder, was dasselho, 

wenn ^ tg mod ist 

Bei passender Verfiigung hber die Funktion A{(p ) kann mod — mod 
mit sich andemdem t fur jedes r ^ tg mod sowohl die obere wie die untore 
durcb (F) gegebene Schranke erreichen, fur jedes r > ii tg mod auch noch die 

obere, aber nicht mehr die untere, wohl aber die dann an ihie Stelle tretende OioJJ(i 
— mod«^g. Man erkennt dieses, wenn man, unter G eiiie positive Zahl, unter x oiiio 

reelle Zahl, endlich unter a eine zwischen ^ und n gelegene Zahl verstehend, die 
spezielle, zu der durch die G-leichungen: 

f-SsP) + wenn — a^cp <a, fj^cp) + ^(9)* = — Ge’'', wenn a ^(p <2n — a, 

defimerten Funktion ft{(p) + gehorige Funktion: 


i { arc tg + arc tg + («-!■)) 


7 sm (a — /) ■ 


Ge”' arc 




‘2 Bo* cos t — (7tl® 4" ^ 


] 


% ’ 0 yr 


sin cc 

betrachtet und berhcksichtigt, da6 fur diese Funktion \-- 
ist, und daB mfolgedessen die Ungleichung (F.) bier die Gestalt: 

4(r i/rsinaX^ j 1 -=4(7 ./rsmaN 

arc tg h? I — < mod u, , — mod — arc tg — — ) 

It ^ xli + rco^a) ^ ^ ^ ^ \B — 7 cos a/ 


annimmt, wahrend zugleich JX tg mod in tg “ •f') hborgeht. Wie nSunlich 

ein Bhck auf den ersten fur aufgestellten Ausdruck zeigt, wird die durch diese 
Ungleichung geheferte obere Schranke von mod%,(-mod««o fth- / = 0 und jedos r wirk- 
bch erreicht, die untere Schranke dagegen fur t^n und jedes r, fdr welches der in 
der geschweiften Klammer stehende Ausdruck, nachdem man darin < --= gesetzt hat, 
mcht negativ ist. Dieser Fall hegt aber, wie der zweito far w,,, aufgestellte Ausdruck 
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zeigt, vor, wenn — cos a mcht negativ ist, oder, Avas classelbe, ■^v'enn 

t ^ tg (y — y) ist. Fur r > it tg — y) dagegen gibt es immer zwei zwuschen 
0 und 271 liegende, diircli die Gleichung 2i?t cos ^ rj cos « = 0 bestiinmte Werte 

von t, fui welche verschwindet, und es wird daber fur jedes i >i?tg^-|- 

die Differenz mod — mod passend gewahltem Werte von t die GioBe — modzio 

wirklicb erreichen Auch, moge mit Eucksicht auf die folgenden Untersuchungen nock 
bemerkt werden, daB bei passender Verfugung uber die GroBe a im Eahmen der Be- 

dingung ^-odw^ jeder der Bedingung 0<modMg<(T genugende Wert 

auftreten kann. 


4 . 

Aus del im vorigen Artikel gewonneuen Fonnel (F.) als Haiiptformel sollen jetzt 
emige emfacbere Fonneln abgeleitet werden 

Wendet man auf die Ungleichung (F.j die schon in Art. 2 aufgestellten, fur 
0<!r<7r gleicbzeitig geltenden Formeln: 




an, so erhalt man die emfacheren Ungleicbungen. 

(F^ ) — {G — mod %o) < mod — mod {G + mod Mq) , 

0 < ; c iZ 

(Fg.) — ( G + mod < mod j - mod ( G - mod 

Die so gewonnenen Ungleicbungen (Fj^), (F^.) konnen aucb direkt aus der Un- 
gleicbung (F^ ) erbalten werden, indem man darm das erne Mai yj = 0, das andere Mai 
= setzt, und beacbtet, daB fur diese speziellen Werte von yj, wie scbon fruber be- 
merkt wurde, die bei (F„.) stebenden Gleicbbeitszeicben nicbt mebr zulassig smd. Von 
den beiden oberen Scbranken, welcbe durcb die Formeln (E\.), (F,.) fur mod - mod Wq 
geliefert werden, ist die durcb die Fonnel (FJ gebeferte stets ungunstiger als die 
durcb die Formel (F^) gebeferte. Die durcb die beiden Formeln gebeferten unteren 
Scbranken dagegen konnen nur dann m Betracht kommen, wenn sie nicbt kleiner als 
- mod smd; das aber ist bei der m (F^^.) vorkommenden unteren Scbranke nur dann 
der Fall, wenn in (^r) vorkommenden unteren Scbranke nur 

dann, wenn 4^ < Beacbtet man aber, daB scbon fur ■g<—^ 
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Zweiter Absclinitl 


umsomehr far ^ < a tf ^mod u Beziehung — ^^^77 (G 4- mod u^) < — (G — mod 
besteht, so erkennt man schlieBlicli, daB die durch die Formel (F^) fui mod — mod 
gelieferte untere Schranke, -vvenn sie ubeihaupt in Betraclit kommt, d b. wenn sie 
nicht klemer als — mod 1st, stets uiigiinstiger 1st als die durch die Foiinel (F^ ) 
gelieferte. 

Um fui’ modw,^^ — mod «o flm gunstigsten von 'Uq freien Schranken zu eihalten, 
beachte man, daB die Funktion p * ^ — in dem Intervalle von ic = 0 bis = ^ ihren 

^ jfi — 'I COS X 2 


groBten Wert * fur a:: = arc cos 4- » m dem Intervalle von x = ^ bis x = 7 t ihreii 

M, 4 

groBten Wert ^ fur x = y annimmt Man erhalt dann aus (F) die Ungleichiing 


(S’.) 


46r 9 1 , 46? . 7 

arc sin < mod u, . — mod ^Co ^ — aic tf? ^ 

7t jK ’ ^ TC ^ jLl 


O1'/ ^ /i, 


wenn man noch beachtet, dafi fur ■> > 0 die hier vorkommende untero Schranke nui 
in dem Falle, wo ^ = sin mod und gleichzeitig mod > 0 1st, nicht klemer ist 

als die durch (F.) fdr mod%_<-modMo gegebene untere Schianke, und daB in du'sinn 
Falle beide Schranken den Wert — 2modMo haben, also von mod«,_« — mod Wo iinter 
keinen TJmstanden erreicht werden konnen Im ubrigen kann die durch die J'oimel (P.,.) 
fur mod M,.,, — mod Wo gelieferte untere Schranke nur dann in Betriicht konimen, wenn 

sie nicht kleiner als — mod ist, oder, was dasselbe, wenn ^ ^ sin mod 1st Die 

durch die Formel (F3.) fur mod — mod gelieferte oliere Schranke kann nur fin 
solche Funktionen erreicht werden, fur wolche mod wo = 0 1st, dann aber ancli, wie 
die Betrachtung der gegen Ende des vorigen Artikols aufgestellten siieziellen Fiinktion 
fhr den Pall a = Y zeigt, bei jedem Weite von r. 

Auch die Ungleichung (F,.) kann ohne Muhe aus der Ungleichiing (F,,.) abgeleitet 
werden. Setzt man namlich in der Ungleichung (F„) das eine Mai t// = arccos^, das 
andere Mai = und beachtet das im vorigen Aitikel fiber U{yi) imd ()(xp) Oosagte, 
so erhalt man die Ungleichungen: 

- ^ arc sin < mod - mod < -^ i » 

- ^ arc tg ^ mod u, ^ mod - mod Mo ^ ^ sire tg ~ ~ mod Wj, 

aus denen uninittelbar die Ungleichung ^3.) folgt, 
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5. 


Es soil jetzt schheBlich noch fur den Modul der Differenz unter Aus- 

schluB des Palles r = U, eine moglichst gunstige obere Schranke bestimmt ■vverden. 

Man betrachte zunachst den speziellen Fall, wo in dem zu Anfang des Art. 3 
eingefiibrten Integrale: 


l+Tt 

^ f\fl + ^2 (y) 




2E7 COS (t — cp) -(- r 


- dcp 


die Funktion f^{(p) fur jedes cp den Wert Null hat, fi[(p) fj(py sich also auf die 
reelle Funktion f^((p) reduziert, und verstehe unter die untere, unter die obere 
Grenze der Werte, welche die Funktion /^(^) in ihren Stetigkeitspunkten besitzt, 
dagegen unter G, der in Art 3 eingefuhrten Bezeichnung entsprechend, die obere 
Gienze der Werte, welche dem Modul von (g)) in den Stetigkeitspunkten der 
Funktion f[((p) zukommen, mdem man auch hier den Fall ausschlieBt, wo die Funk- 
tion f^((p) fur jeden ihrer Stetigkeitspunkte denselben Wert besitzt Der m Art. 1 
aufgestellten Formel (F) gemaB besteht dann fur die reelle GroBe Wq die TJngleichung: 




/ <?!— Y 

U--gi / 


B — rcos 












und welter, da nach dem auf Seite 34 im Anschlusse an die Formel (F) Bemerkten 
bei der vorstehenden Ungleichung die GroBen G^, wegen G'^G^, —G^K^ durch 
die GroBen G, — G beziehungsweise ersetzt werden durfen, die Ungleichung. 


4ff , 

— arc tg 

•jt 


{ 2 ^ 


» COs[^ 


^%,<-«o^^arctg 


j eosj^^ 


Ocrc iZ 


Aus dieser letzten Ungleichung folgt aber — da mod — wj bei reellem — Mq sich 
entweder mit — ■Wq oder mit — u,^t deckt, je nachdem positiv oder negativ 

1 st — daB unter alien Umstanden die groBere der beiden GroBen. 


TC 


arc tg 


[2?-roos[^((?-«„)]J 


4 (t j 

— arctg 




B — rcos 
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Zweitei Absehnitt 


eine obere Schianke fur mod bildet Beachtet man nun noch, da6 boi posi- 

tivem \ der links stehende Ausdruck den gioBeren Weit hat und die GroBe \ durch 
mod Wo ersetzt werden kann, dafi dagegen bei negativem \ der rechts stehende Aus- 
di-uck den groBeien Weit hat und die GioBe durch - mod ersetzt werden kann, 
so erhalt man schlieBlich, welchen Wert auch haben mag, fur mod[w,_,-Wo] die 
Ungleichung: 


W) 


mod Wo] < ai’C tg 


1 Sin 


JX— ? cos 


[2^ {G — mod Mo)] 
[2^ (<? — “lod «o)] 


o</ 


DaB bei passender Verfiigung ubei die Funktion (y) die GroBe mod [w,^^ — ^^oJ nut sich 
anderndem t far jedes 1 die durch die Foimel (F'o ) gegebene obere Schianko orreichcm 
kann, erkennt man aus dem am Ende von Aidi. 3 aufgestellten Beispiel, nachdem man danii 

x = 0 gesetzt hat Fur die dann auftretende reelle Funktion w,._„ bei der Wq = G, 
mod Wo = G ist, wird namlich durch die Foimel (Fq ) als obere Schianko tur 
mod [w,,, - Wo] die GroBe ^ arc tg geliefert, und diose GroBe wird von 

mod [w,._( — Wo] fur # = jr auch eireicht. 

Um fur mod [w,._, — Wo] die gunstigste von Wo freie obere Schranko zu oihalten, 
beachte man, daB die Funktion 111 <^6”^ Intervalle von «==() bis x-=~ ihren 

grofiten Wert fur a: = arc cos ^ annimmt Man erhalt dann aus dei Ungl(‘icluiiig 

(Fo ) die schon von Herrn H A Schwarz •') aufgestellto Ungleichung. 

(F'.) mod — 'i^oj ^ ^ sm ^ , 0 ^/ -■ «, 


bei der das Gleichheitszeichen nicht weggelassen werden daif, da, wio das ebon be- 
trachtete Beispiel zeigt, zu jedem vorgegebenon Werte t' von v unter allmi deiijenigiMi 
Funktionen w,^j, bei welchen die zugi'unde liogende Funktion t\{<p) ihreiii absoluten 
Werte nach die Zahl G nicht dbersteigt, stets solcho oxistieien, ihr welche mod [w,-^, -Wo] 

bei sich anderndem t den Wert arc sin 4- erreicht 

TC M, 

In dem allgemeinen Falle, wo uur don zu Aufatig des Art. 3 auf- 

gestellten Bedmgungen unterworfen ist, gilt die Formel (F^.) nicht melir unboHchrilnkt, 


*) SoHwAKZ, H A , Zur Integratioa dei partiollon DifFerontialgloichung 
Bd. n, S 176—210, S 190) 


^ 4 .^ 0 


((icHainnii'lto 



Besturunung von Schranken for die Werte ernes Poisson’schen Integrals 


47 


sie gilt aber, welche Funktion aucb vorliegen mag, unter alien TJmstanden noch, 
wie mit Hilfe der in Art. 3 abgeleiteten Formel. 

mod ^ ^[2 Q[gj) -f- {7i-2gj) o<r<ji. 

gezeigt werden kann, fur jedes Jisin^^modW;,). Die Formel (F'.) dagegen gilt 

auch noch im allgemeinen Falle unbeschrankt: denn sie geht aus der eben ange- 
schriebenen, fur jedes zwischen 0 und n liegende yj geltenden Formel unmittelbar 

hervor, wenn man daim yj = arc cos ^ setzt und beachtet, dafi dann g[yj) = 1, = 0, 

Q(yi) = 2 arc sin ^ wird. 



Dritter Absclinitt. 


Integration der partiellen Differentialgleichung = 0 fur mehrblattrige 
Kreisflaclien und mehrblattrige Kreiserganzungsfliicben. 

1 . 

Die im ersteii Abschniite gewonnenen Resultate bleiben iin wc'sentlichen be- 
stehen, wenn man an Stelle der reellen Funktion f{(p) eine komplexe Funktion 
f'((p) + zu Grunde legt, deien Bestandteile den im crsten Abschnitte 

fur /’(^) gestellten Bedingungen gentigen. Alle folgeiiden Untorsuchungen solUm nun 
auf Grund dieser allgemeineren Annabme duichgefuhrt wcrden, jedoch, d(n einlacluni'n 
Darstellung wegen, nut Beschranlcung auf den Fall, wo die reellen, einwevtigen un<l inii 
der Periode 2n penodiscben Funktionen ans denen sicli /'(</>) == /"((/») + /‘"(f/O ^ 

mit Hilfe der lateralen Einheit 'i zusaiumensetzt, fur jedou Wert der reellen Verilndm- 
lichen (p stetig sind Fur diesen Fall geht aus dem am Fnde des eretcii AbHclunttes 
ansgesprochenen Satzo unter Beibebaltung der dort angewandtini Bezeiclinungc'ii <1(U' 
folgende Satz bervor: 

Satz. „Es exisficrt zu do Ktnsflache K (s Fig 1) md dem MttIdpunUc 0 uud 

deni Radius R immer eme uud nm eim in der (janmi Fhclie metmiuic uud sfctuje 

Funktion « = des dutch die Rolatlootdiuafeu t , 1, auf (h'und der 

Gleicliungen x = rco8t, y = rsmt fexmien Runldcs wclclte fw .ledeii Pimid li, i des 
Randes von K m/it einer vorgegelenen emwettigen, sfetigen mid mii der Jhiode peiio- 
dmhen kmnplexcn Funkf'ion f(t) = f'(f) + f"[t)'i der teellen Ve-ianderUeJien t dem ]Verle 
nach uheremshmmt , fur jeden vnneren Punld der Kreisflaehe stetige JDerivierle 

hesitzi umI in derseWen Ausdehnwng der pm Mien Different ialgleieJi ling 

Ait = -|^ + -1^ = 0 genugf. Dkse Funktion u %oiHi fur alle Punlete. der KretsfUiehe ids 

Funktion der Polaikoordmaten r, t dargestellt divrdi die Oleieliungen. 

& 
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Da die Fuiiktion u fur jeden im Innem der Kreisflaclie gelegenen Punkt der 
Differentialgleichung A 2 t = 0 genugt, so laBt sich zu ihr eme emwerfcige und stetige 
Funktion v = v' -\-v"t der duich. die Bedmgung beschrankten reellen Ver- 

anderlichen x, y finden, welche fur jeden inneren Punkt der Kreisflache nut ilir yei- 
knupft ist durch die Gleichungen 

du dv dri 

ox dy ^ dy dT) 

Eme solche Funktion r ist fur jeden im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt a , y 
vollstandig bestimmt, .sobald man noch den Wei-t t\, den sie fur den Mittelpunkt 0 
der Kreisflache besitzen soli, angibt Unter Hinzunahme dieses Wertes erhalt man 
namlich zur Bestimmung von v die Gleichung. 


0 , 0 

dabei ist der Integrationsweg fur das rechts stehende Integral nur der Bedingung unter- 
worfen , vollstandig im Innem der Kreisflache zu verlaufen Setzt man alsdann 
= u VI, so ist die so fur alle inneren Punkte der Kreisflache defimerte GroBe to 
eine Funktion der komplexen Veranderlichen z = x + yi, da ihr reeller Teil w' = u' — v'' 
mit ihrem lateralen Teile w" ^ => (u" + v') z durch die Gleichungen = ^ 

verknupft ist. 

Eme Darstellung der Funktion tv fur das Innere der Kreisflache lafit sich aber 
auch, ohne daB man vorher v durch Integration bestimmt, direkt gewmnen, wenn man 
beachtet, daB die Gleichung. 

Bel'' + 9 6*^ B^ — 9^ 2Brsin{t—g>) ^ 

jleV 7 — 2 JSj cos (t — qj) + » * B' — 2B9 00s (t — qp) + r* * 


besteht, der hierbei links stehende Ausdruck eme Funktion der komplexen Verander- 
lichen 8 = X + yt = re‘' darstellt, und mfolgedessen der reelle Teil fi desselben mit dem 
lateralen Teile vt duich die Gleichungen 1^= = verknupft 1 st. Es ergibt 

sich alsdann unimttelbar. 


w. 


■■Ur,t + Vr,ti = Vat + 




Be'l" +z 
Bef' — e 


dcp, 


z = 


wahrend zugleich die Komponenten und von w„ durch die Gleichungen: 


*'•>' 2w 


'^Tt 


B^-r^ 


cos (t — qp) 4" ^ 


27t 

■d(p, V^^ t‘=Va + f{^) jja _ 


2 JJr Bin (f — qp) 


cos(* — qp) + ^* 


-rd(p, 


O^rciS, 

0 ^ < 2 tt. 


bestimmt sind, 

P-B, I 


7 
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Dnttei Abschmtt 


Die Funktion %o, lafit sich fur das Innere der Kreisflache durch eine nacli Potenzen 
Ton z mit gauzen positiven Expoueuteu fortschreiteude Reihe, deren Koefflzienten von z 
unabhangig sind, darstellen, und entsprechend lassen sich die Funktionen '^,,t 
Innere der Kreisflache durch Reihen, die nach Potenzen von i init ganzen ])ositiven 
Exponenten fortschreiten und als Koefflzienten Funktionen von t hesitzen, darstellen. 
Man erhalt namlich auf Grand der Gleichung: 




l + 2-|- + 2|g+2|5- + 


z = 7 , C = 

0 9 ■>' R, 


und der aus ihr durch Trennung der reellen Teile von den lateralen sich ergebenden 
Gleichungen. 


B^ — r^ 

J?-* — 2if« cos {t — gj) + 


I+2S ^,cosn{t-(p). 


2 El sin (^ — qp) 

— 2 E') cos {t — qn) + 


/i = I 


zunachst fur w, die Darstellung' 


wobei 


Wi, = + v,^ti = Cq + c-iZ + c^z^ + + c„ z'‘ + 


5 = (<•'', 

O-'i'-Sn', 


Co= Wo + ^0*. 


«o = 


3* 





ist, und welter dann fiir die Komponenten von die Darsti'llimgon 


^ 3 t 


b / f{(p) com 


{t-(f)dcp) 




0 /f, 

0 i ^ a/r 


2. 

Die Funktion «, deren Existenz in dem zn Anfang des vorigon Artikels auf- 
gestellten Satze ausgesprochen wurde, ist auch dann noch (‘indoutig licstnnint, wi'im 
man die ihr auferlegten Bednigungen, sowoit dabei die Donviorben in Betracht koinniiMi, 
fhr einzelne Punkte der Kreisflache fallen, os also dahmgosti'llt soin hlBt, ob fill* du'se 
Punkte die genannten Derivierton uberhaupt existioren. Dor Howeis frtr dioso Bohaiip- 
tung soil, imt Hilfe eines von Riemann ■') zu llhnlichera Zwocke ersonnoiion VorfahroiiH, 
hier nur fur den bei den spiitercn Untorsuchungen ausschlioBlich in Botrachi) koininoii- 

*) EwMANir, B , Qrundlagon far eine allgomeino Thoone der ['''unotioiusn einer veramlerliclieu comiiloxcn 
GrdBe Art, 10 (Gesammelte Weike, 2 Aufl , S 3—48.) 
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clen Fall durchgefiihxt werclen, wo die der Funktion ii aufeilegten Bedingungen, soweit 
dabei die Denvieiten in Betracht kommen, ftir den Mitteliinnkt des Kreises fallen ge- 
lassen sind. 

Man veistelie zu dem Ende unter « eine Funktion der reellen Yeranderliclien x, y, 
die fur jeden von dem Mittelpunkte 0 veischiedenen Punkt dei Kreisflache dieselben 
Bedingungen erfullt, wie die in dem aufgestellten Satze definierte Funktion u, und die 
zudem, ebenso wie diese, aucb noch fur den Punkt 0 stetig ist Die Differenz TJ=Ti—u 
der Funktionen u ist dann eine fur die gauze Ejfeisflache einwertige und stetige 
Funktion des Punktes x, y, welche fur jeden Randpunkt E, t den Wert Null hat und 
fur j'eden im Innera gelegenen, von 0 verschiedenen Punkt ^ nicht nur stetige Deri- 

yierte besitzt, sondern auch der Differentialgleichung AU={) genugt. 

Aus diesem Verhalten der Funktion U und ihier Denvierten folgt dann zunachst, in- 
dem man in derselben Weise schlieBt, wie es im ersten Abschmtte zu Anfang des 
Art 7 fui die Funktion u,^t geschehen ist, daB der Wert der Funktion TJ fur jeden 
von 0 veischiedenen Punkt cP im Innern der Kreisflache das anthmetische Mittel aus 
denjemgen Wei ten ist, welche die Funktion U auf irgend einer um als Mittelpunkt 
beschriebenen, ganz im Innern der Kreisflache verlaufenden und den Punkt 0 weder 
umgebenden noch enthaltenden Kreislinie besitzt 

Um welter dann den Zusammenliang des dem Mittelpunkte 0 zukommenden 
Wertes von U mit den ubrigen Werten dei Funktion U zu erkennen, verstehe man 
unter U eine gleich naher zu bestimmende Funktion der reellen Veranderhchen x, y, 
welche fur jeden im Innern der Kreisflache gelegenen, von 0 verschiedenen Punkt ^ 
dieselben Bedingungen erfullt wie die Funktion m, heziehe alsdann das Integral 


UAU- UAU)8xdy 

auf eine Ringflache E\ welche von zwei um 0 als Mittelpunkt mit den Eadien }\, r^, 
o<u<u<^, beschriebenen Kreisen begrenzt ist, und reduziere es nach bekanntem 

Verfahren auf Randintegiale Man gelangt auf diese Weise, wenn man noch beachtet, 
daB jedes Element des aufgestellten Integrals und daher auch das ganze Integral den 
Weit Null hat, zu der Grleichung. 






dU 

diXi 




wobei die oben an den Integralzeichen stehenden Pluszeichen andeuten sollen, daB erne 
jede der Integrationen uber die unten an dem Integralzeichen angegebene Kreishme m 
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cler Eichtang der wachsenclen t auszufuhren ist Aus der so gewonnenen Gleichung 
geht nun zunachst, mdem man U= \ setzt, die Gleichung. 



liervor, die zeigt, da6 cler Weit cles uber eine ganz im Innern der Kreisflaclie veilaufende, 
um 0 als Mittelpunkt beschriebene Kreislmie erstreckten Integrals j ^ ^ dy^ 

von dem Radius dieser Kreislime unabhangig ist Diesen konstanten Wert bezeichne man 
mit c. Setzt man alsdann in der mit (G) bezeichneten Gloichung U= In r = y In if) 

und fubrt zugleicb bei denjemgen Integralen, welclie die Dormerten von U entbalten, 
an Stelle der recbtwmkligen Koordinaten x, y die Polarkooi dinaten t auf Oiund der 
Gleichungen it/ = r cos y = rsmt ein, so ei halt man, wenn man noch den Wert von U 
im Punkte r, t niit bezeichnet, die Gleichung* 

27t 2jr 

(G".) f - c In =f - c In • 

0 0 

Da c eine von r^, unabhangige QroBe ist, so hat der auf der lechton Seito diesiu* 
Gleichung stehende Ausdruck einen von unabhangigen Wert, und os kann daher diu* 
auf der linken Seite stehende Ausdruck semen Wert nicht andern, weim man 'i\ im 
Eahmen der Bedingung sich bewegen laBt Daraus folgt zunachst, daU die 

GroBe c der Null gleich ist, da im anderen Palle der Wert des auf dei linlcon Seiti^ 
stehenden Ausdrucks bei unbegi’enzt abnehmendem nicht ungeandert bleiben, sondorii 
ins Unendliche gehen wurdo, und man erkcnnt nun, indem man gegeu Null kon- 
vergieren laBt, daB der Wert des auf dor Imken Seite stehenden Ausdrucks gloich 
ist. Infolgedessen kann die Gleichung (G".) durch die Gleichung. 


27t 



ersetzt werden, die aussagt, daB auch fiir den Mittolpuiikt 0 dor Wori- dim die 
Funktion U dort hat, das anthmetische Mittol aus clenjenigon Werton ist, widc.ho (I 
auf irgend einer ganz im Innern der Kreisflache verlauhmden, um 0 als Mittelpunkt 
beschriebenen Kreislmie besitzt. 

Trennt man nun den reellen Teil V der Funktion U von ihnuti latcirahni 
Teile TJ'\, so ergibt sich aus den bis jetzt gewonnonon Eesultaten, daB sowohl der 
Wert der Funktion JJ' als auch der Wert der Funktion U" far jeden im Jmioni dor 
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Kreisflache gelegenen Punkt ^ das arithmetische Mittel aus denjemgeu Werten ist, 
’R^elche die lu Betracht gezogene Funktion auf irgend einer urn S' als Mittelpuukt be- 
schriebenen, ganz im Innem der Kreisflacbe veilaufenden und im Falle, wo S von 0 
veiscMeden ist, den Punkt 0 weder umgebenden nock entkalteuden Kreishnie besitzt 
Aus diesem Yeihalten der Funktionen U', U" und dem Umstande, dafi dieselben in 
der ganzen Kreisflacbe einweitig und stetig sind und am Eande der Flache durcbweg 
den Wert Kull besitzen, folgt aber, indem man in derselben Weise scbliefit, wie es im 
ersten Abscbnitte zu Anfang des Aid 7 fui die Funktion gescbeben ist, dafi sowohl 
die groBten Werte G', G" als auch die kleinsten Weide K', K", welcbe die Funktionen 
U', TJ" uberbaupt annebmen, jedenfalls unter den fiii die Randpunkte auftretenden 
Funktionswerten vorkommen mussen, also nicbt von Null verscbieden sem konnen, und 
claB demnacb die Funktionen U', U" fur keinen Punkt der Kreisflacbe einen von Null 
veiscbiedenen Weit baben konnen Es besitzt also aucb U = Ti — u fur jeden Punkt 
der Kreisflacbe den Wert Null, oder, was dasselbe, die Funktion H ist mit der Funktion u 
identiscb 


3. 

Es moge unter s, = x + yi erne unbescbrankt veranderlicbe komplexe GroBe ver- 
standen werden, deren reeller Teil x, deren lateialer Teil yi sei Um diese GroBe s 
geometriscli zu repiasentieren, wable man in einer Ebene emen Punkt 0, lege durcb 
denselben zwei aufeinander senkrecbt stebende Acbsen X, Yi und oidne alsdann, nacb- 
dem man fui jede der beiden Acbsen den Punkt 0 als Anfangspunkt der Zabliing fest- 
gesetzt und von ihm aus in der Acbsenrichtung die Langenembeit aufgetragen hat, der 
GroBe x diejenige Strecke OS^ der X-Achse zu, welcbe den absoluten Wert von x als 
Lange und entweder die Eicbtung der X-Acbse oder die entgegengesetzte besitzt, je 
nachdem x positiv oder negativ ist, der GroBe yi dagegen diejemge Strecke OSy, der 
Ki-Acbse, welcbe den absoluten Wert von y als Lange und entweder die Eicbtung der 
K^-Achse oder die entgegengesetzte besitzt, je nacbdem y positiv oder negativ ist 
Als Eeprasentanten der GroBe z = x^-y% kann man dann diejemge in der Ebene 
golegene Strecke OS^ ansehen, welcbe bei senkrecbter Projektion auf die A-Acbse die 
Strecke OS^, bei senkrecbter Projektion auf die K^-Acbse die Strecke OSy, liefert 
Bezeichnet man mit r die Lange der Strecke OS,, mit t, die GroBe des Winkels, 

um den man die Halbacbse OX um den Punkt 0 im positiven Sinne, d b im Sinne 
der Drehung durcb den ersten Quadranten zur Z^-Acbse, dreben muB, damit sie die 
Eicbtung OS, erbalt, so smd die GroBen r, t mit den GroBen x, y verknupffc durcb die 
Qleichungen x = r cos t, y = rBmt, und man bat daber aucb 0 = x + yi = re" Der 
Punkt S„ der mit dem Punkte 0 zusammen die der GroBe g entsprecbende Strecke OS, 
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bestimmt, soil nut Rucksicht hierauf der Korrespoiulent der OioBe ^ oder kiirzei 
der Punkt n genaniit werden, und entsprecheiid moge die Ebene der Punkte die 
^-Ebene heiBen; eudlicb sollen nocb die zur QroBe ^ gehoiigen GlroBen x, y die roclit- 
wiiikligen, die zur GroSe s gehongen Grofien r, t die Polarkoordiiiaton dos Punktos z ge- 
nannt werden. Mit Rucksicbt bierauf wird im folgeiiden der Puukt g aucb wobl nut 
dem Namen „dei Punkt x, oder „der Punkt r, belegt werden 

Fur die Funktionentbeorie empfleblt sich die Aniiahme, dafi die Z- Ebene eiiie 
gescblossene Flacbe ist, die nur einen unerreichbaren Punkt, welcber „der Punkt 
oder kurzer „der Punkt oo“ genannt werden soil, besitzt Aul Grund dieser Annahme, 
welcbe die Ebene, soweit sie zui Reprasentatioii der Werte von s iii Betracht kommt, 
nicht beeinflufit, lassen sich namlich manche Betrachtungen sowohl der Form wk* dem 
Wortausdrucke nacb einfacher gestalten, obne daB dadurcb die Strenge dersollKui be- 
eintracbtigt zu werden braucht. Von einem Punkte der sich m der ^-Ebone so 
bewegt, daB zu jeder vorgegebenen positiven Zahl jy sich ein Zeitpunkt angeben laBt, 
von dem an der Modul r der zugehorigen GroBe ^ seinem Wei to nach nicht mehr 
unter jp sinkt, kann jetzt gesagt werden, er strebe dem Punkte cP^ zu. Besc-lireibt 
man um den Punkt 0 der Z- Ebene als Mittelpunkt eine Kreisliiue nut dem Radius li, 
so trennt dieselbo die Ebene in zwei Teile. von denen der erne den Fuiikt 0, dor 
andere den Punkt oo enthalt, und bildet zugleich fur jeden dieser bi^iden 'roile dii5 
vollstandige Begrenzung Der den Punkt 0 cnthaltende Teil ist oiiio eiiibwdie Ivreis- 
flache, der den Punkt oo entlialtendc Toil soli die zum Radius It geliongo Kreis- 
erganzungsflache genannt werden Ein positiver Umlaut um die ^vrels^]aclu^ odi'v, was 
dasselbe, uni den Punkt 0, das ist ein Umlauf, bei dem die nach innen g(‘riclil.(d.o 
Normale zu der Fortschrittsrichtung so liegt wie die positive Richtung di'r }'/-A(*hso 
zur positiven Richtung der X-Achse, ist in Bezug aul‘ die Kr()iserganzungstli'i.clio odcu, 
was dasselbe, in Bezug auf den Punkt SI als ein uogativer Umlaul' aiizusohon, wie 
umgekehrt. 

Uber der if- Ebene denke man sich jetzt ouio w-blattrigo Riiomanii ’ scFk^ 
Flacbe T mit einer endlichoii Anzahl von Wmdungs])ui;.kten ausgobreitot. Libor eiiiom 
Punkte (5^, der it-Ebene liegen dann n Punkte der Flache 7', weiin die Fla, (dm abor 
dieser Stelle kcinen Windungspunkt besitzt; dagegen nur r Punkte, wonn du* Ehudio 
liber dieser Stelle r Windungspunkto von don Ordnungen — 1 , - 1 , , r, 1 b('> 

sitzt und + -{-v, = n ist Em Windungspunkt wird nilnilich em Wiudungspunkl, 

von der Ordnung v — \ oder cm (v—l)-facher Windungspunkt genannt, wonn ein in der 
Flache T um ihn als Mittelpunkt in emer keinen andoren Windungspunkt uinsc.hlieBcin- 
den und auch durch keinen Windungspunkt gehenden Kroisbahn sich bewegimdcr Punkt 
erst nach v Umlaufen wieder in die Aniangslago zurtickkohrt, ist aber iinnior als oin 
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einziger Punkt anzusehen Die soeben clefinierte m sich zurucMaufende Ereisbabn soil 
erne y-fache Kreislinie und der von ihr begrenzte, den (y— l)-facben Windnngspunkt 
als Mittelpunkt entbaltende Teil der Flacbe T erne i/-blattrige Kreisflaebe genannt 
werden Obne gegen diese Definition zu verstofien, kann man einen Punkt, der kein 
Windnngspunkt ist, auch als einen 0 -taclien Wmdungspunkt ansehen, und dementsprecbend 
soil im folgenden bei alien Dntersucbungen, die sicb auf einen (y— Ij-fachen Windungs- 
punkt beziehen, der Fall v = 1 nicbt ausgeschlossen sein Jedem uber dem Punkte 
der Z-Ebene liegenden Punkte ^ der Flacbe T sollen nun die zum Punkte i*, gehorigen 
Werte von 8, ebenfalls zugeordnet werden Wird im folgenden von den Punkten 
der Flacbe T, denen der Wert s = a zukommt, nur einer betracbtet, so soil deiselbe, 
als scbon durch die Anschauung bestimmt, der Punkt 8 = a oder einfacber der Punkt a 
genannt werden, kommen dagegen von den genannten Punkten mebrere gleicbzeitig in 
Betracht, so sollen zu ibrer Unterscbeidung dem Bucbstaben a irgend welcbe Maiken 
limzugefugt werden. 

Beschreibt man in der Z-Ebene um den Punkt z = 0 als Mittelpunkt eine Kreis- 
linie, deren Radius It so grofi gewablt sei, daB dieselbe die samtlicben erreicbbaren 
Punkte der .Z'-Ebene, uber denen Windungspunkte der Flacbe T liegen, einscblieBt, be- 
achtet, daB jedem Punkte dieser Kreislime « Punkte der Flacbe T 

entsprechen, und bestimmt alsdann die Lmien, welcbe die Punkte in 

der Flacbe T bescbreiben, wenn der Punkt IP von einer Anfangslage aus die Kreislinie 
vollstandig durcblauft, so entsteht in der Flacbe T ein Liniensystem, das im einfacbsten 
Falle aus n getrennten einfacben Kreislinien bestebt, im allgemeinen Falle dagegen 
aus 2 ' getrennten mebrfachen Kreislinien, von denen die erste eine j/j-facbe, die zweite 
eine yj-fache, , die g'*® eine ^y-facbe ist, wabrend zugleich die Beziebung ^ 1 +^ 3 + +v^=n 

bestebt. In dem genannten einfacbsten Falle soil nun fur /t = l,2, -^n der durch 

die Kreislinie begrenzte, sicb einblattrig ins Dnendlicbe erstreckende Teil der 

Flacbe T als eine zum Radius B geborige Kreiserganzungsflacbe mit dem unerreicb- 
baren Punkte IP^ angesehen werden, und es sollen zugleicb, nacbdem so die Flacbe T 
don Cbarakter einer gescblossenen Flacbe erhalten bat, die n den Cbarakter 0 -facber 
Windungspunkte besitzenden Punlrte cP„^, die dem Punkte der Z-Ebene 

ontsprecbenden Punkte der Flacbe I genannt werden Liegt dagegen der allgemeine 
Fall vor, so soil fur x = 1,2, , g der dnrch die jc*® y,-facbe Kreislinie begrenzte, sich 

als y„-blattnge zusammenbangende Flacbe ins Dnendlicbe erstreckende Teil der Flacbe T 
als eine gescblossene Flacbe mit dem unerreicbbaren Punkte IP der dann auf Grund 
der fruheren Definition den Cbarakter eines (i/„-l)-facben wlndungspunktes besitzt, 
angesehen und als solcbe eine zum Radius jR geborige v^-blattrige Kreiserganzungs- 
flacbe genannt werden, wabrend zugleich, nacbdem so die Flacbe T den Cbarakter 
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einer geschlossenen Flache erhalten hat, die Punkte 

Punkte der Z-Ebene entspiechenden Punkte der Flache T heiCen sollen 

Die Lage eines Punktes emer den (r— l)-facheu Wmdungspunkt l^ = a = a'-\-d'^ 
der Flache T als Mittelpunkt enthaltenden y-blattrigen Kreisflache K^'\ die zuni Eadius J? 
gehoren moge, kann man dadurch bestimmen, daB man den Punkt S' auf ein Polar- 
koordinatensystem bezieht, welches den Mittelpunkt der Flache zum Pol, 

irgend emeu der v Eadien, welche man vom Punkte z = a aus m der positiven Richtung 
der X-Achse ziehen kann, zur Polarachse hat, und bei dem dei positive Drehungs- 

s mn so gewahlt ist, daB eine Drehung um y positive Richtung der X-Achse in die 

positive Richtung der Z^-Achse uberfuhrt Zwischen den so defimerton Polarkoordinabm 
r, t, omos Punktes S der Flache A'^® und dem zugehorigen Werte von g 

besteht dann die Glleichung: 

3 = X yi == a -\- re*‘= (a'+ r cos t) + (a"+ r sin £) / , o <*? 

und es entspricht zugleich jedem von 3 = a verschiedenen Punkte der Flache 7i mn 
bestimmtes Wertepaar r, t, wie umgekehrt, wahrend der Punkt 3 = a durch die Gleiclunig 
r = 0 bestimmt 1 st. 

Fine Funktion f=f{'K,y) soil eine in der Flache A'® einwortige Funktioii d(w 
Ortes Oder Punktes x, y genannt werden, wenn zu jedem Punkte x, y der Flache (un 
und nur ein Wert von f gehort. Erne in der Flache emweitige Funktion des 
Punktes x, y liefert im allgemeinen erne I'-wertige Funktion der roellon Vcu’amh'.r- 
lichen x, y in dem durch die Ungleichuiig (« — a')®+ (?/ — hcstiraraton Gobieto d(u’ 
X-Ebene, da jedem von d, d' verschiedenen Punkte x, y dieses Gebietcs v Punkt(^ 
von entsprechen. Fuhrt man aber an Stelle von x, y die oben d(^fimortcn Polac- 
koordinaten r,t ein, indem man f =f{x,y) = f{d-\-'i cos A »"+ r sin if) setzt, so geht da- 
durch f in erne einwertige Funktion der beiden loellen Veraiidorlichon r, i ilb(U', und 
darin besteht der Nutzen, den die Emfuhrung der GroBen r, i gewahrt. Detraiddet 
man alsdann das Verhalten emer solchen in dor Flaclie oinwertigen Funld.um 
f(x,y) = f(d+r cost, d'+i sin#) des Punktes a‘,y bei unbogronzt abnehinendoin r, 
so sind drei Falle moglich, ontweder konvergicrt f==f((i!+tcosf,d'-\-'i sin#) mit un- 
begrenzt abnehmendem r gleichrailBig fur alle Wertc^ von # gegen eine von t unabhangigi' 
=hm /■(«'-(- r cos#, sm#) zu bezeichnende OroBe, und es 1 st zugleich f‘{d,d')’, 

Oder es konvergiert f im angegebenen Sinne gegen die mit bezoichnote GriiBo, ohne 
daB die Qleichung fa=f{d,d') besteht; oder endlich, os konvergiert f ontweder iiber- 
haupt nicht gegen eine von # unabhangige GrbBo odor doch nicht im aiigegobem>n 
Smne. Im ersten Falle, aber auch nur m diesem, soil die Funktion f ftlr don Punkt 
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stetig genannt werden, im zweiten Falle besitzt sie dann fur den Punkt z^a 
eine hebbare, im dritten Falle endlicb eine nicht bebbare Unstetigkeit. 

In abnlicber Weise, wie es im vorstehenden bei emei j'-bla.ttngen Kreisfldcbe 
gescbeben ist, kann man aucb bei einer den (y— l)-facben Windungspunkt oo^’' der Flacbe T 
entbaltenden r-blattngen Ereiserganzungsflacbe K'^'\ die zum Radius JR geboren muge, 
die Lage ernes Punktes cP durcb Einfubrung von Polarkoordinaten bestimmen. Zu dem 
Ende lege man durcb den Punkt S' zu der die Flacbe begrenzenden y-facben 

Kreislinie eine konzentrische 7 /-facbe Kreislinie, deren Punkten dann Werte von z 
mit demselben Modul r entsprecben, ziebe bierauf von einem beliebig gewablten, dann 
aber aucb fur alle Falle festzubaltenden, der v dem Werte z = JR entsprecbenden 
Punkte der Begrenzungslinie einen Strahl in der positiven Ricbtung der X-Acbse, der 
die durcb S' gezogene Kreislinie in emem Punkte A treffen moge, und bestimme als- 
dami die Lage des Punktes S auf dieser zum Radius » geborigen Kreislmie durcb An- 
gabe der Lange i 1 desjenigen Bogens AS dieser Kreislinie, den man, vom Punkte A 
in der Ricbtung der abnebmenden y ausgehend, durcblaufen muB, um zum Punkte S 
zu gelangen, setze endlicb t = — I Zwiscben den so definierten Polarkoordinaten r, f, 
rtR, 0 7<s-- 2>», eines Punktes S der Flacbe und dem zugeborigen Werte von z 

bestebt dann die Gleichung. 

3 = x + yt = rS' = (r cos f) + (r sm ^ 

und es entspricbt zugleicb jedem Punkte z der Flacbe ein bestimmtes Werte- 
paar r, t, wie umgekehrt. 

Eine Funktion f = f(x, y) soil eine in der Flacbe einweitige Funktion des 
Ortes Oder Punktes x, y genannt werden, wenn zu jedem Punkte dieser Flacbe ein 
und nur em Wert von f gebort. Eine in der Flacbe A'^’’’ einwertige Funktion des 
Punktes x, y liefert im allgemeinen eine v-wertige Funktion der reellen Verander- 
lichen X, y in dem durcb die Ungleicbung x^Ay^'AR^ bestimmten Gebiete der 
Z-Ebene, da jedem von S„ verscbiedenen Punkte dieses Gebietes v Punkte von A'^”^ 
entsprecben Fubrt man aber an Stelle von x, y die eben definierten Polarkoordi- 
naten r, t ein, indem man f=f(x, y)=‘f{rco8t, rsin#) setzt, so geht dadurcb f in 
eine einwertige Funktion der beiden reellen Veranderlicben r, t uber. Betracbtet man 
alsdann das Verhalten einer solcben in der Flacbe A' einwertigen Funktion /= /‘(a:, i/) 
= f{r cos t, r sin t) des Punktes x, y bei unbegrenzt wachsendem r, so sind drei Falle 
moglich; entweder konvergiert/’=/’(rcos^, rsm^) mit unbegrenzt wacbsendem r gleicbmafiig 
filr alle Werte von t gegen eine von t unabbangige, imt fjy) =]imf{r cost, rsmt) zu 

bezeicbnende GroBe, und es ist zugleicb f^o) mit dem der Funktion f filr den Punkt ooW 
zukommenden Werte identiscb; oder es konvergiert f im angegebenen Smne gegen die 

P-B, I ® 
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mit /L(.) bezeichnete Grofie und es ist fj^) von dem der Funktion f fur den Punkt oo^’^ 
zukommenden Werte verschieden; oder endlich, es konvergiert f entweder uberhaupt 
nicht gegen eine von t unabhangige GroBe oder docb nicht im angegebenen Sinne. Im 
ersten Falle, aber auch nur in diesem, soil die Funktion f fur den Punkt stetig 
genannt werden; iin zweiten Falle besitzt sie daiin fur den Punkt oo*'^ eine hebbaie, 
nn dntten Falle endlich eine nicht hebbare Unstetigkeit. 


4 . 

In der uber der >^-Ebene ausgebreiteteii ^-blattrigen Flache T sei durch eine 
um den l)-fachen Windungspunkt ^ = a als Mittelpunkt beschnebene r-fache Kreislmie 
eine a^-blattrige Kreisflache abgegrenzt. Der Radius der begrenzenden Kreislinie 
moge init It bezeichnet werden. Die Lage eines Punktes z m dieser Flache denke man 
sich durch die zu diesem Zwecke nn vorigeii Axiikel eingefuhrten, mit & durch die 
Gleichung . 

verknupften Polarkoordinateu r, t bestimmt. 

Zu dieser Flache K^'‘^ soil nun erne in der ganzeii Flache einwertigo und stotige 
Funktion u = des Punktes x,y bestimmt werden, welche fur jeden Punkt It,t 

des Randes von mit einer vorgegebenen einwortigen, stetigen und mit der Periodo 2^71 
periodischen komplexen Funktion f[t) = f[t) + der reellen Yeranderlichen t dem 

Werte nach hbereinstimmt, fur jeden vom Punkte 8 = a verschiodeneii iniK'ren Punkt 

der Flache stetige Derivieite Ip? besitzt und in dersolben Ausdehnung dor 

partiellen Differentialgleichung Lu = 0 genugt, wahrend es dalimgestollt bloibeii soli, ob 
die genannten Denvierten fur den Punkt z = a existieren. 

Zur Losung der gestellten Aufgabe nehinc man an, daB eine Funktion u dor 
verlangten Art existiere, und bezeichue don Wei-t, den sie nn Punkti' i , I dor Fhicho 
besitzt, nut Bezieht man alsdann die Punkte r, I, o-z-zf, der Fhicho 

und die auf Qrund der Gleichung; 

^ = i -f- = re‘’ 

ebenfalls durch Polarkoordinateu fixierten Punkte r, t, o-r^/z, dor in einor ^-Ebeno 

liegenden, durch den Mittelpunkt ^ = 0 und den Radius li bostinimton KroisllJlche K 
wechselseitig eindeutig aufeinander durch die Gleichungen. 
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aus clenen sich fur die zugehoiigen GrroBen s die Beziehung. 


(G) 


B. 


JL 

JL 

s' 


ergibt, und ordnet der Flache K eine Funktiou ii = des Puuktes r, t zu durch die 
Gleichung Ti^^f = bei der ?•, t den dem Punkte T, t entsprechenden Punkt der Pkche K''''* 
bezel chnen soli, setzt auch f(vt) = f(t) und beaclitet, daU dann die Gleichung %,? = /(?) 
besteht, so ist die so defimerte Funktiou u — da die Beziehung fur jedes der 

Bedingung 0 JR genugende 7 besteht, allenthalben stetig ist und den Glei- 
chungen (G„ ) zufolge einei in stetigen Funktiou des Punktes r, t inimer eine 
in K stetige Funktion des Punktes 7, t entspricht — eine m der ganzen Kreisflache K 
einweitige und stetige Funktion des Punktes x, y, die fur jeden Punkt JR, t des Eandes 
mit der Funktion f(J) dem Werte nach iibereinstiinint, die zudem, \vie gleich gezeigt 
werden soli, fur jeden vom Punkte i = 0 verschiedenen inneren Punkt von K stetige 
Derivierte ^ besitzt und der Differentialgleichung Aw = 0 geniigt, und die 

sich daher auf Grand des in Art 2 dieses Abschnittes bewiesenen Satzes darstellen laBt 
durch die Gleichungen. 


(U) 



S"— f* 

S* — 2 S / cos (i — ^) + r 






0<r <i2, 
0:^r<27r 


DaB die durch die Gleichung fur die ganze Kreisflache K definierte 

Funktion u in der Tat, wie behauptet wurde, fur jeden von s = Q verschiedenen inneren 
Punkt 7, t der Flache K stetige Denvierten besitzt und der Differential- 

gleichung Am = 0 genugt, laBt sich auf folgende Weise zeigen. Man beschreibe mit 
einem passend gewahlten Radius R eine ganz im Innern der Flache verlaufende, 
nicht durch den Punkt a gehende einfache Ereislinie, welche den dem Punkte 7, t 
von K entsprechenden Punkt r, t umschhefit, aber einen von r, t verschiedenen Mittel- 
punkt r^,%, dem in der Flache K der Punkt 7^, \ entsprechen moge, besitzt, beziehe 
den Punkt r, t durch Polarkoordinaten 9 , r, o:s?<a', auf den Punkt als Pol 

und den durch r^, in der positiven Eichtung der Z-Achse gezogenen Strahl als 
Polarachse, so dafi zwischen den OroBen q, x und den zu den Punkten r, t\ r^, % ge- 
horigen QroBen s = a + re*', + die Beziehung besteht, und be- 

zeichne den Wert, den die Funktion u fur den Punkt q = R, x = t der Kreislmie besitzt, 

8 » 
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mit /(r). ISTach fiuher Bewiesenem besteht dann fur jeden im Innern cles durcli die 
Kreislinie begrenzten Teiles der Placbe gelegeneu Punkt >, t die Gleichung 






B' Q cos (r — qpj -(- Q 


1 


und aiich, nachdem man 


'ijt 

1 I y/ \ 2J^obm('F — w) 7 

= j^J /(y) 1 ^ - T k - , " c 5 ^4) + ^ 


gesetzt hat, die Gleichung. 


^7t 27t 

;,<-r 27ejy yf'J s:e<pi y a^J ^ J 


Fuhi-t man jetzt in die letzte Gleichung mit Hilfe der voiher aufgestellten Gleichung (G ), 
durch welche die Flachen K^'\ K punktweise aufeinander bezogen wuideii, an Stelle 
der GroBen ),t‘, r^, die GroBen r, i, r^, \ ein, beachtet, daB dann u,^t in ilbeigeht, 
und bezeichnet entsprechend diejenige Funktion von f, t, in welche v,^t iibergeht, mit 
so erhdlt man, wenn man noch Foe''’' = ^o setzt, fur die Gleichung: 




%7t 

1 r r, N 


dcp. 


Beachtet man nun noch, daB aus dem die rechte Seite dieser Gleichung bildendeii 
Integi’ale die GroBe hervoigoht, wenn man die untci dem Integralzoicheii zwischen /{(f) 
und d(p stehende rationale Funktion der komplexon Vc'vaiidorlichon 5 ; = a ■ + V'b durch 
ihren mit F{x, y) zu bezeichnenden reellen Teil ersetzt, und daB dioner niello Ted F 

fur jedes in Betracht kommende Wertepaar x, y stetigo Denvierten -§7’ 
besitzt und der partiellen Differentialgleichung -^+-^’ = 0 genugt, so crgibt sich 
schlieBlich, daB die Funktion u in der Tat fiir jeden von verschiedeuoii uiueron 


Punkt f,t der Flache K stetige Denvierten l^csitzt und dor Dmexeiitial- 

gleichung Aw = 0 genugt. 

Fflhrt man jetzt in die vorher gewonnenen, die Funktion u filr jeden Punkt r, t 
der Flache K darstellenden Gleichungen (D.) an Stelle der GroBen r, t die GrOBen r, t 
mit Hilfe der Gleichungen (G^ ) und zugleich an Stelle der Integrationavariablon cp 01 no 

neue Integrationsvariable (p durch die Substitution y == y ein, indem man boaclitot, daB 
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dann in u, t ubergeht unci clafi die Gleichung = f(*f) 
die Gleichungen : 


(u.) 


2l3t 



0 


2 2 



besteht, so erbalt man 




-m, 


< Ry 
0 < / < 2»rf, 


bei denen, ebenso wie im folgenden, unter > ' die GroBe Vr, unter B' die Giofie VB 
zu verstehen ist. Diese Gleichungen siiicl abgeleitet worden auf Grund der Annahme, 
daB eine Function u der verlangten Art existiert. Mit Eucksicht bierauf muB also 
scblieBlich noch gezeigt werden, daB die durch die Gleichungen (G) dargestellte 
Punktion u in der Tat erne Funktion der verlangten Art ist Nun folgt aber zu- 
nachst — da die Gleichung fur jedes der Bedmgung O^i^B geimgende / 

besteht, Uyj allenthalben stetig ist und den Gleichungen ( G„ ) ziifolge einer in K stetigen 
Funktion cles Punktes t immer eine in stetige Funktion des Punktes i, t ent- 
spricht, auch , = f{t) ist — daB die erhaltene Funktion u eine in der ganzen Flache 
einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y ist, die fur jeden Punkt B, t des 
Eandes von K^''> mit der Funktion f(t) dem Werte nach ubereinstimmt. DaB diese 
Funktion ii aber auch fur jeden von z = a verschiedenen inner en Punkt der Flache 

stetige Derivieite besitzt und der Diiferential gleichung Am = 0 genugt, 

erkennt man, indem man beachtet, daB bei dem die Funktion darstellenden Integrate 
der zwischen f{(p) und d(p stehende Ausdruck, der Gleichung: 


_.T" "T* , . 1 _ 1 r , V t 

He + (^1 — a) He -j- 7 e 


A ! 
H"-7 


_ T- i V /t — 03 \ 

2 JR r BIB f ‘ 


f-?) 


X. IL, 3 

H e — fl) 


1 f/’. 


1 i 


V V ' V V ' 

H 6 —1 e 


JL i 

H’^ — % H^ 1 eoB 




A A A V A 

JJ ” — 2 JS ' V ’ cos + *■ *' 


gcinafi, der reelle Teil /t einer im Innern von allenthalben emwertigen und stetigeu 
Funktion f^ + v^ dei komplexen Yeranderlichen z=-x^-y^ ist und infolgedessen, als 
Funktion der reellen Yeranderlichen x, y betrachtet, fur jeden vom Punkte 8 = a ver- 
schiedenen inneren Punkt der Flache nicht nur stetige Denvierte nach x und y von 
jeder Ordnung besitzt, sondern auch der Differentialgleichung = 0 genugt. Die durch 
die Gleichungen (U ) dargestellte Funktion u genugt also in der Tat den zu Anfang des 
Artikels aufgestellten Bedingungen und ist zugleich, wie aus dem Gange der Unter- 
suchung unmittelbar hervorgeht, die einzige derartige Funktion 

Die in diesem Artikel bis jetzt erhaltenen Kesultate lassen sich nun in den 
folgenden Satz zusammenfassen: 
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Satz 1. ,Jst m tier ubet de) Z-Ehene austjeh edeteti n-hlaffi itjen Flaclie T dwelt 
Gvrte tivi den (j’ — X^-ftxcJieii TP lud wiysj)unJit s = (t dls J^itteljywikt init devn Eodtus E he- 
schiehene v-fache Ktetshme nne v-hlattnge Kteisflaclie dbgegrenE, so ecnstwt mdieser 
Kreisflache minier eine und nur eine In der gansen Ktetsflciche etnwetitge uitd stehge FiinkUon 
u = u + u''t des dwell die Folatlooi dinaten r,t, osr^i?, o</<2rrf,^ (J-'imd det Qleiclmng 
2 = yi = a -{■ i e^' finerten Punktes tju, y, welclie fw jeden Punkt E, t des Etnides 
von K^''> mit cine) voigegebenen cimmUgen, stetigen und mit do Penodc 2 vn po lodtschen 
ko)nplexeu Fwikhon f{f) = f'{f)d-f'{ty do feellen Vo anderhehen t don Werfe nacli uho- 
einstvniwt, fw jcdoi wni Punkte s = ci vo schhcdencn innooi Pwdd do blticlic stcftge 

Deiivierte 1 ^, hesttst und in doselhen Ausdehnuny der pwtiellen Drffocntial- 

ox^ dy ox^^ oy^ 

gleiclmig Am = |^ + ^‘ = f) goiugf Diese Fmiktion u wild fw allc Punkte der Fkiehe 
als FunlUon de'i PoliV)Ti00odinatcn i , t daigestellt dnrcli die GleicJmngeu 





Zu der Funktion u laBt sich eine eiiiwertige und stetige Punktioii v — v + 
des in seiner Bewegung auf das Innere von beschrankten Punktes x, y tindcii, 
welche fCir jeden von s = a verschiedenen inneien Punkt der Flache mit u ver- 
knupffc ist durch die Gleichungen. 


d'o du 

Tx dy ^ dx 


Eine solche Funktion v isst fur jeden ini innern von J\^'^ golegeiien Punkt y voll- 
standig bestimmt, sobald man ihi noch dio Bedingung auferlegt, fui don Mittelpunkt 
s = a = a'-\-a"i der Flache oiiie vorgegebene GroBe als Wert zu bositzen, so daB 
also \imv^t=VQ ist Unter Hmzunahme der GioBo erhalt man namlicli zur Bo- 

stimmung von v die Gleichung: 







dabei ist der Integrationsweg fur das rechts stehendo Integral nur der Ikwlingung unior- 
worfen, vollstandig im Innem von K^''^ zu verlaufen Setzt man alsdann W‘-u \-w, 
so ist die so filr alle mneren Punkte von A' dohnuirto GiOBo w eino Funlction dor 
komplexen Veranderlichen g = x + yi. Auf Grund der lotzton vor dom aufg(^st(dlton 
Satze stehenden Gleichung erhalt man ohne Muhe: 
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2l Tt ] (p 1 

"7" "T" 

+ (^— a) 


h f 


(Icp, 


Be — (? — a) 


/ tv’’ 

(z-a) =r e , 

0 < ? ^ Jit 0 i f < 2i;r, 


wdlirend zugleich die Komponenten und von tc^ durcli die ftleichuiigen: 


2 JJ ’’r’ sin (- — —] 

\ V } J 

± ± 1 . 

B^ — 2BWoa 

0 :^; t<2vn^ 

bestimmt sind 

Die Funktion w, laBt sicb fur das Innere von dnrch eine nach Potenzen 

JL 

von (s—a)' mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Reihe, deren Eoeffizienten 
von s unabhangig sind, darstellen, und entsprechend lassen sicb die Punktionen 

fur das Innere von dnrch Reihen, die nach Potenzen von r” nut ganzen positiven 
Exponenten fortschi’eiten und als Koeffizienten Punktionen von t besitzen, darstellen. 
Man erhalt, unter Berucksichtigung der am Ende von Art 1 gemachten Entwicklungen, 
zunachst fur w.^ die Darstellung. 

+ Cl {s-a) ' + CzX^-a ) " + • + C^z—a) ” + • • •, os/<b, 



wobei 


2^71 ^vrt ip 

Co = Uo + Vo^, Ua-jhJ ^( 9 ’) ^9 ’ ^ JfW)^ ''''' dcp 


vtcB 0 


ist, und weiter dann ftir die Komponenten Ur,t '^z Darstellungen: 



0^t<2vn 


Bei den vorhergehenden Betrachtungen ist der Pall, wo v = l, der Punkt 8 = a 
also ein 0-facher Windungspunkt der Plache T, und entsprechend die Plache erne 
einfache Kreisflache ist, wie schon fruher bemerkt, mcht ausgeschlossen. Pur den 
speziellen Pall a = 0, y == 1 reduzieren sich die bier erhaltenen Resultate auf die in 
Art. 1. und Art. 2. dieses Abschnittes gewonnenen 
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5 . 

Auf Grrund des im vorhergehenden Artikel gewonnenen Satzes I laBt sicli 
jetzt die allgemeinere Aufgabe losen, zur Flaclie it eine Funktion u= u’ -\- ii'% zu be- 
stimmen, welche fur alle vom Punkte ^ = a verscbiedenen Punkte <x.,y der Flacbe sicli 
ebenso verhalt, wie die m dem Satze definierte Funktion u, fur den Punkt ^ « aber 

in derselben Weise uiistetig wird wie eine gleich naher zu cbarakterisierende koinplexe 
Funktion + iA, in dem Sinne, da6 die Differenz u — u sich in dev Umgebung dos 
Punktes wie eine fur diesen Punkt stetige Funktion verhalt 

Zunachst soil die Funktion u defimert warden. Zu dem Ende fulire man in doi 
Flache einen mit I zu bezeichnenden Schnitt vom Punkte s aus laiigs des 
durch die Gleicliung # = 0 bestimmten Eadius bis zur Begrenzung, bezeicline die auf 
diese Weise aus der Flache AT^''* entstandene, von der zuiii Radius 11 gehongen j'-fachen 
Kreislinie und den beiden Seiten des Schnittes I begrenzte Flache init A'^’' und ovdne 
alsdann dem durch die Polarkoordinaten r,t, auf Gnind der Gleichung 

z=x-\-y% = a + rc^‘ fixierten Punkte 'K,y dieser Flache die durch die Gleichung. 


«;, = S In • 


{z—ay 


+ • 




T + 


Sa 


+ +■ 




{z — a)' {z—a)' 


{z-ay 






— bei dor die S irgend welche koinplexe Konstantcn, die teilweise auch don Wort 

7 

Null haben konnen, bezeichnon und unter In \ die roello GroBo — - / — zu vcrstehon 

ist — bestimmte GroBe w, zu. Die so auf die Flache A'^’^ bezogone Funktion w, ist 
dann in dieser Flache, vom Punkte z = a abgesehcn, (uno einwortigo und stotigi^ Funktion 
des Punktes x, y, deren Werto in je zwei auf verschiedenen Seiten dos Schnittes I gologenim, 
aber demselben Werte von z entsprechenden Punkten r •= r, ^ 0 und r^r, t~ 2vrt 

durch die Gleichung w^ — w~=‘2m^ verknilpft sind, wenn die durch bestimnite 

Seite des Schnittes I die positive, die durch t = 2v7i bestiminto Seite die lU'gativo go- 
nannt wird. Nach diesen Vorbereitungen dehnioro man jetzt die Funktion u durch 
denjeiiigen Ausdruck, welcher aus dem ersten die Funktion w, darstollcnden Ansdrucke 
dadurch hervorgeht, daB man an Stelle dor darin vorkomnionden, di(^ JConstanten B 
als Multiplikatoren besitzenden Funktioiien von z ihro reollen Teilo troten lilBt, und 
bezeichne zugleich denjenigen Ausdruck, welcher dadurch entsteht, daB man an Stello 
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der genannten Funktionen von 0 ihre lateralen Teile treten lafit, nut vi. Die so 
defimerten Funktionen u, v werden dann als Funktionen der Polarkoordmaten t dar- 
gestellt durch die Gleichungen: 


n 1 1 , 2i « , S, 2i , 

= S In -X + -± cos - + ^ cos - + 

» * «• ’ r ’’ 

o ^ S, f S. - 

V, f = — ^ T sm r sm 

^ 1 ^ ^ JL v ^ V 


+ %COS^, 

rv 

in ^ •» 

r’' 


0-^7 <R, 


und es ist zugleich w.= v,jt. Die Funktion ist in der Fldcke vom Puiikte 
0== a abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, welche fur 
jeden Punkt Ji, f des Randes von mit der durch die Gleichung = definierten, 
einwertigen, stetigen und mit der Penode 2 vn peiiodischen Funktion der reellen Ver- 
cinderlichen t dem Werte uach ubereinstiinnit, fur jeden vom Punkte g = a verschiedenen 
inneren Punkt der Flache stetige Derivierte nach x und y von jeder Ordnung besitzt 
und in derselben Ausdehnung der Differentialgleichung A?1 = 0 genugt Sie 1st zudem 
mit der Funktion v ihrer Entstehung gemafi fur jeden vom Punkte z^a verschiedenen 
imieren Punkt der Flache verknupft durch die Gleichungen. 


di) du dv dii 

^2/ ’ 


Nachdem so die Funktion il definiert 1st, gelangt man durch einfache Uber- 
legungen zu dem folgenden, die Losuug der zu Anfang des Artikels gestellten Aufgabe 
enthaltenden 

Satz II. „Jsi ^'ll der uber der Z-JiJbene ausgebreitefen n-l)laftngen Flache T durch 
eine um den (i/—l)-fachen WmdmgsjgmU s = a als Mdtel^unkt mit dem Radius JR le- 
schriehene v-fache FJ) eislinie eine v-hlattrige Kreisflache dbgegrengt, so existiert su dieser 
Kteisflache immer cine und nw eine Funhtion u — u-\-u'i des durch die Folaihoord/inxten 
r,t, mf Grund der Gleichung 0 = x + yi = a + re*' fixierten Fmhtes x,y, 

die fur geden vom Fmhte 0 = a verschiedenen FmM der Flache einweitig und stetig isf, 
fur den Punkt 0 = a aber in dersehben Weise unstetig wvrd wie die durch die Gleichung 


Sln-^ + ^cosf + %cos^+ + 


u 




COS 


7 nt 


0<r<R, 

O^t <^V7ty 


fur jeden vom Pwrikte 0 ^ a verschiedenen JEhmkt der Flache definierte komjphxe Funktion u,^t 

^n dem Sinne, da /3 dne Differem m,.,, mit unhegrengt dbnehnendem r gleichna^ig 

fur alle Werte von t gegen eine von t mablumgigc Gtofe konvergiert — die ferner fur 
jeden Smdjmikt JR, t mit einer vorgeg&benen anwertigen, stetigen und mit der Penode 2 v 7 t 


P-*R- T 
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pe) lodisclien lonqdexen Fimlt/on der )eeUe)i YoandeiJuhm f dcm We>te 

mch uhe) einstmmt , endlicJi fiu jeden tom Fiinlto z = a vm seined enen inueicn Fuiilt dei 

FlacJie stetnje Fenvieite ^ hesdzf mid dei pmtiellen Filf'e lent udijlen him q 

= + |p = 0 geniigt. Diese Funltwn u witd, tuemi man noch die emweitnie, sfefiye 

md nut del Penode 2vn peiiodisclie Funldion der teellen Yetandeibclien t, in irelche 
fui 1 = i? nheiyeht, nut f(t) heseiclmef, fur jeden voni Pmiltc z = a. i'cisclnedenen Ihmht dei 
Flache als Fmhtion do Polailooi dinaten i, t daigestellt dm eh die Oleiehimgen 

%v7t 2 2 

(UJ + ^ f 1£~ -- \ 

e/ J2 — 2 _R r COS ( “^ ) + ^ 

Da6 durch die Gleidiungen (U^.) in der Tat erne Funktion ti der vorlangiien Art 
fur jeden voin Punkte z = a verscliiedeiaen Punkt der Flaclie dargostcllt wird, ergibt 
sich unmittelbar, wenn man die oben erwahnten Eigenschaften der Funktion u und zn- 
gleicb die aus Satz I des vongen Artikels sicli ergebenden Eigen Bc.haften dt\s hi or in 
Verbmdung mit u aufbretenden Integrals beracksiclitigt. DaB dioso Funktion u 
auch die emzige derartige Funktion ist, erkennt man, wenn man beachtet, (l<i.B die nut 
einer Funktion u der verlangten Art und der gegebenen Funktion it gi'bildoto Ditferenz 
u=-u — u dadurch in erne in der gaiizon Flache einwertigo und stctige Funktion 
verwandelt werden kann, daB man ihr fur den Punkt z = a, fitr den sie einen Wert 
zunachst nicht besitzt, die der Voiaussetzung geinaB existierendo (SroBe //-=liin 

als Wert zuschreibt, und daB die so vervollstaiidigte Funktion u — da sic nn ftbugi'ii 
fur jeden vom Punkte z = a verschiedenen inneren Punkt dor Flache stetigi^ Di'iivierie 

besitzt und der Differentialgleichung Au = () goiiiigt, aiicb filr jeden 

Randpunkt P, t mit der Funktion f(f) - f{t) dem Werte iiacli ubcrenisiimmt — auf 
Grand von Satz I des vorigen Artikels durch diejenigen GhMidiungen ilargeHtellt wird, 
welche aus den dort angegebenen Gleichungeu (U^.) horvorgehen, wenn man dami v 
durch u, f((p) durch f((p) — f{(p) mid f{t) durch f(t) — f(t) ersetzt. 

Zu der gewonnenen Funktion u laBt sich eino emwertige und stetige Funklaon 
+ v"t des m seiner Bewegung auf die Flache nach AusschluB der Begi-enzungs- 
Imie und des Punktos z = a beschrankten Punktes ‘j',y linden, welche Kir jeden 

solchen Punkt nut u verkndpft 1 st durch die Gleichungen: 


'^n, t — f (f)' 


0<) ^ 

<'3vjr 
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Erne solche Funktion ? ist fur jeden der eiwahnten Punkte .r, ij von A'<’’ vollstandig 
Iiestimint, sobald man noch den Wert welchen sie fur den auf der poaitiven Seite 
des Schnittes I gelegenen Punkt > = /, ^ = 0, o<r<R, besitzen soli, angibt Unter Hin- 
zunahme der Grofie y,-,, eibalt man namlieh zur Bestimmung von v die Gleicbung. 



dabei ist der Integrations weg fur das recbts stehende Integial nur den Bedingungen 
unterworfen, den Scbnitt I nicbt zu uberscbreiten und weder den Punkt 2 = a nocb 
auch Punkte der Begrenzungslinie r = it zu entbalten Erne Darstellung von v als 
Funktion der Polaikoordinaten ■/, t laBt sicb aber auch direkt gewinnen, vrenn man die 
am Ende des vongen Artikels durchgefuhrte Untersuchung und das in diesem Aitikel 
uber die Beziebungen zwischen u mid o Gesagte berucksichtigt Man erhalt dann obne 
Muhe fur die Darstellung: 


2 




ik y 


X X 
7 bin 


■fif)] — 


(^) 


B — 2 7 cos 




dcp, 


0<r<R, 

0^/ ^2i 7t, 


wobei 6'- eine nur von F und der vorgegebenen GroBe abhangige GroBe bezeichnet, 
die als Funktion diesei GroBen erhalten wird, wenn man in der vorstehenden Gleicbung 
7, t in F, 0 ubergeben laBt und die Gleicbung beacbtet. 

Die Funktion v ist fur jeden den Bedingungen 0<r<jR, 0 2v7t genugenden 
Punkt }, t der Flacbe einwertig und stetig, wird fur den Punkt 3 = a in derselben 
Weise unstetig wie die Funktion v und besitzt zudem m je zwei auf verschiedenen Seiten 
des Scbnittes I gelegenen, aber demselben Werte von 3 entsprecbenden Punkten » =7, 
t = 0 und r = r, t = 2v7i Werte, die durcb die Gleicbung v~=v'^—v~=2nQ ver- 
knbpft smd 

Setzt man jetzt w = u + V7, so ist die so fur jeden nicbt auf der Begrenzungs- 
lime 7 = A liegenden und auch nicbt nut dem Punkte 3 = a zusammenfallenden Punkt 
der Flacbe AT^”' definierte GroBe iv erne Funktion der komplexen Yeranderlicben 3 = s,+yi. 
Diese Funktion die durcb die Gleicbung. 


u^^t+ + W,-]r 


1 

2 V7C 


XX, X 

V B^e^'-Cz-ay 


(«-a) =r c , 


dargestellt wird, ist fiir jeden der Bedingung 0<,r<,B,0^t^2r7i genugenden Punkt r, f 
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cler Flacha K^''' emwevtig und stetig, wird fur den Punkt 2 = a in derselben Weise 
unstetig wie die Funktion w. mid besitzt zudem in je zwei auf verschiedeiien Seiteii des 
Schnittes I gelegenen, aber demselben Weite von z entsprechenden Punkteu r = ?-, t = Q 
und »=», ^ Werte, die durcb die Grleicbung iv'^—tv~= wt— tv7=2mQ verkmipffc 

Sind. Untei Beincksichtigung der am Ende des vorigen Aitikels durchgefuhrten Untei- 
suchung erlialt man scblieBlich nocb fur w, die Darstellung 

y,,^^ = filn — ^ + — ^ + — + ■■ — 

(g — a)* (s— a)* (s — a)" (2 — a)’ 

1 _ 2 ^ 0<t <RfO<t ^2 vfCf 

+ Co + (2-ay+ Cg (z- (t) ’ + + c„(z-a) ‘ + 

wobei 

^0 = r [f(<p) - Ml I [f{(p) - f{(p)\ dcp 

0 0 

1 st 


6 . 

In der uber der Z-Ebene ausgebreiteten w-blattiigen FlcU‘.he T sei durcb eiiic 
i/-facbe Kreislinie eine den (»'— l)-faclien Windungspunkt oo^’’^ entlialtende j'-ldattrigo 
Kreiserganzungsflache abgegrenzt Der geraemsame Modul dm zu don Punkioii 
der begi-enzenden Kieislime gehoiigen Werto von z nioge nut II l)Ozeicbnet worden. 
Die Page ernes Punktes z in dioser Flacbe denkc man sicb durcb die zu diosem Zw('ck(i 
in Art. 3 dieses Absclmittes eingefubiten, mit z durcb die Oleichimg: 

^ “ re*\ 

verknbpften Polarkoordmateu r, t bestuumt 

Zu dieser Flacbe soli nun eine in dor ganzen Flacbe cinw(‘rtige und .sijotigo 
Funktion w = w' + «"e des Punktes x,y bestimmt werdon, wolcbo filr joden Punkt li,l 
des Eandes von mit emer vorgegobenen einwertigcui, stetigen and nut d('-r Ikn-iodo 2vn 
penodiscben komplexen Funktion = der reelloii Voranderbcbou t doui 

Werte nacb ubereinstimmt, fur jedcn vom Punlcto cxi^’^ vorscbiedonen innoien Ibinkt dcu- 

Flacbe stetige Denvierte > 1^ ? besitzt und in dersolbon Ausdobnung dm' 

partiellen Differentialgleicbung A«i = 0 gentigt, wabi'ond es dabiugiistellt l)leibou soil, 
wie die genannten Derivierten sicb verbalten, wonn dor Punkt x, y dom I’unkto oo(’'> 
zustrebt. 

Zur Losung der gestellten Aufgabo nebme man an, da6 oino Funktion w der 
verlangten Art existiere, und bezeicbne den Wert, don sio im Punkto r, t der Flacbo 
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besitzt mit den Wert, den sie ini Punkte besitzt, mit = lim Bezieht 

r 00 ’ 

man alsdann die Punkte r, t, 07i>-2>jrj der Flaclie und die auf Grand der 

Gleichung : 

0 = x + yt = Te“ 

ebenfalls durcli Polarkooidinateii fixierten Punkte 1, t, o<j?r, der in einer Z-Ebene 

hegenden, duich den Mitteliiunkt s = 0 und den Eadius B bestimmten Kreisflache K 
wechselseitig emdeutig aufeinander durch die Gleichungen. 



indem man zugleich, entspiecbend der aus diesen Gleichungen fur die zugehorigen 
GroBen z, z sich ergebenden Beziehung' 

~T’ 

1 



als Korrespondenten des Punktes oo^''> den Punkt ^ = 0 erklart, und ordnet der Flache K 
eine Funktion u = u^-t des Punktes r, ? zu durcb die Gleicbungen — = 

wobei t, t den dem Punkte r, ~t entsprechenden Punkt dei Flache bezeichnen soil, 
setzt aucli /’(— v?) = /'(?) und beaclitet, dafi dann die Gleichimg 7 = /’(?) besteht, so 
1st die so definierte Funktion u — da die Beziehung = fur jedes der Bedingung 
{) ^r^Ii genugende 1 besteht, allenthalben stetig 1st und den Gleichungen (G# ) zu- 
folge einer in stetigen Funktion des Punktes r, f iminer erne m K stetige Funktion 
des Punktes r, t entspricht — eine m der ganzen Kreisflache K emwertige und stetige 
Funktion des Punktes x, y, die fur jeden Punkt M, t des Eandes mit der Funktion /*(?) 
dem Werte nach iibereinstimmt, die zudem, wie dm'ch die in Art. 4 an der entsprechen- 
den Stelle angewandte SchluBweise gezeigt weiden kann, fur jeden vom Punkte i = 0 

verschiedenen mneren Punkt von K stetige Derivierte besitzt und der 

Diflerentialgleichung Aw = 0 genugt und die sich daher auf Grand des m Art. 2 dieses 
Abschnittes bewiesenen Satzes darstellen laBt durch die Gleichungen. 


(U'.) 






JK — 2Er GO 8 (t — 9 ) + J 


iTt 


f(^)> 


0-Cr 

0^T<2;c 


Fuhrt man jetzt m die eben gewonnenen, die Funktion u fur jeden Punkt r, t 
der Flache K darstellenden Gleichungen (U'.) an Stelle der GroBen r, t die GroBen r, t 
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mit Hilfe der Gleichungen (Go J und zugleich an Stelle dei Integrationsvaiialden ^ eine 
neue Integrationsvanable (p durch. die Substitution <f — ~ ^in , indein man beachtet, 

dafi dann in •u,^t ubergeht, und daB die Gleichungen /‘(- -7) = be- 

steben, so erhalt man die Gleiclmngen; 


— 2r7i AA — Si/r 

J jR — 272 \ cos ' y 


t >R, 

> — 2 1 , 


a y _ JL I 

bei denen, ebenso wie im folgeuden, unter ?' die GroBe K>, untei B’ die GioBe|^ 7 i 
zu verstehen 1st. Diese Gleicbungen smd abgeleitet worden auf Grund der An- 
nahme, daB erne Funktion u der verlangten Art existiert Mit Rncksicht hierauf muB 
also scblieBlich nocb gezeigt werden, daB die durch die Gleicbungen (G') dargestellto 
Funktion u in der Tat erne Funktion der verlangten Art 1st Fun folgt aber zunachst 
— da die Gleicbung for jedes der Bedingung genugende t besteht, 

allentbalben stetig 1st und den Gleicbungen (Go ) zufolge einer 111 K stetigon Funktion 
des Punktes r, t immer eine in stctige Funktion des Pimktes ?, t ontspncbt, auch 
u^t = f(f) 1st — daB die erbaltene Funktion u erne in der ganzen FL’icbe einwertigo 
und stetige Funktion des Punktes n, // 1st, die for jeden Punkt U, t des Raiules von K'^'^ 
mit der Funktion f(t) dem Werte nach bberemstiuimt. DaB dieso Funktion u abor aucli 
fur jeden vom Punkte vcrscbiedenen innoren Punkt der Flacbe stetige Deriviorte 

1 ^, ly, - 1 ^ besitzt und dei Dilferentialgleicbung A«« = 0 genugt, crkennt man, in- 

dem man beachtet, daB bei dem die Funktion darstollcndon lutogralo dor zwischou 
f(q)) und (icp stebende Ausdruck, der Gleicbung 


r , r V j’ r , 7. ' ' 

£» He T e -|- 72 c 


J. -1 
T — J{ 


\ 1 


J_ :L!L, X jL, XX, X _ 

—72 e re —lie 72 - 272 » coh 


(^)+' 


' + 


2 72 * Hin 


72’'- 272 ’ r "cos 




gemaB, der reelle Teil ^u. oiner im Innern von allentbalben oinwortigiui und 

stetigen Funktion der komplexen Verandorlichen r + y% ist und intblgo- 

dessen, als Funktion der reellon Veranderlicben x, y botraebtot, fur jeden vom Punkte 
verschiedenen inneren Punkt der Flacbe AT'^ nicht nnr stetige Deriviorte nach x und y 
von jeder Ordnung besitzt, sondem aucb dor Ditfei ontialgleicliung Afx--() gontlgt. Die 
durch die Gleicbungen (TJ'.) dargestellto Funktion u genugt also in dor Tat dcni zu 
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Anfang des Arfcikels aufgestellten Bedmgungen und ist zugleich, wie aus dem Gauge der 
Untersuchung unmittelbar hervorgeht, die einzige derartige Funktion. 

Die in diesem Artikel bis jetzt eihaltenen Resultate lassen sicli nnn m den 
folgenden Satz znsammenfassen 

Satz m. „Ist in del ithei dei Z-Ebene ausgehedeten ndiJattiiyen Flache T diiicli 
eine dei GleicJning mod 0 = 11 enhpechende v-fache Kretslime eine den {v — l)-fatlien 
Wiudungspnnld oo'’^ entlialtende v-hlattiige Ki eisei ganzungsflacJie nhgegienzt, so existieit 

0u dtesci Kieiseigaimaigsflaclie mmei erne mid mo eine in dei ganzen Flache euuceitige 
und sfetige Funltion u = li + n!' i des diocli die Folcolom'dinaten o', t, t^r, auf Giund 

del Gleichmg 0 = x + yi = t d' fixieiten Punltes x, y, loelclie fui jeden Fiinlt E, t des Eandes 
Ton K'^'^ nut einer voi gegehenen einweitigen, sfetigen und nut der Feiiode 2 vn xienodiscJien 
homjolexen Fnnl'fion = der leellen Verandei lichen t dem Weite nach uheiein- 

stiimnt, fui jeden voin Fmikte o(F'> vei scluedenen vmieren Fuvikt dei Flache sfetige Fen- 

vieite ^ hesitzt loid in deiselben Ausdehmmg der parftellen Biferentialgleichung 

AM = ^ + |p = 0 genugt. Biese Funlction iviid fur alle Pimhte dei Flache als 
Funltion dei Folarhooi dinaten r, t daigestellt durch die Qleichungen. 


— 




dcp, «u.)=bniM,i 

1 00 

i>B, 

0>/> — SvtT 


— ^V 7 t 



0 


li 


'R,t 




Zu der Fanktion u laBt sicb eine einwertige und stetige Funktion v = v'-{-v"i 
des in seiner Beweguug auf das Innere von beschrankten Punktes x, y finden, 

welche fur jeden voin Punkte 00^’'^ verschiedenen inneren Punkt der Placbe nut u 
veiknupffc ist durch die Gleichungen: 

dv du dv du 

dx'~ By ^ By Bx 

Eino solche Funlrtion v 1st fur jeden im Innem von gelegenen Punkt x, y voll- 
standig bestimmt, sobald man ihr noch die Bedingung auferlegt, fur den Punkt cxj^ 
eine vorgegebene QrbBe v»(0 als Wert zu besitzen, so daB also Inn = 1st Unter 

Ilinzunahme der GroBe eihalt man namlich zur Bestimmung von v die Gleichung: 


V = l^dx + ^dy); 

dabei 1st das rechts stehende Integral als die Grenze aufzufassen, gegen die der Wert 
dos vom Punkte x', y' bis zum Punkte x, y auf einem vollstandig im Innem von 
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verlaufenden Integrationswege erstreckten Integrals konvergiert, wenu cler Punkt x', y 
dem Punkte oo<’> zustrebt Setzt man alsdann w = u-\-vi, so ist die so fur alle inneren 
Punkte von deflmerte GroBe w erne Pnnktion der komplexen Veranderlichen 

z = x-\- yi. Auf Grand der letzten vor dem aufgestellten Satze stelienden Gleichung 
erbalt man ohne Mulie: 


w. 


= - 2 


wahrend zugleich die Komponenten und von iv, durch die Gleicliungen. 



— 2V7t 1 

1 

J 


2v3E j 
0 

' / w~ 

V 

Z 

und 

von 10 ^ 


— 2 i TT, 



0>^>«~2v7r, 


bestimmt sind. 

Die Pnnktion lafit sick fur das Innere von durch eine nach Potenzon 

X 

( 1 \ 

Yj mit ganzen positiven Exponenten fortsclireitende Eeihe, deren Koeffizionten 
von z unabhangig sind, darstellen, und entsprechend lassen sich die Funlctionen u,^,, 

X 

fur das Innere von durch Eeihen, die nach Potenzen von mit ganzen posi- 
tiven Exponenten fortschreiten und als Koeffizienton Funktionen von I besitzen, darstellen 
Man erlialt, unter Berucksichtigung der am Endo von Ai-t. 1 gomachten Entwicklungon, 
zunachst fur to, die Darstellung: 


w. = u, 


= +<‘3(7-) + +C„(7) + 


wobei 


?> It, 0 X ^ - Sf J' 77*, 


— 2 r 7 t 




Co = ujv) -f- vjr)i, ?u,.) = - ^ / f{(p) d(f, C„ - - ^ J f((p) / ^ ' (Up 

f{ w > 0 n 


ist, und weiter dann fiir die Komponenten und von die Darstellungi'ii: 

(±Jf((p)cosn(^)d(p\~, /•((/)) 8inw (2^) (Up\ 


> >H, 
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Bei den vorhergehenden Betrachtungen ist der Fall, wo y = l, der Punkt 
also em 0-fach.er Windungspunkt der Flache T, und entsprecliend die Flache eine 
einfache Kreiserganzungsflache ist, nicht ausgeschlossen. 


7 . 


Auf Grrund des im vorhergelienden Artikel gewonnenen Satzes III lafit sick jetzt 
die allgememere Aufgabe losen, zur Flache erne Funktion h = u'-\-ia'i zu be- 
stimmen, welcke fur alle vom Punkte oo^’^ verschiedenen Punkte x, y der Flache sich 
ebenso verhalt, wie die in dem Satze definierte Fnnktion ti, ftir den Punkt oo^''^ aber 
in derselben Weise unstetig wird wie eine gleich naher zu charakterisierende komplexe 
Funktion u = in dem Sinne, daB die Differenz u — u fur den Punkt oo''* 

stetig bleibt. 

Zunachst soil die Funktion u definiert werden Zu dem Ende fuhre man in 
der Flache vom Punkte B, 0 der Begrenzung aus langs des durch die Gleichung 
^ = 0 bestimmten Strahles einen mit seinem Endpunkte dem Punkte oo^’) zustrebenden 
Schmtt I, bezeichne die auf diese Weise aus der Flache entstandene, von der zum 
Radius B gehorigen v-fachen Kreislime und den beiden Seiten des Schnittes I begrenzte 
Flache mit und ordne alsdann dem durch die Polarkoordinaten r, i, 
auf Orund der Gleichung 0 = x + yi = re*' fixierten Punkte x, y dieser Flache die durch 
die Gleichung. 


w. = S In z' 




= Slnr'' + S-t + Sir’'e’' ” + +S„r’'e 





r>R^ — 


— bei der die 2 irgend welche komplexe Konstanten, die teilweise auch den Wert 

r 

Null haben konnen, bezeichnen und unter Inr” die reelle GroBe ■^J'y zu. verstehen 

1 

ist — bestimmte GroBe w, zu. Die so auf die Flache bezogene Funktion w, ist 
daim in dieser Flache, vom Punkte abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion 
des Punktestr, y, derenWerte in je zwei auf verschiedenen Seiten des Schnittes I gelegenen, 
aber demselben Werte von s entsprechenden Punkten r = r, t = 0 und r = r, t = — 2v7i 
durch die Gleichung — w~ = 2m2 verknupft smd, wenn die durch ^ = 0 bestimmte 

Seite des Schmttes I die positive, die durch t 2v7i bestimmte Seite die negative 

genannt wird. Nach diesen Vorbereitungen definiere man jetzt die Funktion u durch 
denjenigen Ausdruck, welcher aus dem ersten die Funktion w, darsteUenden Ausdrucke 
dadurch hervorgeht, daB man an Stelle der darm vorkommenden, die Konstanten fi als 
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Multiplikatoren besitzenden Funktionea von ^ ibre reellen Teile treten laBt, und be- 
zeicbne zugleicb denjenigen Ausdruck, welcher dadurch entsteht, daB man an Stelle der 
genannten Funktionen von 2 ibre lateralen Teile treten laBt, mit vi Die so definierten 
Funktionen u, v werden dann als Fnnktionen der Polarkoordinaten r, t daigestellt duich 


die Grleicbungen; 

= £ In S],r“cos + Sa^^cos + 
Vr,t = S 4 + ^ sin ^ + 


I o -r ^ 

+ COS—, 


^ 711 1 


+ S„r’ sm— , 


— 3r:7f, 


und es ist zugleieh Die Funktion u ist in der Flacbe K'^'\ vom Punkte 

oo^*') abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion des Punktes cc, y, welcbe fur jeden 
Punkt B, t des Randes von mit der durch die Gleicbung f(f) = Us,i definierten, 
einwertigen, stetigen und mit der Penode 2 vn periodisclien Funktion der reellen Ver- 
anderlicben t dem Werte nacb uberemstimmt, fur jeden vom Punkte 00^’^ verscbiedenen 
inneren Punkt der Flache stetige Denvierte nacb x und y von jeder Ordiiung besitzt 
und in derselben Ausdehnung der Differentialgleicbung Au = 0 genugt. Sie 1st zudeni 
mit der Funktion v ihrer Bntstehung gemaB fur jeden vom Punkte 00^' ^ verscbiedenen 
inneren Punkt der Flacbe verknupft durcb die Gleicbungen; 

dv du dv du 

dx dy dx 

Nacbdem so die Funktion u defimert 1st, gelangt man durcb einfacbe Uber- 
legungen zu dem folgenden, die Losung der zu Anfang des Aitikels gestellteii Aulgabo 
entbaltenden 

Satz IT. „Ist in der tiher der 2 ^Ehene ausgebredeten rtrblattngm Flache T dwch 
eine der Gletchmig mods = B entsprechende v-fache Krmhme e%ne. den {y—l)-faclten 
WindungspmM oo^’’^ enthaltende v-Uattnge Krezsergansmgs flache abyegtenzt, so exist unt 

zu dieset Kreiserganzungsflache tminer etne md nw eine Jb'umdihon «< = «'+ des du) ch 
dte FolarJcoordmaten r, t, )>«, 05/>-2Trt, auf Gvu/nd der Ql&ichung z = x yi == ref' fkmien 
PmMes X, y, dte fur jeden vom JPunUe cx)^’^ veisclmdenen Funlt der Flache emwertig und 
stetig ist, fur den PunM oo^’’^ cd)er in derselhen Weise unstehg wird wie die duich die 
Gleichmg: 

%,< = fi In fiir'^cos ^ + figr'^cos • +£„,r'^cos^, a-X-ivn, 


fur jeden vom Punkte 00^’) verschieden&n Punkt der Fldche defmerte homplexe Funktion 
— in dem Sinne, da^ die Differenz u^^t — %,t umhegrenzt wachsendem r gleichnd^g fur 
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alle ion t geyen eine von t unahlinngige Gto^e Jionveigieif — the feiner fuy jeden 

Eandjjunlt B, t nut einer vorgegehenen emneiiigen, stehgen unci mif der Periode 2vn 
j)€) lodischen lornplexen FiinMton f[t] = f(t^ -\. f"(t)i der reellen Ter anderliclien t dem Werte 
nadi uhereinstumnt, endhcli fur jeden torn Punlte oo<-5 rerscJtiedenen inneren Punkt der 

FlacJie sfetige Dennerie ij, hesifzt mid der jjartielleri Differ erihalgleicliung 

^“ = ^2 + ^ = 0 genugt. Diese Fimltion ii icii'd, uenn man nodi die eiriwerhge, sfetige 
nnd nut dei Periode 2vn jreriodisdie Funltion der reellen Ter under hdien f, rn tceldie Ti , 
fur r^B uhergeJit, nut f(t] hezeidinet, fur jeden rorn Punlte oof’> ver sduederien Punht der 
Fladie als Funltion der Polar loordinaten r, t daryesfellt clurdi die Gleidmnyeri 


(U4.) U-r,t = %,t 




211^ COB 


; — 


-m- 


r ^ R , 

Q^t>-2r 


DaC clurch die Gleichungen (TJ^) in der Tat erne Funktion u der verlangten 
Art fur jeden vom Punkte oo^*' verschiedenen Punkt der Flacke dargestellt wird, 
ergibt sich unmittelbar, wenn man die oben erwahnten Eigenschaften der Funktion u 
und zugleich die aus Satz III des vongen Aitikels sick ergebenden Eigensckaffcen des 
bier in Verbmdung mit u auftretenden Integrals berucksichtigt DaB diese Funktion u 
aber aucb die einzige derartige Funktion ist, erkennt man, wenn man beacktet, daB 
die mit einer Funktion u der verlangten Art und der gegebenen Funktion u gebildete 
Dififerenz u = u — u dadurck in eine in der ganzen Flacke K'^'^ einwertige und stetige 
Funktion des Punktes x, y verwandelt werden kann, daB man ikr fur den Punkt ooW 
fur den sie emen Wert zunackst nickt besitzt, die der Yoraussetzung gemaB existierende 
GroBe g = '\jm(u^^t — Ur^f) als Wert zusckreibt, und daB die so vervoUstandigte Funk- 

t 00 

tion u — da sie im ubrigen fur jeden vom Punkte 00 ^’^ versckiedenen inneren Punkt 
der Flacke stetige Derivierte besitzt und der Differentialgleickung Am=0 

genugt, auch fur jeden Kandpunkt B, t mit der Funktion f{i) — f(f} dem Werte nack 
ubereinstimmt — auf Grand von Satz III des vongen Artikels durck diejenigen Glei- 
ckungen dargestellt wird, welcke aus den dort angegebenen Gleichungen (Ug.) kervor- 
geken, wenn man dann u durck u, f[(p) durck f{(p) — f{g>) und f{t) durck f(t) — f(t) ersetzt. 

Zu der gewonnenen Funktion u laBt sick erne einwertige und stetige Funktion 
des in seiner Bewegung auf die Flacke nack AussekluB der Begrenzungs- 
linie r = B und des Punktes beschrankten Punktes x, y finden, welcke fur jeden 
solchen Punkt mit u verknupft ist durck die Gleichungen. 


10 
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dv du cv du 

ccb~~ cy^ dy ^ do. 

Eine solche Funktion v ist fur jeden der emahuten Puukte a, ij von vollstandig 
bestimmt, sobald man noch den Wert welchen sie fur den auf der positiven Seite 
des Schmttes I gelegenen Punkt j =/', f = 0, >'>r, besitzen soil, angibt. Enter Hinzu- 
nabme der GroBe erhalt man namlich zur Bestimmung von v die Gleicbung 


= ■y/.o + 


x,y 

r ',0 


dabei ist der Integrationsiveg fui das rechts stebende Integial nur den Bedmgungen 
unteiworfen, den Schnitt I nicht zu uberscbreiten und auch mcht Punkte der Be- 
grenzungslime y = zu enthalten. Eine Dai-stellung von v als Funktion der Polar- 
koordinaten t, t laBt sich aber aucb direkt gewinnen, wenn man die am Ende des 
vorigen Artikels durchgefubite Untersucliung und das in dieseni Artikel uber die Be- 
ziebungen zwiscben u und v Gesagte berucksicbtigt Man erbalt dann obne Mube 
fur die Darstellung; 



wobei G,, erne nui von r' und der vorgegebenen GroBe abbangige GroBe bezeicbnet, 
die als Funktion dieser GroBen erbalten wird, wenn man in der vorstebenden Gleicbung 
r, t m r',Q ubergeben MBt und die Gleicbung = 0 beacbtet. 

Die Funktion v ist fur jeden den Bedmgungen r> E, — 2vtc genugenden 

Punkt r, t der Flacbe emwertig und stetig, wird fur den Punkt oo^’'^ in derselbcn 
Weise unstetig wie die Funktion v und besitzt zudem in je zwei auf verscbiedenen Seiten 
des Scbnittes I gelegenen, aber demselben Werte von s entsprecbenden Punkten r =t, 
^ = 0 und r = r, t = — 2vn Werte, die durch die Gleicbung — v~ = — v~ == 27 t£ 

verknupft sind 

Setzt man jetzt w — u vi, so ist die so fur jeden nicbt auf der Begrenzungs- 
bnie r = E hegenden und aucb nicbt mit dem Punkte zusammenfallenden Punkt 

der Flacbe definierte GroBe w eine Funktion der komplexen Veranderlicben^! = a; + 2 /^. 
Diese Funktion w„ die durcb die Gleicbung: 


-2r7f 


/■ 


dv. 


y y 


X JL , 


r>R^ 
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dargestellt wircl, ist for jeden der Bedingung — genugenden Punkt r, t 

der Flache einwertig und stetig, tvird fur den Punkt oo'’' m derselben Weise 
unstetig wie die Funktion u\ und besitzt zudem m je zwei auf rerschiedenen Seiten des 
Schnittes I gelegenen, abei deinselben Werte you z entsprechenden Punkten r=r, f=0 
und r = r, t = — 2vn Werte, die durcb die Gleichung ic* — u'~ = — w~ = '27ii2 ver- 

knupfb sind. Unter Berucksichtigung der am Ende des Yongen Artikels durchgefuhrten 
Untersuchung erhalt man schlieBlich noch fur iv, die Darstellung: 

tc, = = 2 In r + 22 ^~ + 

+ Co + Cl (■j)'+C3 (!■)* + 

wobei 

•" — 2 J JT 

- f(9>)](iy, c„ = - ^ r [ffjp ) - f(<p)] e~'d(p 

n>0 t/ 

0 

ist 



+ 


+ '.(t) + 


r>R, 0?i^-2r’r, 



Vierter Al)schnitt. 


Integration der partiellen Differentialgleichnng A^^ = 0 fiir eine von zwei 
konzentrischen Kreisen begrenzte Ringflaeke. 

1 . 

In der Z-Ebene sei durch zwei um den Punkt z = 0 als Mittelpunkt mit den 
Radien E, B, r>r, beschnebene Kreise ^ eine Eingflache abgegienzt. Die Lage eines 
PunMes z in dieser Flacbe denke man sicb durch die fruher emgefuhrten, mit z durch 
die Gleichung; 

z = {c y^=‘ re*\ 

verknupffcen Polarkoordinaten r, t bestimmt. 

Zu dieser Rmgflache soil nun eine in der ganzen Plache einwertige und stetige 
Eunktion = «' + W'e des Punktes x, y bestimmt werden, welche fur jeden Punkt It, t 
der Eandhme ^ mit emer voigegebenen einwertigen, stetigen und mit der Periode ^n. 
periodischen komplexen Funktion f(f) = f'(t) + fur jeden Punkt B, t der Eandlinie St 

nut emer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit der Periode 2ji periodischen 
komplexen Funktion f{f) + der reellen Yeranderhchen t dem Werte nach 

ubereinstimmt, fur jeden mneren Punkt der Plache stetige Dermei-te 

besitzt und m derselben Ausdehnung der Differentialgleichung Aw = 0 genugt. 

LaBt sich eine solche Funktion w bestimmen, so ist dieselbe zugleich die einzigc 
den aufgestellten Bedingungen genugende Funktion. Nimmt man namlich an, da6 w 
eine zweite derartige Funktion sei, und bildet alsdann die DiflPerenz u =u — u, so ist w 
eine in der ganzen Emgflache einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, welche 
fur jeden Punkt der Eandhnien ^ den Wert Null hat, fur jeden mneren Punkt der 
Plache stetige Denvierte besitzt und in derselben Ausdehnung der Diflcren- 

tialgleichung A w = 0 genugt. Trennt man jetzt den reellen Teil ¥' der Funktion u von ihrom 
lateralen Teile u”z, so ergibt sich, indem man fur die beiden reellen Funktionen ¥', ¥" 
in derselben Weise schheBt, wie es im ersten Abschnitte zu Anfang des Art. 7 fiir die 
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Funktion gesclielien ist, claB sowohl die groBten Werte Cr , G" als auch die kleinsten 
Werte K', K", ■^'elclie die Funktion en ’u" in der Eingflacke uberhaupt annehmen, 
unter den fur die Eandpunkte auffcretenden Funktionswerten vorkoinnien mussen, also 
nicht von Null verschieden sein konnen, und dafi demnacli die Funktionen ii', ii" fur 
keinen Punkt der Eingflacke einen von Null veisckiedenen Wert kaben konnen. Es 
kat also auch Ti = u — u fur jeden Punkt der Eingflacke den Wert Null, oder, was das- 
selbe, die Funktion m ist nut der Funktion u identisck. Die gestellte Aufgabe besitzt 
demnack, wenn sie uberkaupt losbar ist, nur eine einzige Losung. 

Was nun die Behandlung der Aufgabe betrifft, so kann dieselbe nut Voiteil auf 
die Bekandlung der beiden einfackeren Aufgaben reduziert werden, welcke aus ikr da- 
durck keiTorgeken, daB man das eine Mai f{f) = 0, das andere Mai f(t) = 0 setzt. Lassen 
sick namlick diese beiden speziellen Aufgaben losen, und bezeicknet man die Losung der 
ersten mit U, die der zweiten mit TJ, so bildet die durck die Gleickung 11= U U 
definierte Funktion u die Losung der ursprunglick gestellten Aufgabe. Mit Eucksickt 
kierauf soil jetzt zunackst die erste spezielle Aufgabe bekandelt werden 


2 . 

Die Bestimmung der soeben definierten Funktion U, der die Bedingungen auf- 
erlegt smd, fur jeden Punkt E, t der Eandlinie ^ mit f(t) dem Werte nack uberein- 
zustimmen, fur jeden Punkt JR, t der Eandlinie ^ den Wert Null zu besitzen, soli kier 
mit Hilfe einer Metkode durchgefukrt werden, die man passend als Metkode der 
success! ven Influenzen bezeicknen kann Diese Metkode 1 st im Prinzip von E. Muephy*) 
ersonnen und spater dann von den Herren C Neumann *“) und H A. Schwarz weiter 
ausgebildet worden. 

TJm diese Metkode im vorliegenden Falle anwenden zu konnen, kat man vor 
allem die gegebene Eingflacke als dasjenige Gebiet aufzufassen, welckes der durck die 
Lmie ^ begrenzten Kreisflacke und der durck die Lmie ® begrenzten Kreiserganzungs- 
flache gemeinsam 1 st, und die Anwendung der Metkode kat dann in der Weise zu er- 
folgen, daB man auf Orund von Satz I und von Satz III des vorkergekenden Abscknittes 

■•■) MimpHY, , Elementary principles of the theoiies of electricity, heat and moleculai actions Part I (39). 
(Cambiidge 1833, S 93 — 98) 

’*'*) Neumann, 0 , TJnteisuchungen nber das loganthmische und Newton’sche Potential (Leipzig, Tenbner, 

1877, S 310—338 ) t x x: j 

***) Sohwakz, H a , tiber einen Qrenzubergang dxuch altemierendes Yerfahren — Uber die Integration der 

paitiellen Diffeientialgleiohung ® vorgeachriebenen Grenz- und Unstetagteitsbedingongen — 

(Gesammelte Werke, Bd II , S 133 — 171 ) 



80 


Viertei Absclmitt 


fur die Kreisflache Funktionen , fur die Kreiserganzuiigsflache Funktionen 

u^\ , in der Eeihenfolge iP'', m®, • dadurch bestimmt, daB man zunachst 

der far die Kreisflache zu bestimmenden Funktion die in der Anfgabe vorkommende 
Funktion f(f) als Randfiinktion vorschreibt und alsdann fur m = l,2,Z, • die Werte 
der for die Kreiserganzungsflacbe zu bestimmenden Funktion langs des Eandes ^ 
dieser Flache der Grleicbung gemaB, die Werte der fur die Kreisflache zu 

bestimmenden Funktion langs des Eandes ^ dieser Flache der Gleichung 

gemaB wahlt, so daB also 


langs des Eandes ^ der Kreisflache 

langs des Eandes ^ der Kreiserganzungsflacbe 

den Wert = /"(f), 

den Wert 

M®, den Wert 

iif\ den Wert ^0 = u^^\, 

uf\ den Wert , 

M ^ R,t R^t^ 

uf\ den Wert , 

f RftRft 


besitzt. Aus den so fur jeden Punkt der Emgflache bestimmten Funktionen u^'^\ 

laBt sich namlich eine unendhche Eeihe bilden, welche nach Hmzunahme einer gewissen 

einfachen Funktion die verlangte Funktion U hefert. 

Die Funktionen lassen sich nun auf Grand der Satze I, III, 

wenn man noch bei den auf die Kreiserganzungsflacbe sich beziehenden Integralen die 
Integrationsvariablen sich in demselben Intervalle 0 27i bewegen laBt, das hier der 

Koordinate t zugewiesen ist, fur das Innere der Flachen, auf die sie bezogen sind, zu- 
nachst darstellen durch die Gleichungen: 


Sa 


t>2 2 

a —7 


2jB? COs(i — 


27t 

■,dcp, f 


fij^) — ^L, C ^(j) 




cos j-^"" 




27t 

mw=— r?#) _ 




r<ii 2 ^ j/ i? - 2 Br cos 


\d(p^j 


27t 

2 ^ J 2 Br coa ' 


27t 

1 C 4^J 
' ^’'1 


2 yji 

r — B 


— 2J?r cos(f-^gpg)-|- r 




Diese Funktionen konnen aber auch, unter Benutzung der HiEsformeln: 
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%7t 


>Ji ® 


.H ^ = JL fl 


in 


j;g_gS«_aS 

2 q"‘BB cos < rp—(f i -f- R 
B'-q-’^B^ 


-1 

7 ^ 




COS(^ — Tbi-^7 




fl 


r<R 


bei denen zur Abktirzung g[ = JR^B ^ gesetzt ist, in independenter Form dargestellt 
werden. Die Formel (Hj,,,.) geht aus der ersten Gleicliung (IT 3 .) des Satzes HI, nachdem man 
darin y = 1 und in neuer Bezeiclinung B = B, <p = gesetzt hat, hervor, wenn man 
an Stelle von die auf der linken Seite von (H2„.) stehende, die allgemeinen Eigen- 
schaften von besitzende Funktion treten lafit und beachtet, daB diese Funktion fur 
den Randpunkt r = B, t = y/ durch den auf der rechten Seite von in ecMgen 

Klammern stehenden Ausdruck dargestellt wird Die Formel (Hj „,+!.) dagegen geht aus 
der ersten Gleichung (Uj^ ) des Satzes I, nachdem man daiin r = 1 und in neuer Bezeichnung 
cp = ifj gesetzt hat, hervor, wenn man an Stelle von die auf der linken Seite von 
(H2JH+1) stehende, die allgemeinen Eigenschaften von besitzende Funktion treten 
laBt und beachtet, daB diese Funktion fur den Randpunkt r = B, t = ip durch den auf 
der rechten Seite von in eckigen Klammern stehenden Ausdruck dargestellt 

wird. Dm jetzt die independente Darstellung der Funktionen zu erhalten, 

ersetze man zunachst bei der zweiten Gleichung des aufgestellten Systems die GroBe 
durch den ihr auf Grund der ersten Gleichung entsprechenden Integralausdruck und 
fuhre die Integration nach cp^ mit Hilfe der Formel (H!^) aus, ersetze hierauf bei der 
dritten Gleichung die GroBe durch den ihr auf Grund der eben gewonnenen 

Gleichung entsprechenden Integralausdruck und fuhre die Integration nach (p^ mit Hilfe 
der Formel (Hj.) aus; behandle weiter dann die folgenden Gleichungen der Reihe nach 
in derselben Weise. Man gelangt so zu dem Gleichungensystem: 


Jjs— 2 JSJ cos(t— 9)) + »* 

0 

2 7 t 


27 t 


27r 




27 i 

^Eq^r cos (i— 9?) + 2 *^^ 2q^Er ’ 


P-R, I 


11 
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welches die Funktionen ■ m iiidependenter Form darstellt mid sich 

von dem vorher aufgestellten auch dadurch unterscheidet, daB die links stehenden 
Grleichungen, von der ersten abgesehen, auch noch fur den Rand ® der Kreisflache 
also far }= JR, die rechts stehenden anch noch fur den Rand ^ der Kreiserganzungs- 
flache also fur r = R gelten Setzt man namlich in der die Funktion *4!“^ bestimmen- 
den Grleichung i = It, so geht das auf ihrer rechten Seite stehende Integral infolge der 
Beziehung q= in das die GroBe darstellende Integral hber, mid entsprechend 

geht, wenn man in der die Funktion bestimmenden Gleichung r = E setzt, das 

auf ihrer rechten Seite stehende Integral in das die GroBe darstellende Integral 
uber Durch das letzte Gleichungensystem werden also, wenn man noch die Gleichung 
= f(t) hinzummmt, auch die vorher fur die Funktionen • aufgestellten 

Randbedmgungen zum Ausdruck gebracht. 

Bezeichnet man jetzt fur m = l, 2, 3, den Wert, welchen die Funktion 
im Mittelpunkte der Kreisflache besitzt, nut Wert, welchen die Funktion uf”t^ 

im Punkte oo der Kreiserganzungsflache besitzt, mit so daB also 






'0,t 


Sn: 


u 


(2m) ^ 


271 

lini«(^r^ = ^ Jfi(p)d<p 


ist, versteht unter G den groBten der Werte, welche mod f(t) uberhaupt annehmen 
kann, und wendet auf die den Ditferenzen und entsprechonden 

Ausdrucke die von der Formel (F'.) in Art. 5 des zweiten Abschnittes nur durch die 
Beze:^chnung sich unterscheidende, fur je zwei der Bedingung > s ^ 0 genugende reelle 
GroBen jp, s geltende Formel: 


StT 

[2 at 2jpsC0S (^ — 9 ) + ^'* 
0 




arc sin 



an, so erhalt man, wenn man noch die fur jedes der Bedingung 0 ^ ^ < 1 genugende x 

geltende TJngleichung — arc sin a; a; beachtet, die im folgenden zur Verwendung kommen- 
den Beziehungen: 

mod mod ^ 

von denen die erste fur jedes der Bedingung r ^ R, die zweite fur jedes dor Bedingung 
r'^E genugende r gilt, und bei denen q seiner Definition gemaB die zwischen 0 und 1 
gelegene Zahl E^E~^ vertritt. 
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Um nun die gewimschte Funktion Z7 zu erhalten, bilde man aus den zu der 
Ringflache bestimmten Fuhktioneu unendliche Reihe. 


[u% - <>] - K-3 - + [4!>. - - 4‘’] + 


Diese Reihe konvergiei-t unabhangig von der Anordnnng ihrer Glieder und zudem fur 
alle Punkte r, t der Ringflache m gleichem Grade, da die nut den Modiiln ihrer 
Glieder gebildete Reihe, wie die soeben fur diese Moduln gewonnenen Beziehungen 
zeigen, fur alle Punkte r, t der Ringflache in gleichem Grade konvergiert Beachtet 
man dann noch, da6 ein jedes Ghed der Reihe erne m der ganzen Rmgflache eimvertige 
und stetige Funktion des Punktes r, t ist, und da6 infolge der fur >k = 1, 2, 3, • 
geltenden Beziehungen = = und der Gleichung 

u^^'^f = f(t) die Summe der ersten 2m Gheder der Reihe fur r = R den Wert Null, die 
Summe der ersten 2«z + 1 Gheder der Reihe fur den Wert — hat, so 

erkennt man, claB chese Reihe eine m der ganzen Ringflache emwertige und stetige, nut 
zu bezeichnende, Funktion des Punktes ?, t darstellt, welche fur jeden Punkt R, t 
der Lime ® nut f(t) — clem Werte nach ubereinstiinmt, fur jeden Punkt R, t der 
Lime ^ dagegen den Wert Null hat. 

Die so eihaltene, durch die Gleichung: 


{!•) 


j-;.,- [<i- ■*?>] - [<>,- ■‘2’] + [<>,- 4”] - K>,- <e] + 




fur die ganze Ringflache definierte Funktion F,^t besitzt aber auch fur jeden im Innein 

dF dF 3“F F 

der Ringflache gelegenen Punkt i, y stetige Dermerte genugt zu- 

dem in derselben Ausdehnung der Differentialgleichung AJ'=0 Um dieses einzusehen, 
beachte man zunachst, daB aus dem letzten die Funktionen w'®', darstelleu- 

den Gleichungensysteme die fur ?w = l, 2, 3, und jedes der Bedmgung R ^ r < R ge- 
nugende r geltenden Gleichungen: 








-ijfm 


q”'S 




dtp 


folgen, bei denen g = re*\ ^=Re^' ist und unter 91 1 | der reelle Teil des zwischen 

den beiden Vertikalstnchen sich findenden Ausdruckes zu verstehen ist. Bildet man 
dann aus den hmter 9i stehenden Ausdrucken die unendliche Reihe: 


f g”*g 

und beschrankt die Bewegung des Punktes 0 , der eben genannten Bedingung R ^ r < R 

11* 



84 


Vieiter Abschnitt 


entspiethend, auf die vou den Pankten des Eancles ^ verschieclenen Punkte der Rmg- 
flciclie, so konveigiert diese Eeihe, da g" < 1 ist, fur alle in Betiacht koinmenden Werte- 
paaie ^ = re", ^=2?e''’‘ nnabkangig von der Anordnung ihrer Glieder und zudem in 
gleicliem Grade Daiaus folgt aber zunachst, daB diese Keibe, deren Glieder stetige 
Fiinktionen von cp sind, bei festgehaltenem s eine stetige Funktion der reellen Yer- 
anderlichen <f darstellt, und weiter, daB das von 0 bis ‘in erstreckte Integral des aus 
dem leellen Teile des Eeihenweites durcb Multiplikation mit f{(p)d(p gebildeten Diffe- 
rentials gleich ist der Summe der von 0 bis 2n erstreckten Integrals derjenigen Diffe- 
rentiale, welche aus den reellen Teilen der einzelnen Glieder dei Eeihe durch Multiplikation 
nut f{(f)d(p entstehen. Auf Grund dieser Beziehung laBt sich jetzt die Funktion F,^„ 
nachdem man die Glieder der sie definierenden unendlichen Eeihe durch die dafur auf- 
gestellten Integralausdrucke ersetzt hat, fur jeden nicht auf dem Eande ^ gelegenen 
Punkt •}, t der Eingflache darstellen durch die Gleichung: 


(2) 








0 ^ t<2jt 


Kann man nun von der auf der rechten Seite dieser Gleichung zwischen den beiden 
Yertikalstnchen stehenden unendhchen Eeihe, deren Wert nur von dem Yerhaltnis der 
GroBen s, ^ abhangig ist, noch zeigen, daB sie in der Eingflache nach AusschluB des 
Eandes ^ erne einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen z ist 
Oder, was dasselbe, sich in eine nach Potenzen von z mit ganzen Exponenten fort- 
schreitende Eeihe uberfuhren laBt, so ist damit bewiesen, daB die Funktion F,^i, wie 
behauptet wurde, fur jeden im Innern der Eingflache gelegenen Punkt x, y stetige 

77 ” 77 ^ ^^ 77 ” 

Denvierte besitzt und zudem in derselben Ausdehuung der partiellen 

Differentialgleichung AF=0 genugt Zum Zwecke der Gberfuhrung verwandle man 
nun die vorliegende Eeihe zunachst, mit Hilfe der Qleichungen. 


— 1 „ 




n = eo 

2 

n = l 




in die zweifach unendliche Eeihe; 



msoo n — oo 


.1 .1. ((«-!)'- (^ir 


und fasse bei dieser Eeihe einen jeden der beiden durch das Minuszeichen verbundonen 
Terme als ein Glied auf Kehrt man alsdann bei dieser neuen Eeihe, indem man beachtet, 
daB sie unabhangig von der Anordnung ihrer Glieder konvergiert, weil die mit den 
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Moduln ihrer Grliodpr gebildete Rpihe koiivergiert, die Summationsordiiung um und 
fiihi-t (he Summation nach m aus, so entsteht die gewunschte Reihe: 


5" — — 



R<f <R, 


bei welchei cler dem Summenzeichen lieigefugte Accent andeiiten soil, claB fur den 
Summationsbuchstaben n der Wert Null ausgeschlossen ist 

Aus der durch die Crleichung (1 ) deflmerten, nach Emfuhrung der eben gewonnenen 
ileibe m die G-leichung ('2.) fur alle Punkte der Ringflache durch die Gleichungen. 


(^) 







B^rCjR, 


dargestellten Funktion F erhalt man jetzt sofort die zu Anfa.rig dieses Artikels ver- 

P 

langte Funktion U, indem man — bei positivem p unter In » die reelle GroBe f— 

• f ^ 

verstehend — die durch die Gleichung. i 


In- 




B 


1 ^ 
In -=- 

B 


1/(1) 
•‘0 > 


Q<t<2jty 


dehnierte, emwertige und stetige Funktion L des Punktes x, y der Ringflache hinzuaddiert. 
Diese letztere Funktion verhalt sich namlich im Innem der Ringflache, da In r = 91: | In J 
ist, geradeso wie die Funktion F, msofern als sie dort fur jeden Punkt x, y stetige 

Dermerte besitzt und der Differentialgleichung Ai = 0 genugt, wahrend 

das Vorhalten der Funktionen F und L an den Randlimen ^ und £ der Ringflache 
durch die Gleichungen = F^t = Q, charakterisieit ist 

Infolgedessen genugt die Funktion L-\- F den samthchen fur die Funktion TJ auf- 
gestellten Bedingungen, und da uberdies, nach dem m Art. 1 dieses Abschnittes Be- 
wiesenen, eine zweite diesen Bedingungen genugende Funktion nicht existiert, so be- 
steht die Gleichung U=L + F Die verlangte Funktion U wird dahei, wenn man 
noch die Konstante durch das ihr entsprechende Integral ersetzt, fur alle Punkte 
der Ringflache dargestellt durch die Gleichungen' 




wobei fi = re*', JSe'*", ist. 




ns —00 


R^r<Rj 
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3. 

Die am Ende des Aid. 1 an zweiter ^elle definierte Funktion U, der die Be- 
dingungen aiiferlegt siiid, fur jeden Piinkt R, t der Bandlinie ^ mit f(t) dem Werte 
nach ubeieinzustimmen, fui jedeii Punkt R, t der Eiandlinie ^ den Wert Null zu be- 
sitzen, kann, wie aus dem Yorheigehenden unmittelbai ersichtlich ist, ebenfalls duich die 
Methode dei snccessiven lufluenzen erhalten werden Unter Benutzung der im vorigen 
Artikel fur die Punktion U gewonnenen Darstelliing laBt sich aber die Funktion U 
auch dm-ck das folgende, einfachere Yerfakren eikalten 

Man ordne aUgemein dem Punkte }.t der Emgflacke den diiick die Gleickung: 


bestimmten Punkt r\ t derselben zu, beackte, daB infolge dieser Gleickung einem inneren 
Punkte r, t der Emgflacke em ebenfalls im Iiinein derselben ^legener Punkt dem 
Punkte R, t der Eandlime ^ der Punkt R, t der Eandlmie dem Punkte R, t der 
Eandlinie t der Punkt R, t der Eandlmie ^ entsprickt, und definiere alsdann fur die 
Eingflache erne Punktion U des Punktes r', t durck die Gleickung t>ei ^er r, t 

den dem Punkte r, t entspreckenden Punkt bezeicknen soil. Diese Punktion U wild 
dann fur jeden Punkt r, t der Emgflacke durck diejenigen Gleickungen dargestellt, 
welcke aus den am Ende des vorigen Artikels fur die Punktion U gewonnenen Gleickungen 

kervorgeken, wenn man darm )' = setzt. Man erkalt aut diese Weise, wenn man 

nock beacktet, daB erne GioBe jR]- | ikren Wert nickt andert, wenn man in dem 
zwiscken den beiden Yertikalstricken sick findenden Ausdrucke allentkalbon i duick 
ersetzt, fur die Punktion U die Gleickungen: 








wobei / = rV', \=-R^‘ ist ^ 

Was nun die Eigensckaften der Pimktion U betnflft, so folgt zunackst aus der 
die Punktion XJ fur jeden Punkt /, t der Emgflacke definierenden Gleickung 
— da erne in der ganzen Emgflacke einwertige und stetige Punktion des Punktes t, t 
ist, und der Gleickung (G.) zufolge emer m der Emgflacke stetigen Funktion des 
Punktes r, t immer eine in der Emgflacke stetige Punktion des Punktes r, t entsprickt, 
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auch ist — daB die Funktion IT eine m der ganzen Eingflache ein- 

wertige und stetige Funktion des Punktes r, t ist, welcke fur jeden Punkt R, f der 
Eandlinie ^ mit f(t) dem Werte nach ubereinstimmt, fur jeden Punkt E, f der Eand- 
linie ^ dagegen den Wert Null hat. Die Funktion U besitzt abei aueh fur jeden 
im Innern der Kreisflache gelegenen Punkt x' = r cos t, y' = r' sin t stetige Denvierte 

A Tr 

If’’ IsF' dy^ zudem in derselben Ausdehnung der Differentialgleichung 

Ar^=0, da bei der eben gewonnenen, die Funktion U fur alle nicht auf der Eand- 
linie gelegenen Punkte darstellenden Gleichung die zwischen den beiden Yertikal- 
stnchen stehende unendliche Eeihe eine in der Eingflache nach AusschluB der Eand- 
linie M einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen = 
darstellt, und In /= 9t| In £f'| ist. Beachtet man nun noch, daB die Funktion f(i), nut 
der die Funktion IT langs der Eandlinie £ ubereinstimmt, nur der Bedmgung unter- 
woifen ist, eine einwertige, stetige und mit der Periods 2?i penodische komplexe Funktion 
der reellen Veranderlichen t zu sein, und im Eahmen dieser Bedmgung von Anfang an 
beliebig gewahlt werden konnte, so erkennt man, daB die vorher gewonnenen, die 
Funktion U fur jeden Punkt r', t der Eingflache darstellenden Gleichungen, wenn m^ 
darin an Stelle der Funktion f(f) die den gleichen Bedingungen unterworfene Funktion /\f) 
treten laBt und entsprechend f(g}) durch f((p) ersetzt, auch den Accent bei r' unter- 
druckt, eine Funktion des Punktes r, f der Eingflache hefern, welche den samthchen 
der Funktion IT auferlegten Bedingungen genugt und infolgedessen — da nach dem in 
Art. 1 dieses Abschnittes Bewiesenen eine zweite diesen Bedingungen genugende Fimktion 
nicht existiert — mit der Funktion U identisch ist Die verlangte Funktion' IT wird 
dalier fur alle Punkte der Eingflache dargestellt durch die Glleichungen: 







wobei 2 = re*', ^ = Ee^’, q = E'E * ist. 


R<r^R, 


4 . 

Die Darstellung der in Art. 1 dieses Abschmttes verlangten Funktion u kann 
jetzt auf Grund der Gleichung u = IT+U sofort erhalten werden, wenn man beachtet, 
daB f&r jeden inneren Punkt r, t der Emgflache sowohl die fur als 

auch die fur IT^^i, S<r^R, gewonnene Gleichung besteht, und daB Da, « = /(#), 27jj,,= 0, 
= ist. Die Funktion u wird demgemaB, wenn man noch die GrbBen 
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z, t , I, q durch die ihiien entspreehenden Ausdrucke ersetzt, auch fur | • | den reellen 

Teil des zwischen den beiden Verfcikalstiichen sicli findenden Ausdruckes setzt und die 

9* = +OU 71 =00 

dann auftretendeii Reihen der Gleichung ^ ^^itsprechend um- 

7l = — 30 71 = 1 

fomit, fur alle Punkte der Eingflaclie dargestellt durcli die Gleicliungen: 


q 27r 

"" E 0 0 


27r 

y f /w[ A 


+ i 1^/ m'v +if m { I »»» * 


In 

It 0 






R <7 < li , 
0 < t <^ 7 t , 


Das so eihaltene Resultat bildet einen speziellen Fall des Eesultates, welches Herr 
0 Neumann'*") bei semen Untersuchungen uber die Integration der Differentialgleichung 
Au = 0 fur eine von zwei Niveaukurven begrenzte Eingflache auf einem von deni hier 
eingeschlagenen Wege durchaus verscbiedenen Wege erbalten hat. 

Das gewonnene Eesultat kann nun unnnttelbar von der vorliegenden , in der 
Z-Ebene koiistruierten Eingflache auf eine Eingflache ubertragen werden, welche in der 
uber der .^-Ebene ausgebreiteten «-blatterigen Flache T durch zwei um den 0-fachen 
Windungspunkt z = a als Mittelpunkt mit den Eadien R,It, r>r, beschriebene, keinen 
eigentlichen Windungspunkt der Flache umschlieBende Kieislimen ^ abgegrenzt 1 st. 
Man braucht zu dem Ende nur die Punkte z dieser neuen Eingflache auf ein Polar- 
koordmatensystem zu beziehen, welches den Punkt z = a zum Pol und den von diesem 
Punkte in der positiven Eichtung der A-Achse ausgehenden Strahl zur Polarachse 

hat, also - 

z = x + yi = a + re^’, 

zu setzen und alsdann die fur u erhaltenen Gleichungen auf den Punkt r, t dieser Ring- 
flache zu beziehen Man erhalt so schheBhch als Resultat der in diesem Absclinitte 
durchgefuhrten Untersuchungen den folgenden 

Satz V. ,^Ist in der uber der ZrJEbene ausgebreiteten n-Uattngen Flache T du/rch 
0 wei um den O-faclien WindungsjpunU z = a als Mittelpunkt mit den Radien R^ R^ R>ny 


*) Neumann, C , Tiber die Integration dei partiellen Differentialgleicbnng Journal fur die 

reme und angewandte Matbematik, Bd 69 (S 336—366, S 359) Yeigleiohe auch Souwaez, H A, Zur Intogiation 
der partiellen DiiFeientialgleichung = 0 (Gesammelte Werke, Bd II, S 176—210, S 206—210) 
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iescJuiehene, Jcenien eigenthclK'n ^Vutchtnti'ipiiiild ilei Flat he Kteidinieu 

eine Bingflaclie abgeyienzf, so zu (hesPi Jtntgfimlip imntpi enip iind yun pihp in dei 

ganzen Bingflarlie enniPitige mid sfefic/p Fmiltmi ii = i(-^u''i dps diinJi dip Folm loot diiiafen 
!, t, aiif Giund dpi Glpidititig z= i F gt ^ + > d' fhipitpii Fmiltes x. y, 

uelclie fit) geden Ptndd Ji, f der Bmidhnie ^ mif piiipi voigegphpiieii pinireifujeii. stetigen 
mid mit dei Peiiodp 2 ti peimlisilten koiiijdeipu Fmddion fd] = f\t)Ff”d)i, fm jpden 
Pinikt JR, t del Bandliuie ^ md eiiiei voigpgebpiiPii puiiipitigpii, stptigen mid nut del Peitode 
2jt peiiodisclieii loni^lexen Fmiltioii fd) = f'{f) + f'\t)i dei leelJeii Tpiandeilitlieii t deni 
Weite iiacli uhpiPiiisfiniiiif , fm jedeii iiiiipipii Pmilt dei Euigfhiche stefige Peniieite 
fx’ 1^’ ^esifzt mid in deisidlipii Aiisdehiimicj dei ijaifieUeii Diffei entldlgJeiclniiig 

A2« = |^ + |^ = U genugt. Biese Finiltioii u and fm (die Punkte der Riiigfluche als 
Funktion dei Polarloordiiicdeii i,f diiigesfellt dmrli die Gleieluingen ' 


R<r<Ey 

0<t<27iy 


6 . 

Es sollen jetzt noch fur den besonderen Fall, wo f{t), f(t) reelle Funktionen 
smd, zu uJid entsprechend fur den allgemeinen Fall, wo f(t), fit) nicht der Be- 
schrankung, reell zu sein, unterworfen sind, zu modtt,^^ nioglicbst enge Scbranken, aus 
denen der Wert der genannten GroBen bei festem r und sich toderndem t nicht heraus- 
tritt, ermittelt werden. 

Man setze zunachst zur Abkurzung’ 


Ji<r<R, 


7 ^ = oo n %n — n 


in— n = oo n -pn -« 

'‘b 


0 

In — 


^ iit/* l.¥ i ‘'f 

E 0 0 


R,t~~ /"(O’ 


UR,,-=f{t). “ 


P-B, I 


12 
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es laBt sich dann u fur alle Punkte der Eingflache als Fmiktion der Polarkooidinaten 
i, t auch. darstellen durch. die Gleichungen. 

2 t: 

Vr,t = ^ r + h ff(fp)lAv) 

X R<)<IL 

0 0 ^ 

Die neu eingefuhrten, die GroBeu },t als Parameter enthaltenden reellen Funk- 
tionen gr,i(<p), g,,t(,(p) haben, wie auch / , f im Rahmen der Bedingungen JRo <R, 0^t<27i 
gewahlt werden, fiii kein in Betracht kommendes (p einen negativen Weit Zum Be- 
weise dieser Behauptung nehme man an, daB die auf den Punkt R<ro<R, der 

Eingflache bezogene Funktion fur einen der Bedingung gentigenden 

Wert (Pq von cp einen negativen Wert babe, also Dann kann man, da 

g,^A(p) nach fruher Bewiesenem eine stetige Funlrtion der leellen Veranderlichen (p 
ist, eine von (p^ verschiedene, der Bedingung genugende Zahl cp^ von der 

Art angeben, daB gr^^tSg^) fur jedes zwischen % und cp^ liegende (p einen negativen 
Wert besitzt LaBt man nun in dem soeben fur u aufgestellten Gleichungensysteme 
an Stelle der Funktion f(^) die Null, und zngleich an Stelle der Funktion fif) erne 
einwertige, stetige und mit der Periode 2n periodische reelle Funktion von t treten, 
welche fur jedes nicht zwischen cp^ und (p^ liegende, der Bedingung 0^t<.27i genugende t 
den Wert NuU, fur jedes zwischen % und 9 ^ liegende t dagegen einen positiven Wert hat, 
so erhalt man eine reeUe Funktion u von der im Satze V deflmerten Art, welche fur 
den im Innem der Eingflache gelegenen Punkt r^, aber fur keinen auf emer der Eand- 
linien der Eingflache gelegenen Punkt emeu negativen Wert besitzt Dieses Ver- 
halten der gewonnenen Funktion it widerspncht aber dem schon in Ait 1 benutzten 
Satze, daB sowohl der groBte wie der kleinste Wert, den erne solche Funktion u in 
der Eingflache uberhaupt annimmt, unter den fCir die Eandpunkte auftretenden Funk- 
Uonswerten vorkommen muB. Die Annahme < G hat also auf einen Widerspriich 

gefuhit und ist daher als unzulassig zuruckzuweisen Damit 1 st aber der erste, auf die 
Funktion g,,t{9) sich beziehende, Teil der aufgestellten Behauptung bewiesen, und es 
kann auf dieselbe Weise auch der Beweis fur den zweiten, auf die Funktion '(}r,t{(p) sicli 
beziehenden, Teil der Behauptung erbracht werden 

Nachdem jetzt feststeht, daB die Funktionen gr,t{(p), gr,t{<-P\ GroBen r, t 

im Eahmen der Bedingungen B<r<B, 0 ^#< 2 ?r gewahlt werden, fur keinen Wert 
von (p einen negativen Wert haben, betrachte man zunachst den besonderen Fall, wo 
f(t), f(t) reelle Funktionen sind. Setzt man dann, unter ii, X die kleinsten, unter 
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Tr, Ct die groBten den Funktionen f\t\, f\t\ beziehiingsweise zukominenden Werte ver- 
stehend, in letzten fur f aufgestellten Ausdiuck an Stelle von f^'qu f cf j dab 

eine Mai A, A. das andere Mai G, G beziehungsweise so gewinnt man fur die 

gunstigste untere und die gunstigste obere Scbranke und erbalt schlieijlich . wenn man 
noch die Gleichungen 

In — 

■hfo'M) = - J- 

beachtet, die geminscbte, aucb nocb ftir r=E und r = A geltende, Formel: 

In A- In A In A In A 

1 *1 -tC ^ _/t . Jth 

In — In — In — In — 

It S B Jt 

Sollen dagegen in dem allgememen Falle, wo die Funktionen f(f), f{t) nicht der 
Beschrankung, reell zu sein, unterworfen smd, fur mod i(,^i moglicbst enge Scliianken 
eimittelt werden, so leite man zunachst aus der fui aufgestellten Gleicbung unter 
Anwendung des in Art. 3 des zweiten Abschmttes bewiesenen Modulsatzes die TJngleicbung 

27t 

mod ^ ^/mod cl(p + ^ fmod [/(y)] d cp 

0 0 

ab und beacbte, daJB man fur den auf der recliten Seite dieser TJngleicbung stebenden 
Ausdruck die gunstigste obere Scbranke gewinnt, wenn man darin, unter G, G die groBten 
den Funktionen mod f(f), mod f(t) beziebungsweise zukommenden Werte verstebend, 
an Stelle von mod A(^), mod f(<p) die GroBen G, G beziebungsweise treten laBt Fubrt 
man dann nocb die Integrationen aus, so erbalt man scblieBlicb die gewunscbte, aucb 
nocb fur i = A und ) = JR geltende, Formel: 

In A _ In A 

0 ^ mod ^ G — — + G — ^ 

In — In — 

E B 
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Fiinfter Abschnitt. 


Integration der partiellen Differentialgleielmng A« = 0 fiir eine Riemann’sclie 
Flache T bei vorgegebeneii Unstetigkeitsbedingnngen. 


1 . 

Die in Art 3 des dritten Abschnittes eiiigefuhite, uber der Z-Ebeiie ausgebreitete, 
«-blattrige, gescblossene Eiemann’scbe Flache T besitzt der Yoraiissetzung gemaB eine 
endlicbe Anzabl von Windungspuntten, die teilweise oder aucb insgesamt von hoherer 
als der ersten Ordnung sein konnen. Siebt man nun einen (»/— l)-facben Windungs- 
punkt, insofem als derselbe stets duicb Zusammenrucken von 1) passend gew&Jilten 
einfacben Windungspunkten erzeugt werden kann, als aqnivalent an mit (v — 1) ein- 
facben Windungspunkten und bezeicbnet die Anzabl der einfacben Windungspunkte, 
welcbe der Flacbe T bei dieser Art der Zablung zukommen, mit lo, die Zabl, welcbe 
den Zusammenbang der Flacbe angibt, nut 2p-t-l, so bestebt zwiscbeii den ganzen 
Zablen n, w, 2> stets die Beziebung tv = 2(j)+n—l)/) Der spezielle Fall tv = 2n — 2, 
^ = 0 ist bei den folgenden Betracbtungen ausgescblossen 

Die (2p + l)-facb zusammenbangende Flacbe I kann auf die verscbiedensten 
Weisen durch 2j) Querschnitte in eine einfacb zusammenbangende Flacbe T' ver'wandelt 
werden."’* **) ) Das fur die weiteren Untersucbungen zweckmafiigste Querscbnittsystem 
ergibt sicb auf folgende Weise (s Pig. 4). Man fixiere in der Flacbe T irgend einen nicbt 
mit einem Windungspunkte zusammenfallenden Punkt und ziebe von ibm aus einen 
ersten die Flacbe nicbt zerstuckelnden Querscbnitt, der zu einem von c/), verschiedenen 
seiner Punkte zuruckkebrt. Dieser Querscbnitt setzt sicb dann zusammen aus einem 
gescblossenen Scbnitte und einem Scbnitte c^, welcber von ausgebt und m den 
Scbnitt mundet. Bei dem Scbnitte soil die eine Seite als die positive, die andere 
als die negative bezeicbnet werden, und zwar sei die Bezeicbnung so gewablt, daB bei 

*) RmuANN, B , Theone der Abel’schen Functioaen I, Art 7 (Gesammelte Werko, 2 Aufl , S 88—144, 
S 113, 114) 

**) RmiujsN, B , Tbeone der Abel’schen Fnactaonea I, Art 3, 11, Art 19 (Gesammelto Werke, 2 Aufl, 
S 88—144, S 104, S 129, 180) 
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einem positiven. d.h. clem positiren Dreliimgssimi desPolarkoorcliuatensystems entsprechen- 
den, Umlauf um den Punkt der Schnitt c\ von der positiven zur negativen Seite hin 
uberscliritten v^ird, bei clem Schnitte dagegen soli diejenige Seite. auf ivelcher dei 
Schnitt mhndet, als positive, die andere als negative angesehen Tverden Einen zweiten, 
mit zu bezeichnenden, Qnerschnitt ziehe man jetzt von dem dei negativen Seite cles 
Schmttes und der positiven Seite des Schnittes gememsam angehorigen Punkte aus 
durch die Flaehe bis zu demjenigen Punkte auf der negativen Seite des Schmttes , ivelcher 



dem Ausgangspunkte gegenuber liegt, und nenne bei diesem Schnitte \ diejemge Seite, 
auf welcher der Schnitt mundet, die positive, die andere die negative Die auf 
diese Weise aus der Flaehe T entstandene, von den heiden Seiten der Schmtte 
begrenzte Flaehe ist eine ( 2 jp — l)-fach zusammenhangende Diese Flaehe verwandle 
man nun, mdem man, wiederum vom Punkte ausgehend, in derselben Weise, vde 
es vorher bei der Flaehe T geschehen ist, zwei aus drei Teilen c^, a^, bestehende 
Querschnitte zieht, in eine (2_^— 3)-fach zusammenhangende Flaehe und fahre so fort, bis 
man zu einer einfach zusammenhangenden Flaehe kommt, ziehe dabei aber die Schnitte 
C3, • • , Cp so, dafi die Schmtte c bei einem negativen Umlauf um ihren gememsamen 
Ausgangspunkt 0 *^ in der Reihenfolge c^, c^, c^, , Cp uberschntten werden. 

Die in angegebener Weise aus der Flaehe T entstandene einfach zusammenhangende 
Flaehe, deren Begrenzung von den beiden Seiten der Schnitte c„, v=i,2, ,i>, gebildet 
wird, soli mit T bezeichnet werden. Ist hier oder im weiteren Verlaufe der Arbeit 
kurzweg von Schnitten oder Kurven die Rede, so smd darunter ausschlieBlich solche 
zu verstehen, welche aus einer endlichen Anzahl von Stucken algebraischer Kurven 
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zusammenge&etzt smcl, also auch aus Streckeii oder Kreishogen bestehen konnen, und 
demnach im allgemeinen, also etwa abgeseben von einzelnen Punkten, erne bestimmte, 
beim Fortschreiten auf der Kurve ihre RicMung stetig andernde Tangente besitzen 
Speziell in bezug auf die Schmtte a, h, c aber soil vorausgesetzt werden, daB dieselben 
sich ans einer endlichen Anzahl von Stiicken gerader Linien zusamniensetzeii Diese 
Bedingung koinnit nnr fur die in Art 10 durclizufuhreuden Untersuchungen in Betracht 
und kann spater, nachdem das Endiesultat erkalten ist, leicbt abgestreift werden. An 
Stelle des Punktes der Flache T, von dem die p Schnitte c^, c^, , aiisgehen, 

Sind bei der Flache T p Begrenzungspunkte getreten, die in dei Weise dnrch 1^,%, , fj, 

bezeichnet werden sollen, dafi f, den der negativen Seite von c,, und der positiven 
Seite von c, gemeinsam angehongen Punkt bedeutet Dagegen sollen die fiinf ziir 
Begrenzung von T' gehorigen Punkte, welche an Stelle des den drei Schnitten 
a,, Z)., c,, ('= 1 , 2 , ,P) gemeinsamen Punktes dei Flache T getreten sind, in der aus dei 
Figur zu ersehenden Weise dnrch p,,, q,, r,, 1, bezeichnet werden Endhch sollen 

zwei Punkte der Begrenzung von T', die sich nur dadurch unterscheiden, daB der eine 
auf der positiven, der andere auf der negativen Seite eines Schnittes a,., h,. oder c, liegt, 
und denen daher derselbe Wert von 2 zukommt, entsprechende Begrenzungspunkte 
genannt und allgemem durch c?'’", bezeichnet werden 

Bei der Begrenzung der Flache T' soil als positive Richtung des Durchlaufens 
diejenige bezeichnet werden, welche zu der ms Innere von T geiichteten Normalen 
der Begrenzungslinie ebenso liegt wie die positive Richtung der X-Achsc zur positiven 
Richtung der Fi-Achse Diese positive Richtung des Durchlaufens ist in der Figur 
dutch Pfeile angedeutet. Infolge der uber die Schnitte gemachten Voraussetzungen 
besitzt die Begrenzung der Flache T' eine bestiramte, mit A zu bezeichnende, Lange, 
und man kann daher die Lage ernes Punktes ^ der Begrenzung dadurch eindeutig 
bestimmen, daB man die Lange A desjenigen Stuckes der Begrenzung angibt, welches 
man, vom Punkte in der Richtung des Pfeiles ausgehend, durchlaufen muB, um 
zum Punkte cf zu gelangen Die Zahl A, oii<-/, soil die Koordinate des Begrenzungs- 
punktes genannt werden. 


2 . 

Es moge unter /■= /"(A) = /'(A) + /^'(A)^ eine durch die Koordinate A, als 

unabhangige Veranderliche, auf die Begrenzung der Flache T bezogene Funktion ver- 
standen werden, die fur jeden Punkt der Begrenzung einen bestimmten, mit zu 
bezeichnenden, Wert besitzt, beim l?bergang des Punktes S' zu emem benachbarten S' 
eine zugleich mit der Lange des Bogens SS gegen Null konvergierende Anderung 
erfahrt, und deren, allgemem mit /■+, f- zu bezeichnende, Werte in je zwei durch 
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einen und denselben der Schnitte (i,h, c getrennten Begrenzungspunkten cP~ durcli 
eine und dieselbe Gleichung in der Weise verknnpft sind, dafi 

kngs a,{f^=A,f- + %, 

(Sj langs ig,, ,= 12 , 

kngs f, [f+= f-, 

ist, wobei ^4.,, 5,, §{,, 35,, >= 1 . 2 , .p, Konstanten bedeiiten. Die Konstanten ^4,, 5,, ,p, 

sollen den Bedingungen ^, + 0, + 0 unterworfen sein, da weder im Falle A, = 0 

nocb im Falle B, = 0 von einer Verknupfung der Werte langs des betreffenden 

Schnittes, a, oder I,, die Eede sein konnte Zivischen den Eonstanteii A,, 'SS, 

nnd den Werten, welche die Funktion f in den Punkten p,, q,, r,, t, besitzt fs Fig 4), 
besteben dann auf Grund der Beziehungen (S) die Gleicbungen: 

ij = 2 .) 4=.4,A.+2t,„ 

3.J 4.; /;_=E, 4 +SB., 

5) f.-f,., 


und man erkennt, indem man die aus den ersten vier Gleicbungen durcb Elimination 
der GroBen sicb ergebenden Gleicbungen' 


/*§,,= 4,,+ A 35, + 21, , 




mit der Gleicbung 4,, = 4,, kombiniert, da6 die bei emer solcben Funktion auffcretenden 
4jj Konstanten Ay, By, 21,, 25, „ >= 1 . 2 . durcb die p Relationen 


(S'.) 




verknupft sind. 

Sind umgekehrt irgend 4p den p Gleicbungen (S'.) und den Bedingungen .4„4=0, 
J5,+ 0, »'=i, 2 , ,p, genugende Konstanten .4,,, E,, 2(,,, 25„ ’= 1 . 2 , ,p, gegeben, so lassen sicb 
dazu immer unbegrenzt viele Funktionen bilden, welcbe dieselben Eigenscbaften besitzen 
wie die eben betracbtete Funktion f. Zur Herstellung einer solcben Funktion f nebme 
man zunacbst die p Werte 4,? -p? sowie den Wert 4 = 4,"" "" 4p willkPrlicb 

an und bestimme bierauf mit Hilfe der Gleicbungen 1), 2.), 3.), 4) die 4p Werte 
4,.’ 4,,) 4,> 4,,> >p* Infolge der Bedingungen (S') ist dann die Gleicbung 4,, = 4 

jedes V von selbst erfullt Wablt man jetzt die Werte der berzustellenden Funktion /“fur 
die negative Seite eines jeden der Scbmtte a, h, e unter Festbaltung der scbon bestimmten 
Werte 4 > 4 ’ 4 > ftr ft so, daB f fur die ganze negative Seite eines jeden der Schnitte 
a, b, c eine einwertige und stetige Funktion der Koordmate A 1 st, und bestimmt alsdann 
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die Werte der Funktion f fur die positive Seite eines jeden der Schnitte a, b, c den 
Gleichungen (Sj gemaB, so ist daunt eiue Funktion f der verlangten Art h.eigestellt 
Zugleich. erkennt man, daB sich auf diese Weise zu den gegebeneii Konstanten A, B, 
S3 unbegrenzt viele derartige Funktionen bilden lassen. 

Da nack dem eben Bewiesenen die Gesamtbeit der GroBensysteine 33^; 

, Sfp, welche fur die Bildung von Funktionen f der in Rede stehenden 

Art in Betracht kommen konuen, durck die Gleickungen (S') und die Ungleichungen 
At,+ 0, R,+ 0, >= 1 , 2 , ,p, vollstandig ckaraktensiert ist, so erkalt man stets ein der- 

artiges System von 4jj GroBen, wenn man an Stelle eines jeden der yi Teilsysteine 
[A,, R,,, 2(,, iBj, '= 1 , 2 . aus denen sich das allgemeine System 5li, S3i; , 

Ap, Bp, %p, S3j, zusaminensetzt, ein in semen vier Elementen der Gleichung 

(l-5)9t = (l-^)S3 

sowie den Bedingungen J. + 0, 5=4=0 genugendes Zaklensystem [A, 5, St, S3] treten laBt 
DaB man auf diese Weise aber auck ein jedes deiartige System von 4ji GroBen er- 
zeugen ka.nrij leucktet unmittelbar em Beachtet man nun, daB die mit einer willkur- 
licken Konstanten t gebildeten GroBen 3t = (l-^)^', S3 = (l-5)t stets erne Losung 
der eben aufgestellten Gleichung bilden, und diese Losung zugleich die allgemeinste ist, 
wenn die GroBen A, B nickt beide den Wert 1 kaben, daB dagegen m dem Falle A = l, 
5 = 1 die Gleichung von selbst erfullt ist, welche Werte man auck den GroBen St, S3 
beilegen mag, so erkennt man, daB die Gesamtkeit der fur die Bildung von Systemen 
A^, 5^, St^, •; Ap, Bp, St^, S3^ der verlangten Art in Betracht kommenden Teilsysteme 
5,, St„, S3,l ,t) aus den beiden Systemen: 

[A, 5, (1-^)®, (1-5)^], [1, 1, St, S5] 

kervorgekt, wenn man beim ersten die GroBen A, 5, ^ unter Festhaltung der Bedingungen 
AL=|=0, 5=t=0 und unter AusschluB des Wertepaares 1, 1 fur das GroBeupaai A, 5, beim 
zweiten die GroBen St, S3 sick im Gebiete der komplexen Zahlen frei bewegen laBt 

Es moge zuni Scklasse nock bemerkt werden, daB auck jedo Konstante 7c als 
eine Funktion f der betrackteten Art aufgefaBt werden kann Setzt man namlick 
f=^Ti, sodaB also langs des ganzen Schnittsystems /'■*■= 7: ist, und beachtet, 

daB alsdann 




langs a,{f+^A,.f-+ (1 -A,) h , 
langs &„{r=5„r+ (1-5,) 7f, 
langs <;,{/■+= f-. 
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ist, welche GroBen man auch unter A,, B,, 1=1,2, ,p, ver&tetien mag, so erkennt thatIj 
( laB eine Konstante /. immei und ztvar auf unbegienzt viele Weisen als erne Funktion f 
der betiachteten Ait aufgetafit werden kann. 


3. 

Die dem Pimkte 30 der Z-Ebene entsprechenden Punkte 00^,003, ••,00^ der 
Fldcbe T' sollen mit ^ zugehorigen Ordmmgszahlen mit 

, v, — l bezeichnet werden. Im Ansclilusse daran sollen die im Endlichen gelegenen 
Wmdungspunkte z^c/^, , 2==cc, der Flacbe T mit die 

zugehorigen Oidnungszahlen nut 1, v^+i— 1, , Vq+r— 1 bezeichuet werden. 

Zwischen den Zahlen v und den schon huher eiugefahiten Zahlen >i, tc, mit denen die 
Zahlp durcli die Relation n = ' 2 { 2 J+>/— 1 ) verknupft 1st, bestehen dann die Beziehungen. 

/=g 

^Vy=n, ^ (v— 1) = w . 

/=1 

Die Zahlen v^, v 2, ,v^ konnen teihveise oder auch alle mit der Zahl 1 zusammen- 

fallen, in dem letzteren, durch 2 = li charakterisierten, Falle liegen die Wmdungspunkte 
der Flache T samtlich im Endlichen Die Zahlen dagegen sind 

samtlich groBer als 1. Zu den aufgezahlten q -f- 1 Punkten nehme man nun noch irgend t 
nicht auf der Begrenzung gelegene Punkte ^' = ei, ^! = 63, ■,z = St der Flache T hinzu 

und bezeichne dieselben mit <^^+,+2, , <^7+1+0 setze auch zur Abkurzung 

q + ) +t = s In den Fallen, wo die Punkte a, s unterschiedslos betrachtet werden, 
soil der kurzeren Darstellung wegen eine einheithche, durch die Gleichungen «!= a^+i, 
«2= «2+2 i «!= d;+,+i, 62= <*2+1+2 1 iS<=<*2+i+* bestuumte Bezeichnung fur 

sie verwendet werden, zugleich soil dann, im Anschlusse an schon fruher Bemerktes, 
der Punkt <Fj+,+i ('=1.2, .0, dem der Weid e,= «<,+,+* entspricht, als ein 0-facher 
Wmdungspunkt angesehen und demgemaB ihm die Ordnungszahl 1, wobei 

r,;+i+t=l 1st, zugelegt werden 

Man betrachte jetzt fur (7 = 1,2, • q den Punkt eP^ als Punkt einer zum 
Radius 11 ^ gehorigen, r^-blattrigen Kreiserganzungsflache K'^ und denke sich die Lage 
ernes Punktes z 111 dieser Flache, den m Art 3 des dritten Abschmttes gemachten Fest- 
setzungen gemaB, durch Polarkoordinaten r„, t„, die mit z durch die 

Gleichung z = jC' + yt = r„e*'’‘ verknupft smd, bestimmt Entsprechend betrachte man fhr 
0= q + 1 , q + 2 , ,s den Punkt dem der Wert z = d„-\- d!,% entspricht, als 

Mittelpunkt emer zum Radius jR„ gehoiigen, jv^^lattrigen Kreisflache und denke 
sich die Lage eines Punktes z in dieser Flache, ebenfalls den m Art. 3 des dritten Ab- 

P-B, I IS * 
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schnittes gemachten restsetzungen gemafi, durch Polarkoordinaten r„, t„, o<r„-^Ra, 
die mit ^ durch die Gleichung = «„+ verknupft sind, bestimmt Dabei 

sollen jedoch die Eadien Ti„ , R, so gewahlt sein, dafi die zugehorigen Flachen 

K', K'„ , K', , a; getrennt liegen, uiid aucli kerne derselben emen 

Begrenzungspunkt der Flache T' enthalt. 

Der Flache (^=1,2, .s) oidne man nun die durch die Gleichung- 


1 


1 



+S,„,„r/cos 


mnt„ 


((T = 1,2, , s) 


bestimmte einwertige Funktion des Punktes r„,tg, zu, der Flache 

((i=s+i,«+2, .4) dagegen die duich die Gleichung: 


(faij'a, K) = S^lll-^ + -^COS^+^COS-^H- 


«*<r 


cos- 




(ff = !/ + l,S + 2, , ») 


bestimmte einwertige Funktion des Punktes tg, tg, o<(„<:2iv» Dabei bezeichnen 

die m positive gauze Zahlen, die 2 irgend welche komplexe Konstanten, die teilweise 
Oder auch samtlich den Wert Null haben konnen, die auftretenden Logarithmen sind 
der Bedingung reell zu sem, die auftretenden Potenzen der Bedingung positiv zu seiii 
unterworfen. Die wesentlichen Eigenschaften der aufgestellten Funktionen cp sind aus 
den zu Anfang des Art. 7 und des Art 5 des dntten Abschnittes gemachten Ausfuhrungen 
zu entnehmen 

Es moge jetzt unter F = F(cu,y) erne komplexe Funktion des Punktes 't, y 
der Flache T' verstanden werden, die fur jeden von den Punkten ver- 

schiedenen Punkt der Flache emwertig und stetig 1st, fur den Punkt . ') in 

derselben Weise unstetig wird wie die Funktion (p„, in dem Smne, daS fur a = \,% , q die 

Differenz F(rgCostg, r„sm.t„) — (pg(rg,tg)mit unbegrenzt wachsendem fur( 7 =g+l,g+ 2 , ,s 
die BiSeiem F {a'g+rgCOstg, a"+rgSmtg) — <pg(rg,tg) nut unbegrenzt abnehmendem r„ 
gleichmafiig fur alle Werte von tg gegen eine von tg unabhangige GroBe konvergiert, 
und deren, allgemein mit F'^, F~ zu bezeichnende, Werte in je zwei durch einen und 
denselben der Schnitte a,h, c getreunten Begrenzungspunkten cP~ durch eine und 
dieselbe Gleichung in der Weise verknupft sind, daB 

langs 

langs A+= B^F~+ 
langs e,{F+= F', 


(S) 
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ist, wobei A,, 1=1,2, ,i>, vorgegebene Eonstanten bedeuten, die nach der im 

Torbergebenden Artikel durcbgefubrten Untersucbung den p Gfleicbungen. 

(S'.) .=1,2. ,p, 

zu genugen baben, und die im ubrigen nur den Bedingungen ^ 4 ,=i= 0 , + » = i,2, ,p, 

unterworfen sein sollen. 

Die Funktion F bann, da sie der Voraussetzuug gemaB, als Funktion des 
Punktes x,y von T' betracbtet, nicbt nur far jeden von den Punkten 0^1, 
verscbiedenen inneren Punkt der Flacbe T', sondern auch fur jeden Begrenzungspunkt 
der Bedmgung der Stetigkeit genugt, auf unbegrenzt viele Weisen uber jedes Stuck der 
Begrenzung hinuber, das selbst nur einen Teil der negativen oder der positiven Seite 
eines Scbnittes a,, &, oder c, bildet, stetig fortgesetzt werden TTnter alien diesen Fort- 
setzungen ist eine dadurch aiisgezeicbnet, daB sie in cbrektem Zusammenbang mit der 
zu dem betreffenden Scbnitte geborigen Gleicbung des Systems (S) stebt Diese Art 
der Fortsetzung soli j'etzt naber cbarakterisiert werden. 

Zu dem Ende nebme man irgend ein den Mundungspunkt von 6 , mcbt ent- 

baltendes Stuck des Scbmttes u,„ bezeicbne den dadurcb bestimmten Teil der negativen 

Seite von a, mit p:[ der positiven Seite von a, mit pt pj, ziebe alsdann sowobl 

vom Punkte pi zum Punkte p^, als aucb vom Punkte pt zum Punkte pit erne ganz 

im Innern der Flacbe T' verlaufende Kurve und 
bezeicbne das von dem Begrenzungsteile p^p^ 
und der Kurve pipj begrenzte Stuck der Flacbe 
T mit das von dem Begrenzungsteile ptpt 
und der Kurve begrenzte Stuck der Flacbe 
T' mit 0 (s. Fig. 6 ). Die Kurven p'[Pi, ptpt 
sollen im ubngen so gezogen sein, daB sie keinen 
Punkt gemeinsam baben, und daB die Punkte 
auBerhalb der Flacbenstucke D 
begen Ordnet man jetzt einem jeden Punkte x, y 
des Flacbenstuckes an Stelle des ibm zukom- 
menden Wertes der Funktion F(x,y) den Wert, 
den die Funktion F (x, y) + %, fur diesen 
Punkt besitzt, zu, so bildet die so fbr das Flachenstuck 5|5 definierte neue Funktion 
erne stetige Fortsetzung der fur das Flacbenstbck O gegebenen Funktion F{x,y) 
Tiber das Begrenzungsstuck ptpt binuber, in dem Sinne, daB die fur jeden Punkt 
des Flacbenstuckes O durcb die G-leicbung F^(x,y) = F{x,y), fur jeden Punkt des 

13 * 
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Flachenstuckefe ^ clurch die Uleichuug t\U,y) = A, Fit defimeite, langs des 
die Flachenstiicke C tiennenden Teiles von der Gleichuiig F^= F{- genugende 
Funktion in der Flache ^ + C, velclie durck Anfliehung des die Flachenstiicke Cl 
trennenden Teiles des Schnittes entsteht, allenthalben eimvertig iind stetig ist Oidnet 
man nmgekehrt einem jeden Punkte 3 , y des Flaclienstuckes Cl an Stelle des ihm zu- 
konimenden Wertes der Funktion F{r,y) den "Wert, den die Funktion A~^\F{'ii ,y) — 
fur diesen Punkt besitzt, zu, so bildet die so fur das Flachenstuck Cl defimerte neue 
Funktion eine stetige Foitsetzung der fur das Flachenstuck ^ gegebenen Funktion 
F{x,y) uber das Begi’enzungsstuck jjrpl hinuber, in dem eben angegebenen Smne, so- 
daB also die fur jeden Punkt des Flachenstuckes ^ dmch die Grleichuiig F^(x,y) = F{3',y), 
fur jeden Punkt des Flachenstuckes C durch die Clleichung F^{x,‘ti)=A~^\_F(^r,y) — %] 
definierte, langs des die Flachenstiicke O trennenden Teiles von a, der Gleichung 
jFV = F.^ genugende Funktion F^ in der Flache ^ + C allenthalben einwertig und stetig 
1 st Die vorstehenden auf den Schnitt sich beziehenden Betrachtnngen konnen wort- 
lich auf irgend ein den Mundungspunkt von <*, nicht enthaltendes Stuck des Schnittes h,, 
ubertragen werden, indem man die Buchstaben A,., durch die Buchstaben 7i,„ be- 
ziehungsweise ersetzt. Was endlich den Schnitt c, betrifft, so erkennt man unmittelbar, 
dafi fur jedes Stuck von c,„ welches keinen Mundungspunkt ernes anderen Schnittes 
enthalt, die Funktion F(x,y) selbst die stetige Fortsetzung der Funktion F{or,y), im 

angegebenen Sinne, uber jedes der beiden zu- 
gehorigen Begrenzungsstucke hinuber bildet Die 
so chaiaktensierten stetigen Fortsetzungen sollen 
die den Grleichungen (S) entsprechenden 
stetigen Fortsetzungen der Funktion .F 
genannt werden. 

Die Funktion F{;£, y) kann aber auch von 
jedein der funf Flachenstiicke i)3, O, % ©, aus, 
welche um den gemeinsamen Mundungspunkt der 
Schnitte a^, h,, herum durch Kurven 2>P'> fFl', 
tH, ss', rr (s Fig 6) in der Weise abgegrenzt sein 
sollen, daB die Punkte , (iP, auBerhalb 

dieser Flachenstucke liegen, ubei das in Betracht 
kommende Stuck der Begrenzung hinuber den 
G-leichungen (S) entsprechend stetig fortgosctzt 
werden Um dies einzusehen, definiere man, indem man zur Abkurzung F statt F{x, y) 
schreibt, funf Funktionen F^{x,y), F^{x,y), F^{x,y), F^(x, y), F,{x,y) in der Weise, 
daB filr jeden Punkt x, y von: 
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2 unci S 



j;= F 

F,= A,F^% 

F,=:B,(A,F+%} + ^8, 


A:^(F- 9 [, ) A:^B;HF-%,)-B:^^8, Br^iF- 58 .) 

F ' BtUF-^S,) A,B;^iF-^B:)-r%, 

F A,Ff% 


F,= ;5.U,F+9C.j + 58. -B.F+S8. F 

F,= | F.F+33. .4r^(F.F+95.)-.ir^^, A:^(F-%,) 


A,F-^%, 


F 


ist. Unter Beachtung der Gleichungen (S ), (S'.j erkennt man claim leicht, da6 die 
Funktionen F^, F„, F^, F^, F^, die in den Flachenstucken C, 31 beziehungsweise 
mit der Funktion F(jl,i/) tiberemstinimen, m dem Flachenstucke ^ + £H-2! + S + 31, 
welches aus den genannten funf Flachenstucken durch Aufhebung der sie trennenden 
Teile der Schnitte I,., c„ entsteht, allenthalben einwertig und stetig smd, und daB 
daher mit diesen Funktionen auch die den Grleichungen (S) entsprechenden stetigen 
Fortsetzungen der Funktion F(x,y) uber die Begrenzuugsstucke q(\,q. tt,f, s§,s', rr,/ 
beziehungsweise hinuber gewonnen sind DaB endlich die Funktion F(j,ij) selbst die 
den Gleichungen (S) entsprechende stetige Fortsetzung der Funktion F{x,y) von jedem 
der ^1 Flachenstucke aus, welche man um den gemeinsamen Ausgangspunkt der Schnitte 
Cl, Cj, , Cp herum durch Kurven abgrenzen kann, liber das in Betracht kommende 
Stuck der Begrenzung hinuber bilclet, ist unmittelbar klar. 


4. 


Die fundamentale, durch die Uberschriffc dieses Abschnittes angedeutete Aufgabe 
laBt sich jetzt in folgender Weise formulieren 

Anfgalbc. „Es %st m mgen, dafi m der Flaclie T' erne Firnktim U= Z7'+ TI''i 
des Punktes x, y exishert, welche den folgetiden BedmgvMgen genugt 

I. l)te Funktion U soil fur jeden mcht nut einem da PunUe c^i, ^ zu- 

sammenfallenden Punkt x, y der Flache T, mierld also, 6b derselbe mi Innern oder auf 
der Begrenmng von T' liegt, einweitig und stetig sein. Fur den Punkt cP„ (.n=i,i, ,») da- 
gegen soil sie m derselhen Wetse unstetig werden wie die im vorigen Aitikel defnieiie 
Funktion cp^, soda^ also fw <7 = 1,2, , q die Bifferem: 


/ i 1 2 \ 

U- (s^ In rf + cos ^ cos ^ C cos-^j 

mit unhegrenzt wachsendem r„, fur <7 = g' + l,g' + 2, ,s die Differ enz' 


U 


~(s. 


In- 


-^cos^- 


^oa 2 

'COS— 2.+ 


- 2 . 


'am„ ^fT^n\ 

yvT 0 j 
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nut unheg}emt ahnehwendem >„ fihidimafiiff fio alle Wf')te von f„ fjegen eine von t„ unah- 
hangige Gro/3e lonietgted. Zurlom soIJen due, allgeinein mit U^, U~ zu lezeiclinenden, We)te 
in je zicei enfsjnedienden Begrenzungsjntnhten in dei Wetse verkmqift sem, dajd 

laiigsa.{f^+= A,U-+%,, 

(S ) langs 6, { U~+ 39, , . = 1 , 2 , , p, 

langs c,{ U'^= U~, 


ist, icohei A„, B,„ ’=i,s. ,p, vo> gegehene Konstanfen hedenten, die scmthch den Modnl 1 he- 
sitzen, icahend St,, 39,, ’= 1 , 2 . iorgegebene Konstanfen bezeicJinen, die den ;p Gleicliungen 

(S') (l-5,.)3t,= (l-yl.,)39„ -M, ,p, 

genugen, ini ubrlgen aber letnen Bedvngungen untenvoifen smd 

dU d TJ d^TJ d^TJ 

11 . Die Dei wm ten j^, -jp-} Grenzen der entspi eclienden Diffh enzen- 

guohenten defimeit, sollen mclit mir fw jeden von den Pmikten S'l, c^s, , versclmdenen 

tnneren Pimkt x, y der Flache T' exustieien md stehg sew, sondern auch nocli fur jeden 

Begrenzungspunkt, sobald man die Fmiktion U nbei em diesen Begrenzmgspunkt an Innem 

entlialtendes Stuck der Begrenzung von T' lumber den Glezcliimgen (S ) enfsprecliend stetig 

foitsetzt, und es werden alsdann, ausscMze^hcJi auf Giund ilirer Definition, die allgemem mit 

3?7+ dU* dU- dU- d^XI- d^U- 7„ „7 7 rrr ^ 7 r> j j. 7 i 

’W^'dy’ TW’ TF’ FT’ FF'’ ~d^ bezeiclinenden Weite der m Bede stehenden 

Derivierten m je zwei entspteclienden Begi enzmgspunkten cP~ m der Weise verknupft 

sem, dafi 


1 y.n 0S 

a,,{ 

dm 


3U- 

dm 

— A 

dm 


_ A 

3^ m 

d^u+ _ 

- A 

d‘U- 

lCuJLJ.gO 

dx 


dx ’ 

' dy 


dy ’ 

dx^ 


3x^ ’ 

’ dy- 


dy^ ’ 

1 fl.TI 0‘S 

b { 

dU* 


du- 

dU^ 

— 7? 

du- 

d^U*_ 

- 7? 

d^ m 

d^u+ 

- 7? 

a* 17- 

J-Cl/JULgO 


dx 

— X), 

dx ’ 

' dy 


dy ’ 

dx‘ 


3x^ ' 

' dy^ ~ 


dip ’ 

la-nnra 

C 1 



dU- 

dU* 


du- 

d^V* _ 


3^ U- 

d‘U+ 


d^ u- 

AO/JUgO 


dx 


dx ’ 

' dy 


dy ’ 

dx^ 


3x^ ’ 

' dy‘ ' 


dip 


3^ U 3^ U 

III. Die Dervmevten jp-, ■— sollen fur jeden Punkt x, y der Flache T', fur den 
ilire Existenz geforderf wurde, also fur jeden nicht mit einem der Pmkte cP^, cPi, , cP, zu- 
sammenfallenden PmU die Gleichmg A?7=^^ + ^ = 0 erfullen“ 

Die gestellte Aufgabe verlangt demnacli, um es kurz auszudrucken, die Integration 
der partiellen Differentialgleichnng AU=-0 fur die Flacke F unter den durch die 
Funktionen cp charaktensierten Dnstetigkeitsbedmgungen und den durch die GHeichungon (S.) 
festgelegten Grenzbedingungen. Man kann diese Aufgabe aber auch so auffassen, da6 
sie filr die Flhche T eine der Diflferentialgleichung A 17= 0 genugende Funktion ver- 
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langt, Tvelclie in den Puntten in der durch die Funktionen cf ckarakterisierten 

Weise, langs der Linien a,h in der durch die Grleichungen (S) charakterisierten Weise 
unstetig tvird. Fur gewisse von Kreislinien begrenzte Teile der Plache T smd ahnhche 
Aufgaben schon iiii dritten und vierten Abschnitte gelost -worden Die dort erhaltenen, 
in den Satzen I, II. Ill, lY, V niedergelegten Losungen bilden die Grundlage fur die Be- 
handlung der hier gestellten Aufgabe Man kanu namhch von diesen schon vorhandenen 
Losungen aus zur Losuug der gestellten Aufgabe allmahlich aufsteigen durch ivieder- 
holte Anwendung der Methode der successiven Influenzen unter Zuhilfenahme ernes 
Beweisverfahrens, das als eine Verallgemeinerung des von HeiTu H. A. Schwarz er- 
sonnenen und in semen schon (S. 79 j erwahnten Arbeiten mitgeteilten Beweisverfahrens 
insofern anzusehen ist, als es auch auf solche komplexe Funktionen «<== «'+ z/'i an- 
gewendet werden ka,nn, bei welchen die auferlegten Bedingungen nicht in Bedingungen, 
von denen die einen nur u', die anderen nur li' enthalten, zerlegt werden konnen. 
Die Grundlage dieses im folgenden zui Yerwendung kommenden Beweisverfahrens, 
durch das der Methode der successiven Infl uenzen neue Gebiete erschlossen werden, 
bilden zwei Hilfssatze, die zunachst abgeleitet werden sollen 


5 . 

Man fuhre in die Flache T nur die jp in Art. 1 definierten Schmttpaare Oj., 

O'i, hr ; cipr h jedoch ohne die beiden Seiten dieser Schmtte ^Is Begrenzungslimen 
anzusehen, bezeichne die dadurch aus T hervorgehende Flache mit T und grenze alsdann 
in T durch eine in sich zurucklaufende, aus einer endlichen Anzahl von Stucken 
algebraischer Kurven bestehende Linie fR:, die ganz im Endhchen verlauft und keinen 
Windungspunkt, aber auch keinen zu emem Schmtte a oder h gehorigen Punkt enthalt, 
ein Flachenstuck F ab Diesen Festsetzungen entsprechend kann also das Flachenstuck F 
einige oder auch alle Wmdungspunkte, ebenso einige oder auch alle Punkte endlich 
einige oder auch alle Schmttpaare a,h m seinem Innem enthalten 

Es werde nun die Annahme gemacht, daB zu der Flache F eine einwertige 
Funktion u = u' + des Punktes a?, y existiere, welche den folgenden Bedingungen genugt: 

I. Die Funktion u soil fur jeden nicht zu einem Schnitte a oder emem Schnitte 6 
gehorigen Punkt a?, y von F stetig sem, aber auch noch fur jeden zu emem etwa in F 
gelegenen Schnitte oder h, gehorigen Punkt oder sobald man sich auf die 
Werte von u fur die in der Umgebung des Punktes oder mit dem Punkte zur 
selben Seite des betreffenden Schnittes liegenden Punkte x, y beschrankt, dagegen sollen 
ihre Werte u~ in je zwei zu emem solchen Schnitte a, oder 6, gehorigen ent- 
sprechenden Punkten cP~ in der Weise verknupft sein, daB 
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laugs a, { 2 r= ^-1, , 

laugs &,,{<r= B^ir 


ist, wobei A^, B, Konstanten mit dem Modul 1 bezeichnen. 

II Die Dermerten , |p sollen bei Hinzunahuae der den Gleicbungen (S, ) 

entsjireclienden stetigen Fortsetzungen der Funktion u uber die Schnitte «, , h, hmuber 
fur jeden nicht auf der Begrenzung gelegenen, aber aucb nicht mit einem Wmdungs- 
punkte Oder einem Punkte zusammenfallenden Punkt von F existieren und stetig 
sein, und es werden alsdann, ausscbliefilicb auf Grund ihrer Definition, die Werte der 
genannten Derivierten in je zwei zu einem Schnitte n, Oder h, gehorigen entsprechenden 
Punkten cT'^, in der Weise verknupft sein, dab 


langs 


j du~ j citr i j 

'' '' dx ’ oy '' dy ^ ’ dy“ ^ dy^ ^ 


ist. 



^ du~ du'^ jy dtr ^ dhr d’W^ jy d~ir 

d% ’ dy dy ’ dx^ ^ ^ dy^ ^ dy^ 


ni. Die Derivierten sollen fur jeden Punkt von F, fur den ihre Existenz 

gefordeit wurde, die Gleichung Am = ^ + = 0 erfullen 

Fio jede solclie FunUion m = + u"i gilt dei Siitz, dap dei Wvi t oon mod a fin 
leinen PuuLt dei Flaclie F groper tst als das Manmum G dei Wei te, welche mod n fin 
die Punkte de> Begiemung von F' hesitzt 

Da die Eichtigkeit dieses Satzes unmittelbar emleuchteb, wenn mod n fur alle 
Punkte von F denselben Wert besitzt, so kann man bei dem jetzt folgenden Beweise 
des Satzes diesen Fall, als schon erledigt, ausschlieBen. 

Man setze also voraus, daB modw nicht fur alle Punkte von P' denselben Wert 
besitzt, bezeichne das, jedenfalls uber Null und nicht unter G liegende, Maximum der 
Weite, welche modn fur die Punkte von P' besitzt, mit G' und stelle sich die Frage, 
ob G' fur emen im Innern, also nicht auf der Begrenzung 91 von gelegenen Punkt c/’ 
als Wert von mod u auftreten kann. Pur die Beantwortung dieser Frage sind dami in 
bezug auf die Lage des Punktes vier Falle zu unterscheiden. 

Als ersten Fall sehe man denjenigen an, wo der Punkt aP ein im Endlichen ge- 
legener, aber weder zu einem Schnitte a noch zu einem Schnitte b gehoriger Punkt 
z = a ist. In diesem Falle grenze man zu dem Punkte cP als Mittelpunkt, wenn cP ein 
(m— l)-facher Windungspunkt ist, eine nicht aus P' heraustretende und auch keinen 
Punkt ernes Schnittes a oder h enthaltende, etwa zum Radius Jt gehorige M-blattrige 
Kreisflache K ab — also erne einblattrige, wenn cP em 0-fachei Windungspunkt ist — 
und denke sich die Lage eines Punktes z in dieser Kreisflache, den in Art. 3 des dritten 
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Abschnittes gemachten Festsetzungen gemafi, durch Polarkoordinateu r, f, 0 <r<i? 0<<<2v-», die 
mit 0 durch die Gleichung z = i -j- yi = a i e"' verkuupft sind, beatinimt. Bezeichnet man 
alsdann den Wert von i( in irgend einem Punkte f der Kreisflache K mit 
den Wert von u iin Mittelpunkte dei Kreisflache mit u^, beachtet, daB nach Satzl 
zwischen^«o und den Werten, welche auf der Penpherie von A'besitzt, die Beziehung 

besteht, und weudet auf diese den in Art 3 des zveiten Abschnittes 

0 

bewiesenen Modulsatz an, so erhalt man, da der T oraussetzung gemaB mod = Cr ist, 
die Beziehung. 

0 

Bei dieser Beziehung ist jedocli, da mod Uj^^t auf Grund der Definition von G' fur kemen 
Punkt B, t der Peripherie von K groBer als G' ist, nur das Gleichheitszeichen zulassig. 
Daraus folgt dann, daB fur jedes t nicht nur den Modul G', sondem auch 

dieselbe Eichtungszahl a besitzen uiuB, sodaB also fur jeden Punkt B, t der Peripherie 
von K und damit auch, nach Satz I, fur jeden Punkt r, t von AT uberhaupt die Beziehung 
besteht Grenzt man jetzt zu irgend einem Penpheriepunkte von E als 
Mittelpunkt eine Kreisfl^iche E^, alsdann zu einem Penpheriepunkte von E^ als 
Mittelpunkt eine Kreisflache E^ ab und fahrt in dieser Weise fort, bildet also, ohne 
jedoch einen der Schnitte a,h zu uberschreiten und ohne aus F herauszutreten, eine 
Kette von Kreisflachen, bei der jede neue Kreisflache ihi’en Mittelpunkt auf der Periphene 
der unmittelbar vorangehenden hat, und ubertragt die fur E gemachten Schlusse auf 
die Kreisflachen E^, E^, ■ , so erkennt man, daB fur jeden Punkt dieses Flachen- 
systems den Wert G'e^‘ besitzt. Da aber durch passende Wahl der Mittelpunkte und 
Eadien der Kreisflachen E^, E^, ein jeder im Innem von F' gelegene Punkt, der 
v^eder ein Windungspunkt, noch em Punkt noch auch ein Punkt eines Schnittes 
a Oder h ist, zu einem Punkte des zu konstruierenden Flachensy stems gemacht werden 
kann, so ergibt sich schheBlich, daB die Punktion tt fur jeden solchen Punkt und daher 
auch, den ihr auferlegten Stetigkeitsbedingungen zufolge, fur jeden Punkt von F uber- 
haupt den Wert G'e’'* besitzt. Dieses Eesultat steht aber im Widerspruch mit der bei 
Beginn der Untersuchuiig gemachten Voraussetzung, daB modw mcht fur alle Punkte 
von F denselben Wert besitzt, und es kann daher dieser erste Fall nicht eintreten. 

Als zweiten Fall sehe man denjenigen an, wo der Punkt ^ ein Punkt Si, 
ist Man betrachte dann diesen Punkt Si, wenn er ein (»/— l)-facher Windungspunkt 
ist, als Punkt emer nicht aus F heraustretenden und auch keinen Punkt ernes Schnittes a 
Oder b enthaltenden, etwa zum Eadius B gehongen v-blattngen Kreiserganzungs- 

P-B, I 14: 
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flache K’ — also emer emblattrigen, wenn ^ ein 0-fachei Windungspunkt ist — und 

denke sich die Lage eines Punktes z in dieser Kreiserganzungsflaclie, den in Ait 3 

des dritten Abscknittes geinachten Festsetzungen geinaB, durch Polarkoordmaten r, t, 

riJ?, die init s dnrch die GHeichung z = x yi = ) d' veiknupft sind, bestimmt 

Bezeiclinet man alsdann den Wert von u in irgend einem Punkte r, t der Flache 

K' mit u,^i, den Wert von u im Pnnkte mit beacMet, dafi nacb Satz III 

zwisclien und den Werten, welche auf dem Eande von K' besitzt, die Beziehung 
0 

= -^ I u„,dt besteht, und wendet auf diese den in Art 3 des zweiten Abschmttes 

“ HVTUj ’ 

— 2vjt 

bewiesenen Modulsatz an, so erbalt man, da der Voraussetzung gemaB mod = G' ist, 
die Beziehung: 

0 

— 2r jr 


Bei dieser Beziehung ist jedoch, da mod u^t auf Grrund der Definition von G' fur keinen 
Punkt B.,t des Randes von K' grofier als G' ist, nur das Grleichheitszeichen zulassig 
Daraus folgt dann, daB mod fur jeden Punkt It, t des Eandes von K' den Wert G' 
besitzen muB, und es ist damit der zweite Pall auf den schon als unmoglich erkannten 
ersten Pall zuruckgefuhrt 

Em dntter denkbarer Fall ist der, wo der Punkt S' zu einem, aber nur zu 


emem der Schnitte a, h gehort. Man betrachte zunachst den Unterfall, wo der 
Punkt S' zum Schmtte a,, gehort. In diesem Unterfalle bezeichne man den Punkt, je 
nachdem er auf a'^ oder auf a~ liegt, mit S'*' oder mit S~ und grenze zu ihm als 
Mittelpunkt eine Kreisflache K ab, deren Radius B so klem gewahlt sei, daB sie 
weder einen Punkt von 91 noch emeu Punkt von noch auch einen Punkt der ubngen 
Schnitte a, h enthalt, und daB ihre Peripherie mit dem Schnitte a, nur zwei Punkte 
gemeinsam hat, bezeichne den an a~ anstoBenden Teil von K nut den an a'^ an- 



stoBenden mit D (s. Pig 7) und defimere alsdann zur Flache K 
erne Funktion u dadurch, daB man fur jeden Punkt von 5^ u = u, 
fur jeden Punkt von D « = A~^u setzt. Hebt man jetzt den die 
Flachenstucke £l trennenden Teil des Schnittes a, auf und be- 
trachtet die definierte Funktion u als Funktion des Punktes x, y 
in der zusammenhangenden Flache K, so erkennt man, daB u eine 


Funktion von der im Satze I charakterisierten Art ist. Es besteht daher, bei Anwendiing 

3 it! 

derselben Bezeichnung wie im ersten Palle, die Beziehung mod % ^^J^mod 
und folglich auch, da wegen mod A, = 1 fur jeden Punkt von mod Hiod 
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und speziell mod Wo= mod G' ist, emeiiei ob der Punkt c^aiif oder auf a~ liegt, 
die Beziehimg: 

3lt 

0 

Aus dieser Beziehimg folgt aber, clurch die schon wiederholt angewandte ScbluBweise, 
daB die mit t sich stetig aiidemde GroBe mod fur jeden Punkt E, t der Penpherie 
von K den Wert G' besitzt, und dannt ist auch der betrachtete Unterfall auf den 
schon als unmoglich eikannten ersten Fall zuriickgefuhrt Auf dieselbe Weise laBt 
sich auch der andere Unterfall, wo der Punkt zum Schmtte gehort, auf den 
ersten Fall zuruckfuhren, man braucht dazu nur in der vorstehenden Betrachtung 
allenthalben a,, &,• durch h,, a, und rt, duich JB, zu ersetzen. 

Der vierte noch denkbare Fall endlich ist der, wo der Punkt sowohl zum 
Schnitte a, wie zum Schmtte &„ gehoit, sich also mit einem der vier zum gemeinsamen 
Mundungspunkt der Schnitte a,, &, gehongen Punkte p,, q,, r,, §, deckt In diesem 
Falle grenze man zu dem Punkte als Mittelpunkt eine Kreisflache K ab, deren 
Radius B so klein gewahlt sei, daB sie weder einen 
Punkt der Begrenzung 91 von F noch einen Punkt der 
ubrigen Schnitte a, h enthalt, und daB ihre Penpherie 
sowohl mit dem Schnitte wie mit dem Schmtte 6„ 
nur zwei Punkte gemeinsam hat, bezeichne die vier 
Teile, iu welche K durch die Schnitte a,, zerfallt, 
der Bezeichnungp, , q„, r,., §, entsprechend, mit D, 91, @ 

(s. Fig 8) und definiere alsdann zur Flache K eine 
Funktion u dadurch, daB man fur jeden Punkt von 
u = u, fur jeden Punkt von O u = A~^u, fur jeden Punkt von 91 u = B~^u, fur jeden 
Punkt von @ u = setzt. Hebt man jetzt die die Flachenstucke D, 91, @ 

trennenden Teile der Schmtte a,, auf und betrachtet die definierte Funktion w als 
Funktion des Punktes x, y in der zusammenhangenden Flache K, so erkennt man, daB u eine 
Funktion von der im Satze I charaktensierten Art ist Es besteht daher, bei Anwendung 

27r 

derselben Bezeichnung wie im ersten Falle, die Beziehung modMo^^y' modit^jd^ und 

folghch auch, da wegen modrt, = l, modJ?,, = l fur jeden Punkt von E mod mod 
und speziell mod Wo = mod Mq = Gr' ist, einerlei mit welchem der Punkte p,, q„ r„ §, der 
Punkt S* sich deckt, die Beziehung; 



14 
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Aus dieser Beziehung folgt aber, clurch die schon wiederbolt angewandte SchluBweise, 
dafi die mit t sich stetig andernde GrroBe fur jeden Punkt B, t der Peripbene 

von K den Wert G' besitzt, iind damit ist aucb dieser vierte und letzte Fall auf den 
schon als unmoglich erkannten eisten Fall zuruckgefuhrt 

Nachdem so die zn Anfang gestellte Frage, ob das Maximum G' der Werte, 
welche mod« fur die Punkte von F besitzt, fur emen im Innem von F gelegenen 
Punkt S' als Wei-t von mod u auffcreten kann, wenn mod u nicbt fur alle Punkte von F 
denselben Wert besitzt, in verneinendem Sinne beantwortet und damit fur diesen Pall 
festgestellt ist, daB dei Wert von mod « in einem inneren Punkt von F stets kleiner 
ist als das Maximum G der Werte, welche mod u fur die auf der Begrenzung 91 
von F gelegenen Punkte besitzt, lafit sich das Eesultat der in diesem Artikel durch- 
gefuhrten Untersuchung dahin aiisspiechen, daB der Wert von mod w, -wie in dem zu 
Anfang aufgestellten Satze behauptet wurde, einerlei, ob mod u in alien oder nicht in 
alien Punkten von F denselben Wert hat, fur keinen Punkt der Flache F groBer 
ist als das Maximum G der Werte, welche mod u fur die Punkte der Begrenzung 91 
von F besitzt 

Burch wiederholte Anwendung des aufgestellten und jetzt bewiesenen Satzes 
gelangt man nun unmittelbar zu dem folgenden 

Hilfssatz I. „Fs men %n der aus der Flache T durch Emfuhrwiy der 2 ) Selnnft- 
paare «!,&!, ^ 0'p>\ he) voujehenden Flache T I (jetrennt liegende Flachenstucke 

Fi, Fi, , FIj deten Gesamthetl mil F hemdiinet wet den umje, tn dei Weisa ahjegtenzt, 
da^ allgemem die Beg'tenmng von F^ ,i) von ev)m in sich miucldaufendeoi, aus einet 

endhchen Anmlil von Sfucken algeh-aischer Kutven hestehenden Inine 91^ gelnldet wird, die 
gam im Endhchen verlauft und keinen Windungsjmnkt, dbei aucli keinen m einem Schmtfe 
a Oder b geJwngen Punkt enthalt, walirend das Flachensystem F emige odet auch alle Windungs- 
punJde, ebenso einige oder auch alle Punkte S'^, endhch einige odei auch alle Schnittpame a,h 
in seinem Innei n enthalten darf. Bahei soil dc> Fall, no A* = 1 ist, also statt des Flachen- 
sy stems F nur ein ennsiges Flachenstuch F^ voiliegt, nicht ausgeschlossen sein. 

Zu dem Flachensysteme F existiefe nun eine einwertuje Funkhon u = u' + u''i des 
Punktes x, y, welche den folgenden Bedingungen genugt 

L Bie Funkhon u soil fm jeden nicht &u einem Schnitte a oder einem Schnitte h 
geJwngen Punkt x, y von F^ (>-= 1 . 2 , ,i) stetig sein, aher auch noch fur jeden m einem etwa 
in F, gelegenen Sclmitte o„ oder gehorigen Punkt oder S~, sdbald man sich auf die 
Werte von u fur die in der TJmgebwng des Ihwiktes oder S'~ nut dem PurMe nur 
sdben Seite des hetreffenden Schnittes liegenden Pmkte x, y heschrdrikt , dagegen sollen 
ihre Werte u^, u~ in je mei m einem, solchen Sch/nitte a„ oder gehorigen entsprechenden 
Pmkten S'~ in der Weise verkmdpft sem, dafi 
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ist, icobei A , , B, Konsfanfm mif clem MckIuI 1 hezeiclineji. 

11. Die Dei me) ten — , — , sollen hei Hniziimthme dei den (.Tletchinuien 

entsinechenden stetujeii Fortsetzungen dei Funltioii u idier die Schiiitfe a, h, lunidiei fiii jeden 
niclit auf der Begienziiiuj 91 ^ gelegeiien, ahei aiicli uicJif md emein Wnidnngi})unlte odei 
eiiiein Punlte zusanmenfallenden Punlt lOii F^ existieien mid sfefig seiiu mid es ueiden 
alsdunii, ausscMiefilicli auf Gniiid iliier Definition, die Weite dei genannten Deiiiieiien 
in ge ziiei zu einem Scliiutte a, oder h, gehorigen entsgn ecJtenden Piiiilten in 

der Weise verhiupft sein, dafi 


^ [ Ciir j c u~ 

langs = 


i du~ j c^tr 

cy ^ dy ^ ox- ^ cx^ ^ 


cuc^ _ / d-u- 


ist. 


1 T [cu^ -n ditr oii'^ T> c ir 
langs h, \^ = B,—, 


cy 


Cif- Cl/ 


III. Die Deiirieiien |p, sdllen fur jeden PuiiU von F,, fur den the Existenz 
gefordert tcurde, die Gleichung ixu = —_-{■—, = () eifidlen 

Es ist dann der Weit von modw fui leinen Punkt des Flachensgstems F giofiei 
als das Plaximum G der Werte, icelche mod u fur die Punlte der duicli die Dnien 
• j gehildefen Begrenzung 31 von F hesitzf."' 


6 . 

In der Flache T sei erne Kreisflache K abgegrenzt, ihr Mittelpunkt moge nut 21, 
ihr Kadms nut E bezeichnet werden (s Fig 9). Zu dieser Flache wahle man ein 
Polarkoordmatensystem mit positivem Drehungssmne, welches deu Punkt 21 zum Pol 
und irgend einen von M ausgehenden Strahl zur Polarachse hat, und bezeichne die dem 
Punkte der Flache dann zukommenden Polarkoordinaten mit },t, o<r^R,o£,t<STi. Die 
Peripherie von K denke man sich jetzt, unter n eine positive ganze Zahl verstehend, 
durch 2n Punkte B, a^; E, a 2 , ■ , E, (ai=o, ai<B,< «»j,o in 2n Teile zerlegt und be- 
zeichne diese Teile, vom Punkte E, m der Eichtung der wachsenden t ausgehend, 
der Eeihe nach mit r^, s{; s^; •; s„. SchheBlich konstrmere man zu den n 

Peripheneteilen r-i, r,, , r„ n sich aus Stucken algebraischer Kurven zusanunensetzende 

Kurven q^, q^, • ,q„m der Weise, da6 fur »/ = l, 2, • , w die Kurve g, vom Anfangs- 
punkte E, des Bogens r„ aus durch das Innere der Flache K, ohne sich selbst 
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0(3,er eine der n—1 ubiigen Kurven q zu schneiden orler zu beruhien, bis zum End- 
punkte B, des Bogens /, sich erstieckt unci m keinem dei beiden Punkte iJ, as, _i, B,a^,, 

welche sie mit der Peripheiie von K ge- 
meinsam bat, die Peripherie beiuhrt Die 
in BogenmaB geinessene GroBe des hohlen 
Winkels, welchen der vom Punkte iZ, a 2 „_i 
nach irgend einem Punkte » , t der Flache K 
gezogene Strahl mit dem Peripherieteile s,,_i 
bildet, soil mit die GroBe des hohlen 
Winkels, welchen der vom Punkte B, 
nach demselben Punkte i, t gezogene Strahl 
mit dem Peripherieteile s,, bildet, soil mit rj,, 
bezeichnet werden Entsprechend moge von 
den hohlen Wmkeln, welche die Kurve q,, 
im Punkte B, ccs.^-! mit dem Penphene- 
teile und im Punkte B, cca,, mit dem 
Peripherieteile s„ bildet, der erstere, in 
BogenmaB gemessen, die Zahl Tj,.! der letzteie die Zahl -Tg,, als 

MaB haben 

Es werde nun unter f(t) = f'(t) + eine einwertige, stetige und mit dei 

Periode 2jr periodische komplexe Punktion der reellen Yeranderlichen t verstanden, die, 
als Funktion des Penpheriepunktes B, t, betrachtet, fhr jeden auf den Bogen 

Si, § 2 , , gelegenen Punkt B, t den Wert Null besitzt. Auf Grund des m Art 4 

des dntten Abschnittes aufgestellten Satzes I kann man dann zu der Flache K eine 
Funktion u= li w"* des Punktes a:-, y von K bestimmen, welche die in dem Satze 
erwahnten allgemeinen Eigenschaften besitzt und zudem fur jeden Peripheriepunkt B, t 
mit der Funktion f(t) dem Werte nach iibeieinstinimt. Diese Funktion u wird fur alle 
Punkte der Flache K als Funlction der Polarkoordmaten r, t dargestellt durch die 
Gleichungen: 

^ B'‘— 2 Br cos {t—(p) + r^ “/"(O’ 

Unter der Voraussetzung, daB die Funktion f[t) nicht durchweg den Wert Null besitzt, 
Oder, was dasselbe, daB das Maximum G der Werte, welche mod f{t) auf den Bogen r 
annimmt, eine von Null verschiedene Zahl ist, soil jetzt fur die Werte, welche modw 
in den auf den Kurven q gelegenen Punkten besitzt, eine moglichst gUnstige obere 
Schranke bestimmt werden. 
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Zu dem Ende gelie man von der, auf einfache Weise aus der die Funktion 
darstellenden Gleichung sich ergebenden, Eelation: 




3^2/* -1 


0<; <i?, 


aus, wende auf das allgemeine Glied der auf ihrer recbten Seite stebenden Summe den 
ina zweiten Abschnitte zu Anfang des Art. 3 abgeleiteten Modulsatz an und beacbte, 
daJB mod/’(^j in dem Intervalle von (p = a 2 ^-x bis die Zabl G nicbt uber- 

scbreiten, aber aucb, als stetige Funktion von (p wegen f{<h^-x) = 0, = nicbt 

fur jedes dem Intervalle angeborige (p den Wert G baben kann, femer, dafi der 
zwiscben ficp) und d(p stebende Ausdruck fiir jedes m Betracbt kommende Wertepaar r, t 
■vvesentlicb positiv ist, endlicb nocb, da6 die Gleichung: 


V J- C .7 

— 2i2;cos(f — ^ 


+ 


«2 U-1 




23r / 
u = l t/ 


Sit!? cos {f — (p) -{- ^ 


\d(p 


Qri + 2^ 


^ r7 = 1 

SjCj/ i?^ — 2i2; cos ^ ’ 


o</ <li, 


bestebt, bei der unter a^n+i <3ie GroBe + 2ji zu versteben ist. Man erkennt dann, 
daJB fur jeden inneren Punkt r, t der Flacbe K die Beziebung’ 


mod 


J COS(^— 9))+7 

ara/t-l 


^d(p < G, 


bestebt Setzt man nun zur Abkurzung: 


0<f <27f, 


l“ = » Q 

- 2 ^/ 57 = 

=;1 «/ 


i2* — r» 


2i^r cos (^ — qp) + ? 


id(p, 


«2^-1 


0^/ <2;r, 


und bezeicbnet die obere Grenze der Werte, welcbe die immer positive Funktion 
des Punktes r, t, osr<j?, as.t<%Tt, fur die im Innem der Flacbe K gelegenen Pnnkte r, t der 
Kurven q besitzt, mit G, so bildet die so definierte Grofie G, da fur jeden im Innem 
der Flacbe K gelegenen, also von den Punkten B, a^', B, a^; ; B, verschiedenen 

Punkt r, t der Kurven q die Beziehung mod bestebt, und fur jeden Punkt 

B, a^, »=i. 2 , , 2 «, mod%,„^ = 0 1 st, eine obere, aber nie erreicbbare Sehranke fur die 
Werte, welcbe modw in den auf den Kurven q uberhaupt gelegenen Punkten besitzt, 
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Tind zugleicli, wie aus dem Vorhergehenden unmittelbai erhellt, die gunstigste obere 
Schranke, wenn die zu u geliorige Randfunktion f{f) nnr den genannten allgemeinen 
Bedingungen unterworfen ist. 

Die GroBe (x ist kleiner als G Der Beweis fur diese Behauptung wird erbracht 
sein, sobald gezeigt ist, daB der Wert von der fur jeden im Innem der Flacbe K 
gelegenen Punkt t der Kurve q, (>=1,2. ,«) klemer als G ist, nicM uber jede unter G 
liegende Zahl kinubergeht, wenn der Punkt r, t sicb. auf der Kurve q^ dem Punkte 
M, cc 2 ^_i unbegrenzt nabeit, und auch nicht, wenn der Punkt r, t sich auf der Kurve q,, 
dem Punkte B, unbegrenzt nabeid; Uni dies zu zeigen, gebe man dei die GroBe r, ^ 
definierenden Gleicbung die Form 


/ “Sv 

.7 I I 

eos(i— + 


- “2 jU 

^ C— 


B°- — i- 


'iBt cos (t — <p) + > 


; d(p 


osa-l 


-lv” r B^ — r^ , 

^ B^— 2B> cos (t—gp) 9 ‘ ^ 


“2/a~1 


und fubre das auf der reebten Seite dieser Gleicbung an erster Stelle stebende Integral 
zunacbst, mit Hilfe der Formel. 


in den Ausdruck: 


jl»- 25 , cosg, + 7 ^ - 2 arctg 

0 




1 Bin qp 
— t cos qp 





und weiter dann durcb Einfubrung der zu Anfang dieses Artikels definierten, mit den 
GroBen r, t durcb die Beziebungen; 


1 biii(c3„_i — i) _ ^ 'v rsm{a,y — t) _ i.„ /_ ^ \ 

JJ — 7 eos(aj,_i — i) JJ — 7 cos(o:j„ — 0 ‘'o \ 2 't' 

verknupften GroBen T 3 ,,_i , T 2 „ in den Ausdruck 2Ta,,_i + 2r2, — 2^7r — uber 

Es wird dann: 


^2 V V 

% 





1 f 

S'- 




2 J?r cos -qp) + ? 


,(i(p 


G ,, 

B‘-iB, cos(t-(p) + 7»“<iP 

«S^-1 
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Lafit man jetzt den Punkt r, t sicli auf der Kurve q, entweder dem Punkte It, a,^_^ 
Oder dem Punkte R, aj,, unbegienzt nahem, so konvergieit im ersten Falle gegen 


rg, gegen n 




im zweiten Falle gegen st- 


S Ts, gegen t,,, 


wahrend in beiden Fallen em jedes der n — 1 auf der rechten Seite der letzten 
Grleicbung vorkommenden Integrale gegen Null konvergieit, und es konvergiert daher 

r,.^t 1113 . ersten Falle gegen G, im zweiten Falle gegen ^ G, also in jedem der 

beiden Falle, da nach den in bezug auf die Kurve q„ gemacbten Festsetzungen die 
Zablen T 2 ,_i, zwischen 0 und ji liegen, gegen erne unter G liegende Zahl. Damit 


ist aber der Beweis fur die Bebauptung, dafi G < G ist, erbracbt 


Setzt man nun noch G = xG und beachtet, dafi die so eingefubrte, zwiscben 0 und 1 
gelegene Zabl x, der Dejfimtion von G gemafi, die obere Grenze der Werte ist, welcbe 
die immer positive Funktion. 


V“J_ r rlw 

J — 2 It ) COB {t — 0^i<27tj 


des Punktes r, t fur die im Innem der Flache K gelegenen Punkte r, f der Kurven q 
besitzt, nennt auch diese Zahl x, insofern als sie nur von der Lage der Mundungs- 
punkte R, a der Kurven q und der Gestalt dieser Kurven abhangt, die dem Kurven- 
systeme g'l, g'j, • •, q^ entsprechende Zahl, so laBt sich das Kesultat der m diesem 
Artikel durchgefuhrten Untersuchung nach Hinzunahme des bisher ausgeschlossenen 
Falles G = 0 zusammenfassen m den folgenden 

Hilfssatz II. „Es set hei einer in der Flache T ahgegrenzten Kteisflaohe K die 
Petijpherie in 2w (» 2 ;i), der Reilie nach mit r^, Sj; r^, s,; ; s„ eu bezeichnende, Teile 

zerlegt, und es seien sugleich fm v = l,'2, ,n die Fhtdpunlie des Bogensi, durch erne 
sich aus Stucken ulgebi aische) Kurven susanunensetzende und, von then End^unkten abgesehen, 
voUstmdiq mi Innem der Flache K verlaufende Kmve q, veibunden, die iveder sich selbst, 
noch eine der n — 1 uh igen Kurven q schneidet odei bet uht t, auch m ihren Endjpunkten 
die Ret ijjliei le von K nicht bet uht. Zu dieser Kreisflache K sei mm irgend eine FunTdion 
u = 'dl-‘d'i des Punktes x, y von der in dem Satzel definierfen Art gegeben, welche fUr 
jeden auf den Bogen s^, , s„ gelegenen Punkt den Wert Null besitzt. Ist dann G das 

Maximum der Werte, welche der in der ganzen Flache K stetigen Fwnktion mod u fur 
die Punkte der Bogen r zukommen, so ist das Maximum der Weite, welche mod u fur die 
Punkte der Kurven q besitzt, niemals groper als xG, wobei x die dem Kurvensysteme 
Ui> } in entspirechende, weder von der Zahl G noch von der Funktion u ahhdngige, 
immer zwischen 0 vmd 1 gelegene Zahl bezeichnet." 


P-B. I 


16 
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Fimfter Abselimtt 


7 . 

Fur die Behandlung der in Art 4 gestellten Aufgabe empfiehlt sich die Ein- 
fulirung des Begi’iffs einer zu einem Systeme F von Stucken der — schon zu Anfang 
des Art. 5 erwahnten, aus der Flache T durch. Einfuhrung der Schnitte fli, h^, I 2 , , %, 1^, 

hervoigehenden — Flaclie T geliongen Fundamentalfunktion. Dieser Begriff soli jetzt 
definiert werden _ 

Man markiere in der Flache T die schon zu Anfang des Art 3 definierten Punkte 
unter denen sich alle Windungspunkte und alle Punkte befinden, und 
ordne allgemein dem Schnittpaare a,, (>=i>3, ,p) die vier bei der Problem stellung in 

Art. 4 gewahlten, nur den Bedingungen. 

mod A^= 1, mod 1, 31,= (1— A) 35, 


unterworfenen Konstanteu J.,, B,, S5,, dem Punkte ,*) die ebendort ge- 

wdhlte, durch die Konstanten vollstandig bestimmte Funktion (p„ 

zu Alsdann grenze man in der Flache T X'getrennt liegende Flachenstucke F^, F^, ,B\, 

deren G-esamtheit im folgenden mit F bezeichnet werden soil, in der Weise ab, da6 
allgemein die Begrenzung von Fy ,i) von einer in sich zurucklaufenden, aus einei 

endHchen Anzahl von Stucken algebraischer Kurven bestehenden Linie 91, gebildet 
wird, und da6 zudem diese Begrenzungslinie keinen zu einem Schmtte a oder h ge- 
horigen Punkt und auch keinen der Punkte 0^2, , enthalt, also insbesondere 

ganz im Endlichen verlauft und durch keinen Windungspunkt hindurchgeht In seinem 
Innem dagegen darf das Flachensystem F einige oder auch alle Schnittpaare a,!), 
ebenso einige der Punkte iPj, 0^3, , oder auch alle diese Punkte enthalten Dabei 

soli der Pall, wo k = l ist, also start des Flachensy stems F nur em emziges Flachen- 
stuck F^ vorliegt, mcht ausgeschlossen sein. 

Es werde nun angenommen, da6 zu dem Flachensysteme A’ erne emwertige 
Funktion u = u'+u''^ des Punktes 3/ existiere, welche den folgenden Bedingungen 
genugt: 

I. Die Funktion u soli fur ;^eden mcht mit einem Punkte oPg ("“bs, ,») zu- 
sammenfallenden und auch mcht zu emem Schmtte a oder emem Schmtte b ge- 
horigen Punkt x, y von Fy (’'=1,2, ,*) stetig sem, aber auch noch fur jeden zu 
emem etwa m Fy gelegenen Schmtte a, oder by gehongen Punkt 0^'^ oder 0~, 
sobald man sich auf die Werte von u fiir die in der Umgebung des Punktes 
0"^ oder mit dem Punkte zur selben Seite des betreffenden Schmttcs liegenden 

Punkte X, y beschrankt; dagegen sollen ihre Werte u'^, u~ in je zwei zu emem solchen 
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Schnitte a, ocler gehongen entsprechenden Punkten m der Weise verknujjft 

sein, da6 

langsa.{M"= 

langs 6, { 2 «+= ?r+ ^8y 


ist; fur jeden etwa in gelegenen Punkt aber soli sie in der durch die Funktion cf:„ 
charakterisierteu Weise unstetig Trerden. 

II Die Denvierten » §p sollen bei Hinzunabme der den Grleichungen ( S, .) 

entsprechenden stetigen Foi'fcsetzungen der Funktion n uber die Schnitte a,, b, hinuber 
fdr jeden nicht auf der Begrenzung gelegenen, aber auch nicht mit einem der Punkte 
(^ 1 , (^ 2 , , zusammenfallenden Punkt von F, esistieren und stetig sein, und es 

werden alsdann, ausschlieBlich auf Grund ihrei Definition, die Werte der genannten 
Denrierterf in je zTv^ei zu einem Schnitte a„ oder gehorigen entsprechenden Punkten 
dP" in der Weise verknupft sein, daB 


ist 


langs fl, 


I du+ j dir 
I dx ~~ dx ’ 


i du~ 

~dy '’'dy'’ 


langs 


XTx^-^'Tc’ 



A — 


- A 

d-u- 


dx- ’ 

’ Sy* " 


dy‘ 


■jr\ 0“U 

c‘ll* 

- 7? 

d^ir 



~cW~ 


cy^ 


TIT. Die Derivierten jp, ^ sollen fur jeden Punkt von F^, fur den ihre Existenz 
gefordert wurde, die Gleichung Am = |^ + |^ = 0 erfullen. 

Fine jede diesen Bedmgiingen genugeivde FmJction soil eine m deni Flacliensgsteme F 
geliorige Fimdamenfalfimktion genannt werden. Bei Venvendung dieses Begiiffes ist uber 
im Auge zu belialten, da^ die Konstanten A, B, St, §8 tmd die m den Funltionen (p 
vorJcommenden Konstanten S bei der Problemslellung in Art 4 em fur allenial festgelegt 


ivorden sind. 

In bezug auf die so definierten Fundamentalfunktionen gilt nun dei folgende 
8a<tz. „Eine zu deni Flacliensgsteme F gelionge Fundamental funktion tst voUstandig 
bestvnmt, sdbaU fur sie die Werte, welche sie langs dei durch die Linien Sti, Sfl,, , 58^ 
gebiMeten Begrenzung 9fl von F besitzt, bekannt sind.“ 

Der Beweis dieses Satzes wird durch die folgende Uberlegung erbracht. Existierte 
neben einer zu dem Flachensysteme F gehorigen Fundamentalfunktion u erne zweite 
Fundamentalfunktion u, welche mit dir in den Werten langs der Begrenzung 91 von F 
ubereinstimmte, so wtlrde die mit ihnen gebddete Differenz u-u, nachdem man ihr 
noch fur die etwa in F gelegenen Punkte des Punktsystems <^ 2 , , in welchen 

sie ja Werte zunachst nicht besitzt, die ihr fur diese Punkte zukommenden Grenzwerte 

15 * 
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Funfter Abschnitt 


als Weite zugelegt hat, eine zu F gehonge Fimktion des Puuktes x, y von der im 
Hilfssatze I charakterisierten Art sem, die zudem fur jeden Pnnkt der Begrenzuug 9ft 
von F den Wert Null besafie, und deien Modul daher, auf Grund des genannten Hilfs- 
satzes, fur jeden Punkt von F der Null gleich waie, im Widerspruch niit der Annalime, 
da6 u von u verschieden ist. Daniit ist aber der aufgestellte Satz bewiesen Bei dieser 
Betrachtung ist filr diejenigen etwa m F gelegenen Punkte des Punktsy stems <^ 1 , 0 ^ 2 , ,eP^, 

welche vpeder mit einem Winclungspunfete noch mit einem Punkte zusammenfallen, 
der in Art. 2 des dritten Abschnittes bewiesene Satz zu berucksichtigen 


8 . 

Es soli jetzt in die Behandlung der in Art. 4 gestellten Aufgabe in der Weise 
emgetreten werden, daJJ zunachst m diesem und dem folgenden Artikel zwei die Losung 
dieser Aufgabe vorbereitende Untersuchungen durchgefuhrt werden 

In der aus der Flache T durch Einfuhrung der Schnittpaare T)i, a 2 ,h^, ; 

hervorgehenden Flache T sei, nachdem man in ihr die Punkte 0 ^ 1 , <^ 2 , , S*, markiert 

hat, ein Flachensystem F von dei m Art 7 beschnebenen Art und eine einblattnge, 
kemen der Punkte <^ 2 ? • > ^.ber auch keinen zu einem Schnitte a oder 1) gehorigen 
Punkt enthaltende Ereisflache K abgegrenzt, die in der folgenden Beziehung zu einander 
stehen. Die Ereisflache K soil allgemein mit dem Flachenstucke F^ (•'= 1 , 2 , ,i) nur 

Abschnitte, zum mindesten einen Abschnitt — also emen einfach zusammenhangenden 
Flachenteil, dessen Begrenzung sich aus emem emzigen Stucke der Penpherie von K 
und einem emzigen Stucke der Begrenzung 9t.. von F^ zusammensetzt — gemeinsam 
haben, weiter soil ihre Penpherie so zu 9t, liegen, daB ein auf 9t;, in einer und 

derselben Eichtung sich bewegender Punkt von einer Stelle an, wo er in das Innere 

der Ereisflache K eintritt, bis zu der zunachst folgenden Stelle, wo er austritt, sich 
ganz im Innem von K bewegt, und daB weder an der Eintritts- noch an dei Aus- 
tnttsstelle eine Benihrung zwischen der Penpherie von K und den in die Flache K 
fallenden Teilen der Begrenzung 9t, von F, stattfindet; endhch soil die durch Ver- 
eimgung der Ereisflache K mit den Flachenstucken F^, F^, • , F,^ entstehende, zu- 

sammenhangende Flache F von einer emzigen, in sich zurucklaufenden Linie begrenzt 
sein. Dabei 1 st der Fall, wo A = 1 1 st, also statt des Flachensystems F nur ein 
emziges Flachenstuck F^ vorliegt, mcht ausgeschlossen; man wird sich sogar das Ver- 
standnis der in diesem Artikel durchgefuhrten Untersuchung wesentlich crleichtem, 
wenn man sie zunachst nur auf die folgende, dem Falle A = 1 entsprechende, Figur 10 
bezieht. 

Die auBerhalb der Ereisflache K gelegenen Teile der Begrenzungslinien 9ti, Stj, • •, 9t* 
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des ridchenbv steins F sollen unteischiedslos mit j), die mneiliall) pjelegenen nut q, die 
auBerhalb des Fldcbensjstems F gelegeneii Teile dei Peiipberie Ton K nut s, die inner- 
balb gelegenen mit r bezeichnet werden Die Scbnittpunkte der Begrenziingfelimen von F 
mit der Peripheiie von K, 'von denen jeder 
als em den vier in ibm znsammenstoBenden 
Lmien }), q, ), s gemeinsam angehoriger 
Punkt anzuseben ist, sollen dagegen untei- 
scbiedslos mit (j), s) bezeichnet werden. 

Ein jeder der Bucbstaben 2h Q, U s soil 
aber ancb, sobald er im folgenden an 
dem Zeicben far mgend eine zu dem 
Plachensysteme F oder zu der Kreis- 
flacbe K geborige Funktion des Punktes 
•c, y als unterer Index auftiitt, emen auf 

den dem Bucbstaben entsprechenden Lmien frei bewegbcben Punkt bezeicbnen imd 
zugleicb soli dann das mit diesem Bucbstaben versebene Funktionszeichen den Wert 
dei Funktion m dem bewegbcben Punkte reprasentieren 

Man nehme nun an, daB zu dem Flacbensysteme F, wie man aucb fur die durcb 
9I2, j gebildete Begrenzung desselben erne langs jeder einzebien Kandkurve 91^ 
einwertige und stetige Funktion des Begrenzungspunktes wablen mag, stets eine Funda- 
mentalfunktion gebildet werden konne, welcbe langs der Begrenzung von F mit der 
gewablten Funktion des Begrenzungspunktes dem Werte nacb uberemstimmt Es soli 
dann bewiesen werden, daB auf Grund dieser Annabme aucb zur Flacbe F eine Funda- 
mentalfunktion sicb bilden laBt, welcbe langs der, mit ^ + s zu bezeichnenden, Be- 
grenzung von F mit emer bebebig vorgegebenen einwertigen und stetigen Funktion 
f = f'+ f"^ des Begrenzungspunktes dem Werte nacb uberemstimmt. 

Zu dem Ende wahle man fur die von den Lmien p und q gebildete, nut p + q 
zu bezeichnende, Begrenzung von F eine einwertige Funktion g = g'F (J\ des Begrenzungs- 
punktes, welcbe langs jeder Begrenzungsbme SI, stetig ist und zudem fur jeden Punkt 
einer Lime p mit der vorgegebenen Funktion f dem Werte nacb uberemstimmt, sodaB 
also die Gleicbung bestebt, und bestimme alsdann einerseits zu dem Flacben- 

systeme F in Cbereinstimmung nut der gemacbten Annabme Fundamentalfunktionen 
, andererseits zu der Kreisflacbe K auf Grund des Satzes I Fundamental- 
funktionen , in der Eeibenfolge dadurcb, daB man die 

Werte, welcbe die Funktionen vP-^, langs der Begrenzung p + q von F, und 

die Werte, welcbe die Funktionen • langs der, mit r + s zu bezeichnenden, 

Peripherie von K besitzen sollen, in der Weise wablt, daB 
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1 


= f , 



(i4-'= 

*4^ 

fur 



/ p ? 

fur 

1,(2,. 

1 ' 


t 


II 



litf'= 

f, > 



if/>= 

= L , 





fur 

tM 

'''■p 

Ip y 

fur 


h'^> = 

= w?', 

1 

i»i'= 

fs , 

fur 


•“3 

(1 


fur 

It'**'! 


uf, 

1 


= 


lit/'= 

f. , 


ist Die Funktionen konvergieren dann mit unbegrenzt wachsendem n 

gegen bestiramte G-renzfunktionen it, « , von denen die erste fur jeden nicht mit einein 
der Punkte , c/*, zusamnaenfallenden Pimkt von F, die zweite fur jeden Punkt 

von K existiert Der Beweis fur diese Bebanptung soil jetzt erbracht werden 

Man betrachte die Funktionen n=i,2,3, , und beruck- 

sicMige, daJB die Gleicbungen: 


1 .) 

2.) *-^)= itf ttf 


4.) wf ”+">- ttf ”)= 0 


fur « = 1,2,3, bestehen, wenn man noch die dabei im Falle ?t = l auffcretende 
Grofie durcb die Gleicbung definiert Die zu dem Flacbensysteme F ge- 

bonge Funktion ist, nachdem man ihr noch fur die etwa in gelegenen 

Punkte des Punktsystems , S',, in welchen sie ja Weite zunachst nicht besitzt, 

die ihr fur diese Punkte zukommenden Grenzwerte als Werte zugelegt hat, eine Funktion 
von der im Hilfssatze I charaktensierten Art, die zudem langs der Linien p durchweg 
den Wert Null, langs der Linien g die Werte — besitzt. Infolgedessen ist 
mod fur keinen Punkt von F, also auch fur keinen Punkt der Limen r 

groBer als das mit Mod [it'/"' — zu bezeichnende Maximum der Werte, welche 
mod[itf"'-it/"~®'] langs der Lmien q_ besitzt Die zur Kreisflache K gehorige Funktion 
dagegen ist erne Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme ifc = l, 
charaktensierten Art, welche langs der Limen s durchweg den Wert Null, langs der 
Linien r die Werte besitzt, und sie ist daher zugleich auch erne Funktion 

von der im Hilfssatze H charaktensierten Art Infolgedessen ist mod 
fur kemen Punkt von K groBer als Mod [«t/"+^'— und msbesondere fur keinen 
Punkt der Limen g groBer als sc Mod it/"-^'], wobei x, o<y<i, die dem Limen- 

system g entsprechende Zahl in dem vor dem Hilfssatze H angegebenen Smne bezeichnet, 
und unter Mod das Maximum der Werte, welche mod «t/"-‘'] 



Integrafa-on der Gleichung At< = 0 fiii eine RiemaEn'seh.e Flache 1 


119 


langs der Linien r besitzt, zu verstehen ist. Es gelten daber fur « = 1,2, 3, die 
Relationen 


6 ; Mod ^ Mod 6 ) Mod Mod uf’^-% 


bei denen die Grleichbeitszeicben dann aber auch nur dann zu nehmen sind, wenn 
zwiscben der vorgegebenen Eunktion f und der gewablten Funktion g eine solche 
Beziebung besteht, dafi langs der Linien q durcbweg = infolgedessen jede 

der Funktionen iF’, - mit der Funktion jede der Funktionen mit 

der Funktion identiscb ist Ersetzt man nun das eine ATa,1 in den beiden Eelationen 
5), 6.) n durch n — l und elimmiert alsdann die GroBe Mod das 

andere Mai nur m der Relation 6 j » durch h — 1 und elimmiert alsdann die GroBe 
Mod — so ergeben sich die fur n = 2 , 3 , geltenden Eelationen. 


7.jMod[Mf w(^"--)]^xMod 8 jMod[»'^'‘+^>- Mod 

und weiter dann, mdem man mit HaEe dieser Eelationen Mod zu 

Mod [2?^;^’— «(!“'], Mod zu Mod — 22^*^'] in direkte Beziebung setzt und 

beachtet , daB nacb 0.) Mod [m® — ^ Mod [22*^^ — 22'“^] ist , aucb zur Abkurzung 

Mod [2/J;> — 22^“^] = setzt, die fur n = l, 2 ,B, geltenden Eelationen: 

9) Mod 22^"-^)] ^ x’^-^G, lO.j Mod 22(''-«] ^ x”-^G 


Aus diesen Eelationen folgen jetzt scbbeBbch, da nacb fruber Bemerktem fur jeden 
Punkt von F die Beziebung mod ^ Mod [22^*“^— 22^'" fur jeden Punkt 
von K die Beziebung mod 2f'“''']^Mod [22j- 22^^"“^^] bestebt, die fur w = l,2,3,- • 

geltenden Eelationen 


11) mod ['22(*"'*'^^— -22^^"“^^] ^ 12) mod [22f^"''’®>— 22^^"^] 

von denen die erste fur jeden Punkt von F, die zweite fur jeden Punkt von AT be- 
steht. Diese letzten Eelationen lassen nun erkennen, daB die zu der unendlicben Reibe 
[22*®^ — 22^^^] -1- [22^^^ — 22^®^] + ■ gehonge Modulnreihe fur alle Punkte von F, die zu der 
unendlicben Reibe [22^^' — 22^'^^] -|- [22^®^ — 22^*^] + gehonge Modulnreihe fur alle Punkte 
von K konvergiert, und zwar in gleicbem Grade. Daraus folgt dann zunachst, daB die 
Funktionen 22^^'‘'‘'^^, 22^®"'''^', wie behauptet wurde, mit unbegrenzt wacbsendem n gegen 
bestimmte Grenzfunktionen: 


27 = nm22(''‘ + ')=22('> + [22^*5 -22«]-h - [22'^" + ^) - 22(^«-«J • , 

00 

u = bm -h [22^*^ — 22^®^] -f- -|- [22^®”+*^ — 22^^"^ ] + • • 

n 00 

konvergieren, von denen die erste fur jeden mcht nait einem der Punkte ^1, ^3, , 
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Fimffcer Absehnitt 


zusammerifallenden Punkt von F, die zweite fur jeden Punkt von K existiert; weiter 
aber auch, da6 die Funktion Ti jedeufalls langs der die einzelnen Teile von F begrenzen- 
den Eandkuiven Si,, , die Funktion « jedeufalls langs der Peripherie von F 
sich stetig andert Endhch ergibt sich noch, indem man die Grleichungen = f^, 

^( 2 «+i)^ beachtct , daB das Verhalten der Funktion It 

langs der Begrenzung von F und das Verhalten der Funktion Ti langs der 

Peripherie -i + s von K chaiakterisieit ist durch die GHeichungen: 

\ = %, \ = /I 

Pm einen genaueren Einblick in die Natur der gewonnenen Funktionen m zu 
erhalten, bilde man jetzt zu dem Flachensysteme F, m Dberemstimmung mit dei ge- 
machten Annahme, eine Fundamentalfunktion TJ, welche langs der Begienzung q 
von F mit der Funktion u dem Werte nach ubereinstimmt, sodaB also U^=u^ 

ist, bilde entsprechend zu der Kreisflache K, auf Grand des Satzes I, erne Fundamental- 
funktion U, welche langs der Peripherie »■ + s von K mit der Funktion « dem Werte 
nach ubereinstimmt, sodaB also = \ ist, und betrachte alsdann die beiden 

Funktionen . _ ^ 

c/"- cr_w(2«+2). 

Die erste derselben ist, nachdem man ihr noch fur die etwa in F gelegeiien Punkte 
des Punktsy stems c^a, •, m welchen sie ja Werte zunachst nicht besitzt, die 

ihr fur diese Punkte zukommenden Grenzwerte als Werte zugelegt hat, eine zu F ge- 
honge Funktion von der im Hilfssatze I charakterisierten Art, deren Verhalten langs der 
Begrenzung p + q von F durch die Gleichungen: 

r = w + 1 

bestimmt 1 st, und deren Modul infolgedessen fur keinen Punkt von F groBer als 

v = oo 

Mod^ also auch, der Relation 11.) zufolge, fur keinen Punkt von F 

v=n+l 

groBei als oder, was dasselbe, groBer als . ^ G 1 st. Die zweite dagegen ist 

eine zu K gehorige Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme k — X, charakte- 
risierten Art, deren Verhalten langs der Peripherie r s von K durch die Gleichungen. 

U, - = i, - 

_ 1'=» + 1 



Integiation dei Glpicbung A/£ = l> fai erne RiemannSrlie Flaclie T 121 

bestimmt ist, unci deien Modul infolgedessen tur keinen Punkt von K groBei als 
Mod ^ also auch, cler Eelation 12; zulolge, fur keinen Punkt von K 

7=«-rl 

7 = =C 

groBer als oder, was dasselbe, groBer als G i&t Es konvergieit daher mit 

i=«-rl 

unbegrenzt wachsendem mod [17— fui alle Punkte von F, mod [17— fui 
alle Punkte von K gegen Xull, und zwai m gleicbem (irade, oder, was dasselbe, es ist, 
von den etwa in F gelegenen Punkten des Punktsy stems c/’,, , abgeseben, 

U = lim = ?£, 17= lim = u. 

/i IX. « ou 

Damit ist aber bewiesen, daB die Funktion u erne zu clem Flacbensysteme F, die 
Funktion u eine zu der Kreisflache K gehorige Fundamentalfunktion ist. 

O b Ti ft Muhe erkennt man jetzt auch. noch, daB die gewonnenen Funktionen Ti, u 
fur jeden Punkt jl , y irgend eines dem Flacbensysteme F und der Kieisflache K ge- 
meinsamen, von einer einzigen Lime q und einer einzigen Linie *; begrenzten Ab- 
schmttes denselben Wert besitzen; man hat dazu nur zu beachten, daB die Funktionen Ti, Ti, 
als Funktionen des in seiner Bewegung auf einen solchen Abschnitt beschrankten 
Punktes x, y betrachtet, sich auf G-rund des eben Bewiesenen wie zwei zu dem Ab- 
schnitte gehorige Fundamentalfunktionen verhalten , zugleich aber auch , auf Grund der 
Gleichungen = fur jeden Punkt cler Begi’enzung des Abschnittes denselben 

Wert besitzen, und daB nach dem am Ende von Art 7 Bewiesenen zwei zu einem 
Gebiete gehorige Fundamentalfunktionen, welche langs der Begienzung des Gebietes dem 
Werte nach ubereinstimmen , identisch sind 

Man definiere nun schheBlich fur die von den Linien und s begrenzte zu- 
sammenhangende Flache !F, welche die samtlichen Punkte des Flachensystems F und 
der Kreisflache K enthalt, eine Funktion u in der Weise, daB man fur jeden Punkt 
von F u = Ti, fur jeden Punkt von F ic = u setzt, und beachte, daB dadurch u auch fur 
jeden Punkt cler dem Flacbensysteme F und der Kreisflache K gemeinsamen Gebiete 
eindeutig erklait ist, da nach dem eben Bewiesenen fur jeden Punkt eines solchen 
Gebietes die Beziehung Ti = u besteht. Die so zur Flache F bestimmte Funktion i< ist 
dann eine zu F gehorige Fundamentalfunktion, die zudem, auf Grund der Gleichungen 
u^=u^ = f^, u, = %=f„ langs der Begrenzung ^9 P s von F mit der vorgegebenen Funk- 
tion f des Begrenzungspuhktes dem Werte nach ubereinstimmt, und sie ist zugleich 
nach dem in Art. 7 Bewiesenen die einzige derartige Fundamentalfunktion. Damit ist 
aber der Beweis fur die zu Anfang der Untersuchung aufgestellte Behauptung erbracht, 
und man kann jetzt das Eesultat der in diesem Ai-tikel durchgefuhrten Untersuchung 
zusammenfassen in den folgenden 

F-E, I 
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Sa>tz. >,In (let alls clei Flaclie Tdurch Emfuhung det Sclinitfjpaare a^, a^, h^, , a^,, hj, 

lienorgehenden Flaclie T sei, nacMem man in ih die Pim'kteS'x, timhett hat, em cats k 

get) emit hegeitden Flaclienstuclen jPj, F^, , F^lestehendes Flacliensijstem F, bet deni allgenietn 

F^ (-'=1,2, ,1) I'on einei einzigen gescMossenen Ltnie begrenzt sein soil, und etne Ki eisflaclie K 
abgegrenzt, welclie in dei zu Aiifang dieses Ai tikels angegebenen Beztelmng zu einandei stelien 
La^t sicJi claim zu dent Flacliensysteine F, me man aiicli fui die dutch gebildete 

Begieiiziing desselbeii eine langs jedei emzelnen Bandkmve eimvefhge und stehge Fimktion 
des Begi eimingspiinktes icalilen mag, stets eine Fundamentalfunktion bilden, welclie langs der 
Begienzung ion F tint dei geualilten Funktioii des Begrenzmigs;punUes detii Weite nach uberem- 
stimmt, so la^t sicli aiieh zu der die samtlichen Funkte des Flachensystems F und der Krets- 
flaclie K entlialtenden zusaimnenhangendeii Flaclie F eine Fundamentalfunktion bilden, welclie 
langs dei Begrenzimg von F nut enter beliebig vorgegebenen einwertigen und stetigen Funltion 
des Begtenzungsyuiiktes detii Wette nach ubereinstmnit. Bet Fall, wo statt des Flachen- 
systenis F nut em einziges Fhchenstuck F^ voihegt, ist dabei tncht ausgesclilossen “ 

9 . 

In der Flache T grenze man, nachdem man die Schnittpaare ay,\', a^,b^\ ; a^,, \ 

emgefnhrt und die Punkte i/’g, , maikiert hat, durch eine das Schnittpaar a,, b^ 



I’ig u 



Intpgi'atiOD del Gleichung Afi — i) fur eine RiPiuaun’schp FlacLe T liS 

umscUiefiende, in sicli zuiucklaufende Kurve, der schematischen Fignr 11 entsprechend 
(bei der c'*' T\"indungspunkte, — a''\ — a'^‘ Ubergangslinien zwischen den- 

selben beiden Blattern bezeicbnen sollen, imd die in dem unteren dieser beiden Blatter 
liegenden Teile der Begrenznngslinie zum Unterschied von den in deni oberen liegenden 
gestrichelt sind), ein das Schnittpaar a,, h,, aber keinen der Punkte ent- 

haltendes Flachenstuck ab und entfeme alsdann das Schnittpaar cr,, 6, Em Flachen- 
stiick von dieser Art moge ein Doppelring genannt werden. Mit Eucksicht auf das 
Folgende soli die Begrenznng des Mer vorliegenden, mit D, za bezeichnenden, Doppel- 
rings vier getrennte Bogen emer um den gemeinsamen Mundungspnnkt der Linien fl,, 6. 
als Mittelpnnkt beschriebenen Kreislinie enthalten Die Flache D, kann dann aneh 
aufgefaBt werden als eine Flache, welche durch die Vereimgung zweier getrennt liegen- 
der, einfach zusammenhangender Flachenstucke F^, nut der von der eben genannten 
Ereislinie begrenzten Eieisflache K in der durch die Figur 12 charakterisierten Weise 



entstanden ist, und es soil dabei zugleich vorausgesetzt werden, da6 das mit F zn be- 
zeichnende System der beiden Flachenstucke F^, F^ und die Ereisflkche K in derselben 
Beziehung zu emander stehen, auch in betreff ihrer Begrenzungen, wie das zu Anfang 
des Art. 8 eingefuhrte Flachensystem F und die ebendort emgefuhrte Ereisflache K. 

Infolgedesseu kann die dort fur die Teile der Begrenzung des Flachensystems F und 

16 * 



124 


Fiinftei Abschmtt 


der Penpherie von K emgefiiliite Bezeichnung veimittels dei Buclistaben q,,),s un- 
mittelbar auf die hiei voiiiegencle Figui nbertiagen weiden. 

Nach diesen Festsetzuugen -wahle man jetzt auf jedem der beiden getrennt 
hegenden Teile p dei Begreuzung von einen nicbt init emem Punkte Q;, s) zusammen- 
fallenden Punkt, fuhre von dem emeu diesei beiden Punkte zuni andern einen mit a 
zu bezeichnenden, vom Anfangs- und Endpunkte abgesehen ganz im Innern von ver- 
laufenden und weder sicb selbst noch einen der Bogen / scbneidenden odei beruhrenden 
Scbmtt in der Weise, dai! er, wemi man ilm m die Figur 11 ubertragen wurde, mit der 
Scbmttlmie nur einen Punkt gememsam batte, und bezeichne bei diesem Schnitte die 
erne Seite als die positive, die andere als die negative, dabei sei die Bezeicbnung so gewahlt, 
daS man, wenn man l)t m positivem Sinne durchlauft, den Scbmtt d von der negativen zur 
positiven Seite bin uberscbreitet Bbenso wable man auf jedem dei beiden getiennt liegenden 
Teile p der Begrenzung von emen nicbt mit einem Punkte s) zusammenfallenden 
Punkt und fubre von dem einen dieser beiden Punkte zum andern einen mit V zu 
bezeicbnenden, vom Anfangs- und Endpunkte abgesebeii ganz im Imiern von Aj ver- 
laufenden und weder sicb selbst nocb einen der Bogen i scbneidenden oder beruhrenden 
Scbmtt in der Weise, daB ei, wenn man ihn m die Figur 11 ubertragen wiude, mit 
der Scbnittlime m, nur einen Punkt gememsam batte, und bezeichne bei diesem Schnitte 
die eine Seite als die positive, die andeie als die negative; dabei sei die Bezeichnung 
so gewahlt, daB man, wenn man at m positivem Sinne durchlauft, den Scbmtt h' von der 
positiven zur negativen Seite bin uberscbreitet. Durcb den Scbmtt a! wird das Flachen- 
stuck in zwei Teile zeilegt, von denen der eine, die positive Seite des Schnittes 
als Begrenzungsstuck entbaltende Teil mit der andere, die negative Seite o!~ des 
Schnittes als Begrenzungsstiick entbaltende Teil mit bezeichnet werden soli; ebenso 
wird durcb den Scbmtt V das Flachenstuck F^ in zwei Teile zerlegt, von denen der 
erne, die positive Seite h''*' des Schnittes als Begrenzung sstbck entbaltende Teil mit F^'^, 
der andere, die negative Seite b'~ des Schnittes als Begrenzungsstuck entbaltende Teil 
mit F^~ bezeichnet werden soil 

Man nebme nun an, daB zu dem mcbt zerscbnittenen Flachenstucke Fy 
wie man aucb fur die Begrenzung desselben einc emwertige und stetige Funktion des 
Begrenzungspunktes wablen mag, stets eine emwertige Funktion ry=Vy+v't^ des 
Punktes x, y gebildet werden konne, welche fur jeden Punkt von Fy stetig ist, fur 

o o 02 02 

jeden im Innern von Fy gelegenen Punkt stetige Berivierte besitzt 

und der Differentialgleichung AVy=0 genugt, endlicb langs der Begrenzung von F^ mit 
der gewablten Funktion des Begrenzungspunktes dem Werte nach hberemstimmt, und 
beacbte, daB eine solcke Funktion Vy, durcb die Werte, welche ibr fur die Begrenzung 
von Fy vorgeschrieben sind, vollstbndig bestimmt ist, da sie sicb in Fy geradeso ver- 
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halt wie eiae Fundamentalfunktion, welche zu irgencl einem keiaen cler Schnitte 

; dp- \ enthaltenden Stucke der Flache T gehoit, in dies,em Stiicke, nnd eine 
solche nach dem in Art. 7 Bewiesenen duirh ihre Eandweile vollstandig hestimmt ist. 
Definiert man alsdann mit Hilfe der Funktionen v^, k zu deni Systeme i"'''’*'’ der beiden 
durch die Schnitte a, h' zerlegten Flhchenstiicke F^, eine Funktion = 
m der Weise, daB man, unter A,. B,, %, S8, die bei der Problemstellung m Art 4 ge- 
wahlten, nur den Bedmgungen: 


mod A. = 1, mod B, = 1, 




unterworfenen Konstanten veistehend, fur jeden Punkt x, ij von F^ (i = v^, fur jeden 
Punkt 1 , y von F^ fi = A,Vi + %, fur jeden Punkt x, y von Fr fx = v,, fur jeden Punkt 
a,y von FV*" 35, setzt, so besitzt die so zu dem Flachensysteme be- 

stimmte Funktion fx die folgenden Bigenschaften. Zunachst ist u, als Funktion des 
Punktes i, y in einem der vier Teile F+, F~, F/, F," des Systems F^®'-'''^ betrachtet, 
eine in dem Teile allenthalben einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, zu- 
dem Sind ihi’e, allgemein mit /j,~ zu bezeichnenden, Werte in je zwei zum Schmtte 
a' Oder zum Schnitte h' gehoiigen, demselben Wertepaar x, y entsprechenden Punkten 
in der Weise verknupffc, daB 

, langs a {fx+= A, + 

langs &'{/*+= B„fx- 4- 95„ 

ist Ferner besitzt die Funktion fx mcht nur fur jeden im Innem eines der vier ge- 

nannten Teile des Systems F^“'’*'> liegenden Punkt a, y stetige Dermerte -^,4^, 

CSC oy €00“ oy^ 

sondem auch noch fur jeden auf einer der vier Begrenzungslinien a''*', d~, &'+, h’~, aber 
nicht zugleich auf einer Linie p liegenden Punkt beziehungsweise sobald man 
die Funktion fx uber ein diesen Punkt im Innem enthaltendes Stuck der Begrenzungs- 
linie hmuber den GHeichungen ((3.) entsprechend stetig fortsetzt (vgl. Art. 3), und es 

werden alsdann, ausschlieBlich auf Grund ihrer Definition, die allgemein mit 

bezeichnenden Werte dieser Derivierten in je zwei zum 

Schnitte a' oder zum Schnitte V gehorigen, aber mcht auf einer Begrenzungslinie p von 
F(“'>*') liegenden, entsprechenden Punkten cP*, cP~ in der Weise verknilpft sein, daB 

lano-f? — J ItL blU—A ^ 4 3V'"_ a 

langb a j —Xl,. g^ , g^j -^1, g^, , g^, —Jt, g^, , 


langs = = 


dtr _ Tj 8‘ii~ _ jy d^fir 

dy ’ a®'' 9a!» ’ ay“ “ 
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ist Endlicli erfullen die Denvierteii ^ fur jeden Punkt ^ von fur den 

ihre Existenz soeben festgestellt -winde, also fur jeden nicht auf emei Begienzungs- 

linie j) Oder ^ gelegenen Punkt von die Gleichung ^ ^ 

Die Weide /ij,, welcbe die Punktion ft langs der, mit 2^ + 1 2 u bezeiohnenden, 
Begienzung von besitzt, sind durch die Werte bestinnnt, welche der Funktion 

fur die Begrenzung von Fj uud der Funktion fur die Begrenzung von F’ vor- 
gescbneben wurden. Durch jiassende Wahl diesei Weite im Eahmen der Bedingung 
der Stetigkeit kann an Stelle von ju,p jede Funktion des Punlctes x, y von p gebracht 
weiden, 'vvelche den Bedingiingen genugt, sich stetig zu andein, solange der Punkt x, y 
auf j) seine Lage stetig andert, aber uicht den Schmtt a' oder den Schnitt V uberschi eitet, 
und beim Uberschreiten des Schnittes a' oder des Schnittes V sich der Gleichung 

( 1 ^= A^fi~ + beziehungsweise der Gleichung /ip = 1?, + 35, entsprechend zu andem, 

zugleich kann aber auch an Stelle von /tgjede Punktion des Punktes x, y von gebiacht 
werden, welche den Bedingungen genugt, sich stetig zu andern, wenn der Punkt x, y auf q 
seine Lage stetig andert, und in jedem Punkte (_p, s) denselben Wert zu besitzen wie die 
Funktion /ip Es konnen also auf Grund der zu Anfang in bezug auf die Funktionen 
v^, Vjj gemachten Annahmen fur eine zu bildende Punktion /i der beschnebenen Ait die 
Werte /ip, /ij, welche sie langs der Begrenzung p + q von F’t"'’'’') besitzen soil, iin Eahmen 
der eben genannten Bedingungen behebig vorgegeben werden 

Eine Punktion des Punktes x, y von welche mit der Funktion /t in den 

aufgefuhrten Eigenschaften ubereinstimmt, soli eine Punktion voin Typus /i genannt 
werden. Ist /i eine solche Punktion, und definiert man alsdann einerseits zu dem durch 
den Schmtt d zerlegten Plachenstuck erne Punktion in der Weise, dafi man fur 
jeden Punkt x, y von = fur jeden Punkt x, y von (/t— 21.,) setzt, 

andererseits zu dem durch den Schnitt b' zerlegten Plachenstuck eine Funktion 
in der Weise, dafi man fur jeden Punkt x, y von F^ = fx, fur jeden Punkt a , y von F^ 
^ 2 = J57^(/t— 35„) setzt, entfernt hierauf die Schnitte a', mdem man beachtet, daB die 
Punktion in je zwei zum Schnitte d gehorigen entsprechenden Punkten die 

Punktion in je zwei zum Schnitte V gehorigen entsprechenden Punkten denselben 

Wert besitzt, so ist Vy (*= 1 , 2 ) eine zu Fy gehonge Punktion von derselben Art, wie die 
zu Anfang defimerte Punktion und es hangt zugleich /t von in derselben Weise 
ab wie die fruher gebildete Punktion fi von den Funktionen Die Gesamthoit 

der Funktionen vom Typus /i deckt sich also mit der Gesamtheit derjenigen Funktionen, 
welche durch das zur Bildung von /i benutzte Verfahren erzeugt werden konnen. Be- 
achtet man nun noch, daB die beiden Funktionen vollstandig bestimmt sind, so- 

bald man die Werte von langs der Begrenzung von F^ und die Werte von langs 
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der Begrenzung von kennt, und dafi diese Weite zugleich mit den VTeiten 
welche die Funktion Ji, langs der Begrenzung -j- g von besitzt, bekannt sind, so 
erkennt man schlieBlich , daB eine Funktion vom Tjpus fx durcb die Weiie, welcbe 
ihr fui die Begrenzung li q von im Rakuien der fniber genannten Bedmgungen 

vorgesclmeben werden, voUstandig bestimmt ist 

Mit Eucksicbt auf die folgende Untersuchung soil die Differenz — irgend 

ztveier Funktionen fi, ji vom Typus nock einer besonderen Betrachtung unterzogen 
werden. Erne jede in der angegebenen Weise entstehende Funktion des Punktes x , y 
von soli eine Funktion genannt werden Ohne Muhe erkennt man, dafi man 

die samtlicben Funktionen /F auch erbalt, wenn man fur jedeu Punkt x, y von i^f 
/x* = Vi, fur jeden Punkt x, y von A^y^, fur jeden Punkt x, y von Fj' fjL*=V 2 , 

fur jeden Punkt x, y von Ft B^y^ setzt und alsdann an Stelle von y^, y, jedes 
uberbaupt esistierende Funktionenpaar von der zu Anfang cbaraktensierten Art treten 
last. Die den Konstanten B, auferlegten, durch die Gleicbungen modA, = 1, 
mod B, = 1 ausgedruckten Bedmgungen wirken nun bei einer Funktion ix* in eigentum- 
licber Weise auf das Veihalten von mod fi'- ein Um dies einzusehen, beachte man zu- 
nacbst, dafi nacb dem in Art 5 Bewiesenen mody^ fm- kemen Punkt von F^, mody^ 
fur keinen Punkt von F^ grofier ist als der mit G zu bezeichnende Maximumwert in 
der Gesamtkeit der Werte, welche sich aus den Werten von mody^ langs der Be- 
gienzung von F^ und den Werten von mod y^ langs der Begrenzung von F^ zusammen- 
setzen; beachte weiter, daB auf Grund der zwischen je zwei Funktionen v^, y^ und der 
aus ihnen erzeugten Funktion fxt bestehenden, soeben aufgestellten Gleichungen fur 
jeden Punkt x, y von mod fF = mod y^, fur jeden Punkt x, y von Ff’’^ mod fi* = mod 
ist, und bemcksichtige endlich noch, daB infolge dieser letzten Beziehungen die GroBe G 
zugleich auch das Maximum deijemgen Werte ist, welche mod fur die Punkte der 
Begrenzung p + q von besitzt. Man gelangt dann schheBlich zu dem wichtigen, 

dem Hilfssatze I analogen Satze, daB mod fx* fur keinen Punkt des Systems groBer 
ist als das Maximum G der Werte, welche mod /i* fur die Punkte der Begrenzung p-\-q 
von besitzt 

Auf Grand der in bezug auf die Funktionen y^, gemachten Annahmen kann 
TYian jetzt zu dem die samtlichen Punkte von B^®'’*’'^ und K enthaltenden, von den 
Linien p und s begrenzten Doppelnng erne einwertige Funktion « = des 

Punktes x, y bestimmen, die, als Funktion des Punktes x, y von B^®’*''^ betrachtet, sich 
wie eine Funktion vom Typus fx, als Funktion des Punktes x, y von K betrachtet, 
sich wie eine Funktion von der im Satze I definierten Art verhalt, und die zudem 
langs der, mit jp + s zu bezeichnenden, Begrenzung von mit einer vorgegebenen 

einwertigen Funktion /'=/’'+ ft' des Begrenzungspunktes dem Werte nach ubereinstimmt 
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Die Funktioii f hat nui den Bedmgungen zu genugen, sich stetig zu andem, solange 
del Begi-enzungspunkt seine Lage stetig andert, aber nicht den Schnitt a' oder den 
Schnitt V uberschreitet, nnd beiin Uberschieiten des Schnittes a oder des Schnittes h' sich 
der Bleichung = A, f~ + beziehungsweise der Gleichung /■+= 5,/’" + SB, entsprechend 
zu andern. Erne solche Funktion a soli jetzt bestimmt werden 

Zu deni Ende wahle man fur die Begrenzung p + g von eine emwertige 

Funktion g = (/ + g"i des Begrenzungspunktes, welche sich stetig andert, solange der 
Begienzungspunkt seme Lage stetig andert, aber nicht den Schnitt a' oder den Schnitt h' 
uberschreitet, welche beim Uberschreiten des Schnittes a' oder des Schnittes h' sich der 
Gleichung g'^ = A,g~ + beziehungsweise der Gleichung g'^ = jB,,g~ + 18, entsprechend 
andert, nnd welche zudem fur jeden Punkt einer Lime p mit der vorgegebenen Funktion f 
dem Werte iiach ubereinstimmt, sodafi also die Gleichung gj, = fp besteht, und bestimme 
alsdann einerseits zu dem Systems jF*®'’*') m Ubereinstimmung mit den gemachten An- 

nahmen Funktionen vom Typus fi, andererseits zu der Ki’eisflache K 

auf Grund des Satzes I Funktionen u‘-^\ von der in dem Satze definierten 

Art, in der Eeihenfolge iiA\ dadm’ch, daB man die Werte, welche die Funktionen 

u''^\ • langs der Begrenzung p -\-q von und die Werte , welche die 

Funktionen langs dei, mit r + s zu bezeichnendeii, Peripherie von K be- 

sitzen sollen, in der Weise wahlt, daB 


fur 


fur 


fur 


i<'T=fp ^ 


fur«(^' 


fur 




ist Genau auf dieselbe Weise wie im vorigen Artikel laBt sich dann, unter Beachtung, 
daB die zu dem Systeme gehorige Funktion #"+')— Funktion /u,* ist 

und daher fur sie der vorher abgeleitete, dem Hilfssatze I analogs Satz gilt, zunachst 
zeigen, daB die Funktionen mit unbegrenzt wachsendem n gegen bestimmte 

Gren zfunktionen • 

u = lim = iF'> + + -j- -(- . , 

u = lim = u^^'> + [#^— ■ -f ] + • 

konvergieren, weiter dann, daB die ftir jeden Punkt des Systems existierende 
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Funktion u eine Funktaon vom Tjpus fi, die fur jeden Punkt der Kreisflache K 
existierende Funktion u eine zu K gehorige Funktion von der in dem Satze I definierten 
Art ist, und daB das ^ erkalten der Funktion u langs der Begrenzung p q von 
sowie das \ ei’halten der Funktion u langs der Begrenzung >■ + s von K charaktensiert 
ist durch die G-leichungen • 

«, = /■,; 

endlick noch, daB die Funktionen u, u fur jeden Punkt x, y irgend eines der vier dem 
Systeme und der Kreisflache K gemeinsamen, von je emer einzigen Lime y und 

einer einzigen Linie > begrenzten Abschnitte denselben Wert besitzen 

Deflmert man nun fur die von den Linien p und s begrenzte zusammenhangende 
Flache eine Funktion xi m der Weise, daB man fur jeden Punkt des Systems 

11 = Ti, fur jeden Punkt der Kreisflache K u = ft setzt, so ist die so bestimmte Funktion it 
eine einwei-tige Funktion des Punktes x, y von mit den verlangten Eigenscbaffcen, 
da sie, als Funktion des Punktes x, y von betracbtet, sich wie eine Funktion 

vom Typus fi, als Funktion des Punktes x, y von K betracbtet, sicb wie erne Funktion 
von der im Satze I definierten Art verhalt, und sie zudem, auf Grrund der G-leichungen 
K=%=f„ langs der Begrenzung + s von noit der vorgegebenen 

Funktion f des Begrenzungspunktes dem Werte nach ubereinstimmt. 

Man lege jetzt in die Flache die urspiunglichen Schmtte a,, hinein, 

bezeichne die vier Grebiete, in welche dadurch !)(“'>*') zerfallt, mit G^, G^, G^ in der 
Weise, daB G^ das an a~, h~, a'+, anstoBende, G 2 das an a*, 'b~, a'~, anstoBende, 
Gi das an a~, h*, a''^, h'~ anstoBende, endhch Gi das an aj", &+, d~, h'~ anstoBende Glebiet 
ist (s Fig 13), und definiere alsdann zu der aus durch Emfuhrung der Schmtte 

a,, &„ entstandenen, mit D'„ zu bezeichnenden, Flache mit Hilfe der soeben gewonnenen 
Funktion ti eine Funktion U dadurch, daB man fur jeden Punkt x, y 

von ( 17= M, 
von Gi{TJ= A,u 
von Gfi[U= 

von G,{U= + 33.) + 31, = B,{A,u + 31,) + 33, 

setzt. Die so zu der Flache D' bestimmte Funktion U besitzt die folgenden Eigen- 
schaften. Zunachst 1 st Z7, als Funktion des Punktes x, y in emem der vier die 
Flache D' bildenden Gebiete G^, G^, G^, G^ betracbtet, erne in dem Gebiete allenthalben 
einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y; zudem smd ihre Werte Z7+, U~ in 

P-E, I 17 
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je zwei zum Sclimtte cl oder zum Schnitte V gehongen entsprechenden Punkten 
m der Weise verkntipft, daB 

(JS) langs d[U^= CT", langs &' { Z7+ = U- 

ast, dagegen ikre Weite U~ in je zwei zum Schnitte oder zum Schnitte h, 
gehorigen entsprechenden Punkten S'~ in der Weise, daB 

langs a, { ?7+ = ?7- + 

langs &,{D'+ = ^,17-- + 58^ 

ist. Ferner hesitzt die Funktion TJ nicht nur fur jeden im Innern ernes der vier 
genannten G-ebiete liegenden Punkt x, y stetige Denvierte sondern 

auch noch fur jeden auf einer der Begrenzungshmen a'*, a'~, h'~, ajl", a~, b~ der 

G-ebiete, aber nicht zugleich auf einer Lime liegenden Punkt beziehungsweise c/*", 
sobald man die Funktion U uber ein diesen Punkt im Innern enthaltendes Stuck 
der Begrenzung des betreffenden Gebietes hmuber den Gleichungen (S), (S,.) eutsprechend 
stetig fortsetzt, und es werden alsdaim, ausschlieBlich auf Grund ihrer Definition, die 
Werte dieser Dermerten in je zwei entsprechenden, aber nicht auf einer Begrenzungs- 
hnie jp von D„ liegenden Punkten in der Weise verknupft sem, daB 
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langs a und V 
langs a, 
langs 


rU- 

rU- 

rU- 

rU- 

c-u- 


r^U~ 

r-r- 

pr- 

C r 

c c " 

cy 

cy ’ 

rv- 



^cy- 



- 4 


_ 


- J 

a-r- 



cx 

cv » 

ey 

' cy ' 

c i- 

— ^^1 

rx^ ’ 

ry- 

cy^ ' 

_ 

-B 


— B 


- 7? 

c-r- 


-B 

CJC 

“ JL/ t r 5 

^ CX 

c'y 

■ JL) * ^ 

* cy 

cx^ 



iy^ 



ist Endlich erfullen die Deimerten 4p- fur jeden Punkt x, y von D', filr den 
ihre Existenz soeben festgestellt wurde, also fur jeden nicbt auf der Begrenzung + s 
gelegenen Punkt von D' die Grleichung AZ7=-|^+ jp = 0. 

Aus dem Verbalten der Funktion U und ihrei Demderten jj;, fur 

die Schnitte a, V folgt unmittelbar. da6 die Funktion U selbst die den Gleichungen (S.) 
entsprecbende stetige Fortsetzung der Funktion TJ sowobl uber den Schnitt a' me uber 
den Sclinitt V bmuber bildet, und man kann daher die Scbnitte d, V, als fur die 
Funktion U und ihre eben genannten Denvierten nicht mehr in Betracht kommend, 
entfemen Bezeichnet man alsdann den nur noch die Schnitte a,, \ enthaltenden 
Doppelring wiederum mit D[,, seme bis jetzt durch p + s bezeichnete Begrenzung da- 
gegen mit S),, und beacktet, daB die Funktion U langs sich stetig andert, so 
erkennt man, daB die gewonnene Funktion U erne zu D' gehorige Fundamentalfunktion 
ist; als solche ist sie nach fruher Bewiesenem vollstandig bestimmt, sobald fur sie die 
Werte, welche sie langs 2),. besitzt, bekannt smd Beachtet man dann weiter noch, daB 
die der Funktion U fur die Punkte von 3), zukommenden, durch die Werte der vor- 
gegebenen Funktion f bestimmten Werte mfolge des fur die Wahl von f gelassenen 
Spielraums als Werte einer fur die Begrenzung behebig vorgegebenen emwertigen 
und stetigen Funktion des Begrenzimgspunktes angesehen werden durfen, so kann man 
das Kesultat der in diesem Artikel durchgefuhrten Untersuchung zusammenfassen in 
den folgenden 

8atz. „In der Flacfie T sei, nachdem man die SclimMjpaare «!,&!, a 2 ,l>s', 
eingefuht mid die Punkte S'x, markiert hat, ein das Schnittpaai a,,, aber leinen 

del Punkte <^i, 0 ^ 2 , , enthaltender Doppelring D'y (s Fig. 11) abgegrenzt, dessen Be- 

grenzung so heschaffen sei, dafi der aus ihm durch Entfernung des Schnittpaares 
entsteliende Doppelring D, aus zwei getrennt liegenden emfacJi zusanmenhangenden Flacken- 
stucken i^i, F^ und einer Kreisflache K in der fruher heschriehenen, durch die Figwr 12 
charakferisierten Weise zusammengesetzt werden kann Lafit sich damn zu der Flache F^ 
()'=i, 2 ), wie man auch fur die Begrenzung dersdben eine einwertige imd stetige Funktion des 
Begrenzungspimktes wahlen mag, stets eine einwertige Funktion = v' + v'l des Punktes sc, y 
bilden, wddie fur jeden Pmkt von Fy stetig ist, fur jeden m Innern von F, gelegenen 
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PunU stetuje Le)ninfe hesitd und de) ])arttdlen Lifferenfialnleidnum 

c SO c y c SL c y 

+ 4 -^ = 0 geniigt, endhch lungs de) Begfenzimg ion nut den gewaJdten Funltion 

c t cy 

des Begi'enzungspiinltes deni Weiie nucli uhei einshnimf . so la^t sicJi auch zu deni JDoppel- 
ring I)\ eine Fundamental fiinMion hlden, icelclie kings de>' Begienzung 3), desselhen nut 
Pine) hehelng lo) gegehenen einiveihgen und stetigen Funltion des Beg) enzungspunMes de))i 
Werfe nacli iihe) einstm)nt 


10 . 

Unter Beniitzung der in den beiden vorhergehenden Artikeln gewonnenen Resultate 
soli jetzt znr Losung der in Art. 4 gestellten Aufgabe geschritten werden 

In der Flacbe T seien, nachdem man die 2p schon in Art. 1 definierten, aus 
Stucken gerader Linden sich zusammensetzenden Linien ai,hp, als Hilfs- 

Imien, aber nicbt als Schnittlmien eingefubrt hat, die q in Art 3 definierten ein- 
blattrigen oder mehrblattngen Kreiserganzungsflachen K^, K^, , K', welche die q un- 

endlich femen Punkte •, beziehungsweise enthalten, sowie die s — ^ ebendort 

definierten mehrblattrigen beziehungsweise einblattngen Kreisflachen , K„ 

welche die r im Endlichen gelegenen Wmdungspunkte und die s — g- — r 

willkurlich gew4hlten Punkte <^j+r+ 2 j , beziehungsweise als Mittelpunkte 

besitzen, abgegienzt. Die Eadien der die s Flachen K', K begrenzenden, mit ^ zu 
bezeichnenden, einfachen oder mehrfachen Kreishnien sind so gewahlt worden, daB die 
Flachen K', K getrennt liegen und keinen Punkt der Linien a, h enthalten. Man 
grenze nun weiter zu den p Mundungspunkten der Linien a, b als Mittelpunkten Kreis- 
flachen Afi, Jfa, , Mp mit so kleinen Eadien ah, daB die alsdann m der Plache T 
abgegrenzten Flachen K', K, M getrennt liegen, die, mit zu bezeichnende, Penphene 
von Jf, (r=i,s. ,j>) mit den Limen ci,,, b„ je zwei nicht mit Bckpunkten zusammenfallende 
Punkte gemeinsam hat, aber keine der ubrigen Linien a, h tnfft, und die in die Kreis- 
flache Af, fallenden Teile der Linien a,, &, vier Eadien von lf„ bilden Das an die 
konkaven Seiten der die Kreiserganzungsflachen K' begrenzenden Kreislimen und an 
die konvexen Seiten der die Kreisflachen K, M begrenzenden Kreislimen 9)1 anstoBende, 
von diesen Kreislimen begrenzte, ganz im Endlichen liegende und keinen Windungspunkt 
enthaltende, (3^ -|- s)-fach zusammenhangende Stuck 8 der Flache T soil nun, um eine 
Grundlage fur die Herstellung ernes bestimmten Systems gleichgroBer Kreisflachen zu 
gewinnen, mit emer quadratischen Teilung versehen werden Dazu sind die folgenden 
Konstruktionen erforderlieh. 

Man konstruiere, unter <5“ eine gleich naher zu bestimmende positive Zahl ver- 
stehend, zunkchst zu jeder der s Kreislinien S', S, 9)1 die beiden ihr im Abstande 
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parallelen Kreislinien und bezeichne Ton den so erhaltenen Hilfskieislinien die .s -f im 
Innem der Flachen K’, K, 21 beziehungsweise liegenden mit die s4-2) noch 

ubrigen entsprecbend mit t', I, Durch die s+j) Paare ft'; M kon- 

zentrischer Hilfskreislinien sollen s + getremit liegende Ringflacben von der Bescbafifen- 
heit al^eg]^zt sein, da6 die ersten s keinen Punkt der Linien a, h enthalten, die 
durch SJi, , 50i, 0 = 1 , 2 , ,pi begrenzte Eingflache keinen Punkt der Linien , 

«,_i, &,_i; «,+i, Z'.+i; ; enthalt, die Linie ill?, mit den Linien a,, &, je zwei 

:^cht mit Eckpunkten zusammenfallende Punkte gemeinsam hat, und die innerhalb 
gelegenen Teile dieser Limen vier Eadien von bilden, Jetzt grenze mflu zu 
dem Linienpaare a,, &, (.= 1 , 2 , ,p) einen dasselbe enthaltenden Doppelring G, ab durch 
eine in sich zurucklaufende gebrochene Linie von der Art, dafi ihre Stucke 
paarvreise den Stucken des Linienpaares a„ b„ im Abstande d parallel smd und 
uberdies bei einem negativen Umlauf um den Doppelnng G, jedes einzelne Stuck 
von in derselben Eichtung durchlaufen wird wie die ihm zugewendete Seite des 
korrespondierenden Stuckes von oder &. bei emem Durchlaufen in der fruher 
(s Fig. 4) durch die Pfeile markierten Eichtung. Die p Doppelringe G^, G^, , Gp 

sollen ^tremt liegen und zudem soli fur r = 1,2, der Doppelring G„ mit der 
durch 911,, 9)1„ begrenzten Emgflache vier von je zwei Parallelen und je zwei Kreis- 
bogen begrenzte, getrennt liegende Flachenstucke, aber weiter keinen Punkt gemein- 
sam haben, dagegen von den — 1 ubrigen Emgflachen getrennt liegen. Man erkennt 
ohne Muhe, daB bei gegebenen ft', ft, 911, a, b sich stets eine, aber auch nur eine 
positive Zahl cT bestimmen laBt, sodaB fur jede unter (T liegende positive Zahl d 
nicht nur die verlangten Konstruktionen ausfuhibar sind, sondern auch die gewunschten 
Gebilde entstehen. 

Um nun die erwahnte quadratische Teilung zu erhalten, denke man sich, unter X 
die durch die Gleichung A = y defimerte Zahl verstehend, in der 2'-Ebene, uber welcher 

die Flache T ausgebreitet ist, die den Gleichungen x = mX, , entsprechenden 

Parallelen zur ^’^-Achse, some die den Gleichungen y = aiA, , entsprechenden 

Parallelen zur X-Achse gezogen und ubertrage die in der Z-Ebene durch diese Limen 
bestimmte quadratische Teilung in jedes der n Blatter von T. Aus einem in der 
Z-Ebene durch die Teilung entstandenen, die Seitenlange X besitzenden. Quadrate als 
Grundquadrat gehen dann in der Flache T immer n Quadrate hervor, wenn Tiber jedem 
inneren Punkt desselben n Punkte von T hegen; befindet sich dagegen tber einem 
inneren Punkt des Grundquadrates ein Windungspunkt von T, so kommt imter den 
aus dem Grundquadrate hervorgehenden Flachenstucken von T zum mindesten ein 

mehrblattnges quadratisches Flachenstuck vor. Infolge der Gleichung A = -j liegen die 
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samtlichen etwa in T vorkommenden mehrlikttiigen quadiatischen Flachenstucke im 
Innem der i mehrblattngen Kreisflachen A'+j, . Alle nicht aus den Ki-eis- 

flachen K, 2£ heraustretenden Quadrate und mehrblattngen quadratischen Flachenstucke 
sowie alle nicht aus den Kreiserganzuugsflaehen K' heiaustietenden Quadrate denke 
man sich nun entfemt, das System der ubrig bleibenden, fur das Folgende ausschheBlich 
in Betracht kommenden Quadrate moge mit Q bezeichnet und das zum Flachenstucke 8 
gehorige Quadratsystem genannt werdeii. Ein Quadiat des Systems Q, durch welches 
erne der, m ihrer Oesamtheit die Begrenzung des Flachenstuckes 8 bildenden, Kreis- 
linien hindurchgeht, nenne man ein endstandiges Quadrat, oder auch, 

wenn hervorgehoben weiden soil, da 6 es von einer bestimmten der Kreislinien 
durchsetzt wird, ein zu der Kreislinie gehoiiges endstandiges Quadrat Die zu einer 
der Kreishnien Wl gehorigen endstandigen Quadrate liegen samtlich im Innem der 
zu der Kreishnie konstruierten Ringflache 

Einem jeden Quadrate des Systems Q moge nun eine, allgemein mit k zu 
bezeichnende, Kreisfiache zugeordnet werden und zwar diejenige, welche zu dem Mittel- 

punkt des Quadrats als Mittelpunkt mit dem Radius 9 = -j- A = abgegrenzt werden 

kann. Eine jede dieser Kreisflachen h soli nach dem Quadrate, dem sie zugeordnet 
ist, kurz der Kreis Jc des Quadrates genannt werden Liegen zwei Quadrate 
getrennt, so liegen auch ihie Kreise I getrennt; haben dagegen zwei Quadrate eine 
Seite oder auch nur eine Ecke gemeinsam, so haben ihre Kreise It ein Kreisbogen- 
zweieck gemeinsam. Die Kreise I der zu einer der Kreishnien 31J gehorigen 

endstandigen Quadrate liegen samtlich im Innern der zu der Kreislinie konstruierten 
Ringflache 

Es soli jetzt schlieBlich noch zu dem Lmienpaare (>'= 1 , 2 . ,p) ein Doppel- 
nng D, von der m Art 9 charakterisierten Beschaffenheit gebildet weiden Zu dem 
Ende konstruiere man zunachst eine in sich zurucklaufende gebrochene Linie ^,,, deren 

Stucke paarweise zu den Stucken des Linienpaares a,,, h,. im Abstande parallel smd, 

bezeichne den von begrenzten, einen Teil des Doppelrings bildenden Doppelnng mit 
und denke sich die mcht aus heraustretenden, zu 311, gehongen endstandigen Quadrate 
zugleich mit den im Innern von jBT,, gelegenen mcht endstandigen Quadraten des Systems Q 
schraffiert. Die Kreise Tc der schraffierten Quadrate fbllen dann zwei getrennt liegende 
emfach zusammenhangende Flachenstucke F^^y aus, die zu der Kreisfiache My mcht 
nur so liegen, daB durch Teremigung der Flachen F^^y, F^^y, My ein Doppelnng 7),. von 
der gewunschten Beschaffenheit entsteht, sondern auch so, daB die in My hinemfallenden 
Teile der Begrenzungen von F^^y, F^y ein Kurvensystem q von der im Hilfssatze II 
charakterisierten Art bilden. IJm die Richtigkeit der letzten Behauptung einzusehen, 
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hat man zunachst zu beacliten, claB etwaige Schnittpunkte der Peripherie des zu irgend 
einem mcht endstandigen schraffierten Quadi-ate gehorigen Kreises A mit der Peripherie 9 Ji, 
stets auf den in die schvaffieiten endstandigen Quadrate fallenden Bogen von ilJi, liegen, 
da anderenfalls ein mnerhalb iT, gelegenes, nicht endstandiges Quadrat mit emem aus 
heraustretenden , also ganz aufierhalb if, gelegenen endstandigen Quadrate zum 
mindesten eme Ecke gememsam haben whrde, und daB daher die in die Kreisflache J/, 
fallenden Teile der Begrenzungen von ausschlieBhch von Peripherieteilen der 

zu endstandigen schraffierten Quadraten gehorigen Kieise h gebildet -vverden. Beachtet 
man dann w^eiter noch, daJB ein etwa auf fallender Schmttpunkt der Peripherien 
zweier zu schraffierten endstandigen Quadraten gehongen Ej’eise A notwendig in emem 
dritten schi-affierten endstandigen Quadrate hegt, also kein Punkt der Begrenzungen 
von i’a.v sein kann, so erkennt man schlieBlich, dafi em auf der Begrenzung von 
,, (>>=1,2) in einer und derselben Bichtung sich bewegender Punkt von einer Stelle an, 
wo er in das Innere der Kreisflache J/,, eintritt, bis zu der zunachst folgenden Stelle, 
wo er austritt, sich ganz im Innem von M, bewegt, und daB weder an der Eintntts- 
noch an der A.ustrittsstelle eine Beruhrung zwischen der Peripherie und den in die 
Flache J/. fallenden Teilen der Begrenzungen von stattfinden kann Damit 

ist aber die aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Das von Kreisen h ausgefullte, emfach zusammenhangende Flachenstuck F^^^ {-'=1,2) 
kann man sich nun auch allmahlich m der Weise entstanden denken, daB man zunachst 
irgend emen der in ihm liegen den Kieise A fixiert und dann die noch ubngen Kreise A' 
einzeln m einer solchen Reihenfolge hinzummmt, daB die m in irgend einem Stadium 
dieses Prozesses vorhandenen Kreise A, stets eme emfach zusammenhangende Flache 
ausfullen Der zuletzt hmzugenommene w** Kreis steht dann zu der von den m — 1 
vorher schon vorhandenen Kreisen h gebildeten Flache (^„_i in solcher Beziehung, dafi 
mit Hilfe des in Art 8 ausemandergesetzten Verfahrens zur Flache stets eme em- 
wertige Funktion u = iF + iF'i des Punktes x, y, welche fur jeden Punkt von §F,„ stetig 
ist, fur jeden im Innem von zF^ gelegenen Punkt stetige Denvierte ||, 
besitzt und der Differentialgleichung Aw = 0 genugt, endhch langs der Begrenzung von 
mit einer beliebig vorgegebenen einwertigen und stetigen Funktion des Begrenzungs- 
punktes dem Werte nach fibereinstimmt, gebildet werden kann, sobald man eine derartige 
Funktion fur die Flache bilden kann Da dieses aber fdr die Flache (^, die ja 

mit dem zuerst fixierten Kreise h identisch 1st, auf Grund des Satzes I moglich 1st, so 
ist es auch fur jede der Flachen <^3, (^j, moglich, und es laBt sich daher auch zu der 
FlSiChe F, », msofern sie mit der letzten dieser Flachen identisch ist, eine Funktion 
% = u Yon der erwahnten Beschaffenheit bilden Jetzt fuhre man schliefilich noch 
m die Flache T die Schmtte a„, .p, em, jedoch ohne die beiden Seiten dieser 
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Schmtte als Begrenzungslmien anzusehen, bezeichne die dadurcli aus T hervorg^ende 
Flache, wie es schon in den fiuheren Artikeln immer gesclielien ist, niit T und 
den daduich aus dem oben gebildeten Doppelnng D, hervorgebenden, die Schmtte 
in seinem Innein enthaltenden, Doppelnng, der in Art 9 angewandten Bezeichnung 
entsprechend, mit D'. 

Nach diesen Vorbereitungen soil jetzt nut der Integration der Differentialgleichung 
Ah = 0 im Sume der in Ai-t. 4 gestellten Aufgabe begonnen werden Dabei hat man 
sich den in Art 7 eingefdhrten Begnff der zu emem Stucke oder einein Systeme von 
Stucken der Blache T gehongen Fundamentalfunktion gegenwartig zu halten, also vor 
allem die bei der Emfuhrung dieses Begnffes gemachte Voraussetzung zu beachten, dah 
die Flache T die Schnitte h\ «2, K • , \ enthalt, daB in ihr die Punkte 

0^1, markiert sind, und daB zudem die den Schmtten a, h zugeordneten Konstanten 

A, B, % S 3 und die den Punkten zugeordneten Funktionen (p init Eucksicht 

auf das gestellte Problem ein fur allemal festgelegt sind. Auch 1st im Auge zu behalten, 
daB erne zu emem Flachenstucke oder Flachensysteme F gehorige Fundamentalfunktion 
ihrer Definition gemaB fur jeden Punkt der Begrenzung von F einwertig und stetig 
1st, und dafi eine solche Fundamentalfunktion durch die Werte, welche sie langs der 
Begrenzung von F besitzt, oder, wie im folgenden zur Abkurzung immer gesagt werden 
soil, durch die ihr entsprechende Eandfunktion vollstandig bestimmt 1st 

Zunachst kann man auf Grund des Satzes IV zu jeder der q Kreiseiganzuiigs- 
flachen Kl, K^, auf Grund des Satzes 11 zu jeder der s — q Kreisflachen A'+i, 

A'+3, , A' und auf Grund des in Art. 9 ausgesprochenen Satzes zu jedem der p 

Doppelringe eine Fundamentalfunktion mit beliebig vorgegebener ein- 

wertiger und stetiger Eandfunktion bilden Man hat dabei fur die Bildung von Funda- 
mentalfunktionen zum Doppelnng B,, (>'=1,2, ,p) nur zu beachten, daB die vorher ge- 
bildeten Flachenstucke Aj,, , zu der Kreisflache M, in derselben Beziehung stehen 
wie die bei dem Satze des Art 9 genannten Flachenstucke F^, F^ zu der ebendort ge- 
nannten Kreisflache K, dafi die Funktion deren Bildung oben besprochen wurde, 
sich in bezug auf die Blache Fy^^ (--=1,2) gerade so verhalt wie die in dem erwahnten 
Satze genannte Funktion v, in bezug auf die Flache F,, und dafi die filr Uy^y vor- 
zugebende Eandfunktion ebenso wie die fur Vy vorzugebende nur den Bedingungen der 
Einwertigkeit und Stetigkeit unterworfen 1st 

Die s + j) getrennt liegenden Flachen A', K, B' lassen sich zu gewissen ebenfalls 
noch getrennt liegenden, ausschheBlich von Peripherieteilen der Kreise h begrenzten 

AAA 

Flachen, zu deren Bezeichnung die Buchstaben A', K, B' beziehungsweise verwendet 
werden sollen, dadurch erweitem, daB man zur Flache Kg (<1^=1, 2, ,s) die Kreise k der 
samtlichen zu gehorigen endstandigen Quadrate, zur Flache Kg (<j'=«+i,ict2, •■,») die 
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Kreise Ic der samtlichen zu gehongen endstandigen Quadrate, dagegen zur Flache D] 
(t=i, 2 , ,p) die Kreise h der samtlichen. mcht schraffierten zu gehongen endstandigen 
Quadrate hinzunimmt Bei jeder der s+i> Flachen K', K, D' sollen nun die genannten 
Elreise A’ emzeln in einer solchen Reihenfolge hinzugenommen "werden, daB in jedem 
Stadium des Erweiterungsprozesses der zuletzt hinzugenommene Kxeis A zu der vor 
seiner Hmzunahme Torhandenen Flache in derselben Beziehung steht me der zu 
Anfang des Art 8 eingefuhrte Kreis K zu dem ebendort emgefahrten Plkchensysteme F. 
Das Verlangte kann, wie einfache Uberlegungen zeigen, dadurch geleistet werden, 
daB man allgemein zu der Fldche Kg, Kg oder D/ von den genannten Kreisen k 

AAA 

zunacnst diejenigen, welche ganz innerhalb der yorher defimerfcen Flache E', E^, D' 
beziehungsweise hegen — wenn solche Kreise k uberhaupt vorhanden sind — in 
behebiger Eeihenfolge hinzunimmt und weiter dann die noch ubngen Kreise A, der 
Einfachheit wegen, in solcher Eeihenfolge, daB dieselbe derjemgen Eeihenfolge entspncht, 
in welcher die zugehorigen Quadrate bei einem Durchlaufen der betreffenden Elreislime 
Oder durchsetzt werden. Beachtet man dann, daB sich, wie schon oben 
ausgefuhrt wurde, zu der ursprunglichen Flache, mag dieselbe eine Flache Kg, Kg 
Oder jD' sein, eine Fundamentalfunktion mit behebig vorgegebener einwertiger und 
stetiger Eandfunktion bilden laBt, und daB bei der Erweiterung dieser Flache durch 
successives Hinzunehmen der genannten Kreise A in der angegebenen Eeihenfolge jeder 
neu hinzukommende Elreis in bezug auf die vor semer Hmzunahme vorhandene Flache 
die in dem Satze des Art. 8 gestellte Lagenbedingung erfullt, so erkennt man, daB man 
auf Grund des genannten Satzes successive zu jeder der im Laufe des Erweiterungs- 
prozesses entstehenden Flachen und daher auch zu der schheBlich entstehenden Flache 

A A A 

Kg, Kg Oder eine Fundamentalfunktion mit behebig vorgegebener einw'ertiger und 
stetiger Eandfunktion bilden kann. 

Die bis jetzt noch mcht verwendeten Kreise A der Quadrate des Systems Q 
fullen em, ganz im Endlichen liegendes und kemen Windungspunkt enthaltendes, (s 
fach zusammenhangendes Stuck der Flache T aus. Das System der s -\-p getrennt 

AAA 

liegenden Flachen K', K, F’ soil nun dadurch zu emer zusammenhangenden Flache er- 
weitert werden, daB man die eben genannten Kreise A bis auf einen vorher behebig 
zu wahlenden, nut \ zu bezeichnenden, Elreis hmzummmt, und zwar sollen diese 
Kreise A emzeln m einer solchen Eeihenfolge hinzugenommen werden, daB m jedem 
Stadium des Erweiterungsprozesses die uberhaupt noch ubngen Kreise A em zusammen- 
hangendes Stuck der Flache T ausfuUen Beachtet man dann, dafi sich nach dem vor- 

AAA 

her Bemerkten zu jeder der s+p Flachen K', K, D' eine Fundamentalfunktion mit 
behebig vorgegebener einwertiger und stetiger Eandfunktion bilden laBt, und daB bei 

P-E. I 18 
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der Erweiterung dieser Flaehen durch successives Hinzunehmen der genaimten Kreise h 
in der beschnebenen Reibenfolge ein neu hmzukominender Kreis die Anzabl der vor 
seinei* Hinzunalime voibandenen getrennt liegenden Flacben, wenn er in ))i derselben 



funktion mit beliebig vorgegebener 


emgreift, uni m — 1 vernundeit und zugleich in 
bezug auf das System dieser m Flaehen, welches 
durch seine Hinzunahme zu einer von einer einzigen 
geschlossenen Lime begrenzten Flache eiweitert 
wird, immer die in dem Satze des Art 8 gestellte 
Lagenbedmgung erfullt, so erkennt man, dafi man 
auf Grund des genaimten Satzes successive zu 
jedem der im Laufe des Erweiterungspiozesses 
entstehenden Systems von oder von weniger 

als s + jU Flaehen, und claher auch zu der schlieB- 
lich entstehenden, von vier ganz mnerhalb dei 
Kreisflache liegenden Kreisbogen begrenzten, m 
Fig 14 durch Schraffierung angedeuteten und mit 
F zu bezeichnenden Flache erne Fundamental- 
eiiiweitiger und stetiger Eandfunktion bilden kann 


11 . 

Nachdem im vorhergehenden Artikel die Integi’ation der Differentialgleichung A^^=0 
fur die durch Erweiterung der Flctchen K'y // entstandene, die samtlichen Schnitte 

a^.bi, a^, hr > samtlichen Punkte 
in ihrem Innern enthaltende Flache F unter den vor- 
gegebeneu Unstetigkeitsbedmgungen geleistet woiden ist, 
soil jetzt von der Flache F zu emer von einer einzigen 
Kreislmie begrenzten, die Flache F als Teil enthaltenden 
Flache F^ ubergegangen werden Man denke sich die 
neue Flache F^ dadurch erzeugt, daJ3 man zur Flache F 
diejenige Rmgflache L, welche durch die ganz mnerhalb 
F liegende, den Radius R = -I- A besitzende, Peripherie f 
der Kreisflache \ und erne mit ihr konzentrische, ganz 
auflerhalb F liegende Kreislmie s vom Radius R = 
begrenzt wird, hmzunimmt, sodaB also die Begrenzung 
von F^ durch die Kreislinie s gebildet wird (s Fig. lb), und beachte, dafi man nach dem 
im vorhergehenden Artikel Bewiesenen zu der von dem Kreisbogenviereck g begrenzten 
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Flache F erne Fundamentalfunktion nut beliebig vorgegebener einweiiiger und stetiger 
Eandfunktion, auf Grund des Satzes Y dagegen zu der, von den Kreislmien r, s be- 
grenzten, Eingflache L erne Funktion von dei im Satze V definierten Ait bilden 
kann, welche soivohl langs der Begrenzungslmie r wie langs dei Begrenzungslinie s 
nut einer beliebig vorgegebenen einwertigen nnd stetigen Funktion des Begrenziings- 
punktes dem Werte nach ubereinstimmt Es ist dann zu zeigen, da6 man auch zu 
der die samtlichen Punkte der Flachen F, L enthaltenden Flache F^ eine Fundamental- 
funktion bilden kann, welche langs dei Begrenzung s von F^ mit einer beliebig vor- 
gegebenen einwertigen und stetigen Funktion /I = /I' -h /j"« des Begi-enzungspunktes dem 
Werte nach ubereinstinunt. 

Zu dem Ende wahle man fur die Begrenzung q von F eine einwertige und 
stetige Funktion = d'j + (j"i^ des Begrenzungspunktes und bestimme alsdann emerseits 
zu der Flache F Fundamentalfunktionen iP, , andererseits zu der Eingflache L 

Funktionen • von der im Satze Y definierten Art, in der Eeihenfolge 

dadurch, daB man die Werte, welche die Funktionen iF\ langs 

der Begrenzung q von F, und die Werte, welche die Funktionen -hP, 'iP, iP, • langs 
der Eandlmien > und s von L besitzen sollen, in der Weise wahlt, daB 


fur %P{iof = gg, , 
fur vP = M®, 
fur = «4‘>, 


fur 

fur 

fur 




ue=fs , 


tP 






u®=/: , 


ist Die Funktionen W®"'''®' konvergieren dann mit unbegrenzt wachsendem n 

gegen bestimmte Grenzfunktionen u, u, von denen die erste fur jeden nicht mit einem der 
Punkte 0 ^ 1 , zusammenfallenden Punkt von F, die zweite fiir jeden Punkt von L 

existiert Der Beweis fur diese Behauptung soil jetzt erbracht werden. 

Man betrachte die Funktionen t((®’'+®) — n=i,s,8, , und beruck- 

sichtige, daB die Gleichungen. 




^(8» + 2) _ j^(2n) ^ Q 


fur n = l,2, 3, bestehen, wenn man noch die dabei im Falle n = l auftretende GroBe 
durch die Gleichung uf = defimert. Die zur Flache F gehorige Funktion 

18 * 
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ibt, nachdem man ihr uoch fur die Punkte iK , i?,, m welchen sie ja Werte 
zunachst nicht besitzt, die ihi fin diese Puukte zukommenden Grenzwerte als Werte 
zugelegt hat, erne Funktion von der im Hilfssatzel, bei der Annahme A*=l, charakterisieiteii 
Art, die laugs dei Begrenzung q von F die Werte besitzt Infolgedessen 

ist fur kemen Piinkt von F, also auch fur keinen Punkt dei Lime r 

grofier als das mit Mod bezeichuende Maximum der Werte, welche 

mod[M''"^-Mf”“'^] langs der Lime q besitzt. Die zur Eingflache L gehoiage Funktion 
^^(sn+3) _ yfin) (jagegen ist erne Funktion von der mi Satze V charaktensierten Art, welche 
langs der Linie s durchweg den Wert Null, langs der Lime t die Werte — 
besitzt Infolgedessen ist mod wie aus der am Schlusse von Art 5 des 

vierten Abschnittes aufgestellten Formel folgt, fur kemen Punkt von L grofier als das 
mit Mod [4^”+^’ -4^”“^^] zu bezeichnende Maxunum der Werte, welche mod[4/”+^'-4®"“^^J 
langs der Linie r besitzt, und insbesondere fur kemen Punkt der Lmie q grofier als 

X Mod wobei x die zwischen 0 und 1 gelegene Zahl bezeichnet 

Man gelangt zu dieser letzteren Relation, mdem man in der eben genannten Formel 
an Stelle von die Glrofie treten lafit und dementsprechend, unter Be- 

achtung, daB erne jede der vier Ecken des Kreisbogenvierecks q von dem Mittelpunkte 

der Eingflache den Abstand A hat, m dem auf ihrer rechten Seite stehenden 

Ausdrucke (r = Mod [4^”'''^^ — G = (), B = i — -X setzt 

Nachdem so die fur = 1, 2, 3, • geltenden Relationen. 

Mod ^ Mod Mod[Mf ^ z Mod [4*"+i)-4^"- 

gewonnen sind, erhalt man, indem man m derselben Weise weiter schliefit, wie es in 
Art. 8 an der entsprechenden Stelle geschehen ist, und zur Abkurzung Mod [4^'— 4*’^=^ 
setzt, die fur w = 1, 2, 3, geltenden Eelationen: 

mod ^ G, mod — 4^"’] ^ x’‘~'^G, 

von denen die erste fur jeden Punkt von F, die zweite fur jeden Punkt von L besteht. 
Diese letzten Eelationen zeigen nun, dafi die Funktionen 4^”+^), wie behauptot 

wurde, mit unbegrenzt wachsendem n gegen bestimmte Grenzfiinktionen: 

u = lim 4^“'*'^^ = 4‘^ + [4®^— 4^^] -|- + [4®“'*'^^ — 4®”~^^] + 

n 00 

% = lim4®”'*'®' = 4®^ + [4*^— 4®n + • + — 4®”^ ] + • 

00 

konvergieren, und ahnliche Betrachtungen, wie die in Art. 8 angestellten, lassen dann 
erkennen, dafi die fur jeden mcht mit einem der Punkte S^i, aP, zusammenfallenden 
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Punkt von F existierende Funktion « erne zu F gehorige Fundamentalfunktion, die 
fur jeden Punkt der Ringflache Z existierende Funktion ^ eine zu Z gehonge Funktion 
von der im Satze V definierten Art ist, und daB das Verhalten der Funktion u langs 
der Begrenzung g von F, sowie das Verhalten der Funktion « lungs der Eandlinien ?• 
und s von Z charakterisiert ist durch die Grleichungen. 

u, = Tv, 

= /!• 

Es soil jetzt noch bewiesen werden, dafi die gewonnenen Funktionen «, « filr jeden 
Punkt u, y des den Flachen F und Z gemeinsamen, von der Lime q und der Lime r 
begrenzten, Gebietes denselben Wert besitzen Zu dem Ende beachte man, dafi die 
Differenz u — u, als Funktion des in seiner Bewegung auf das gememsame Gebiet 
beschrankten Punktes x, y betrachtet, eine m dem ganzen Gebiete einwertige und stetige 
Funktion des Punktes x, y ist, welche fur jeden inneren Punkt des Gebietes stetige 

Derivierte besitzt, in derselben Ausdehnung der Bifferentialgleichung 

A'm = 0 genugt und zudem auf Grund der Gleichungen u, =% filr jeden Punkt 

der Eandlinien q, r den Wert Null hat Nun laBt sich aber durch die am Ende von 
Art 1 des vierten Abschnittes angewendete SchluBweise zeigen, dafi erne solche Funktion u 
fur keinen Punkt des in Eede stehenden Gebietes einen von Null verschiedenen Wert 
haben kann, und damit ist der verlangte Beweis erbracht 

Defimert man nun schlieBlich fur die von der Lime s begrenzte, die samtlichen 
Punkte der Flachen F, Z enthaltende Flache F^ erne Funktion u in der Weise, dafi 
man fur jeden Punkt von F u = fur jeden Punkt von Z u = u setzt, so ist die so 
bestimmte Funktion u, da sie, als Funktion des Punktes x, y von F betrachtet, sich 
wie eine Fundamentalfunktion, als Funktion des Punktes x, y von Z betrachtet, sich 
wie eine Funktion von der im Satze Y definierten Art verhalt, eine zu F^ gehonge 
FundamentaKunktion, welche zudem, wie verlangt wurde, langs der Begrenzung s von 
Fq, auf Grund der Gleichung %, = i, = f,, mit der vorgegebenen Funktion des Begrenzungs- 
punktes dem Werte nach ubereinstimmt, und sie ist zugleich nach dem in Art 7 
Bewiesenen die einzige derartige Fundamentalfunktion Damit ist aber die zu Anfang 
dieses Artikels gestellte Aufgabe gelost. 


= M„, 


12 . 

Zur Lbsung der in Art 4 gestellten Aufgabe ist jetzt noch der tJbergang von 
der durch die Kreislinie s begrenzten, die samtlichen Schmtte a^,W, iind 

die samtEchen Punkte <^i, (^’s, , S', in ihrem Innem enthaltenden Flache F^^ zu der 
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schon zu Anfang des Art o eingefuliiten unbegrenzten, die Flache als Teil ent- 
haltenden Flache T zu Tollzieheu Man denke sich die Flache T hier dadurch erzeugt, 

dafi man zur Flache die Kreisflache vom Kadiiis F — X hiuzunimnit (s Fig 16), 

iind beachte, daB man nach dem im vorhergehenden 
Artikel Bewiesenen zu der von der Kreislime s begrenzten 
Flache F^, auf Grand des Satzes I dagegen zu der von 
der Kreislime > begrenzten Kreisflache eine Fundamental- 
funktion mit beliebig vorgegebener einwei tiger und stetiger 
Eandfunktion bilden kann Es ist dann zu zeigen, da 6 
man zu der die samtlichen Punkte der Flachen F^, 
enthaltenden unbegrenzten Flache T eine Funktion bilden 
ka.nn, welche den in Art 4 gestellten Bedingungen genugt. 

Zu dem Ende wahle man fur die Begrenzung s 
von F^ eine einwertige und stetige Funktion ^ 4 =^'+. < 7 " ^ 
des Begrenzungspunktes und bestimme alsdann einerseits 
zu der Flache F^ Fundamentalfnnktionen 4‘‘\ , andererseits zu der Kreis- 
flache feg Fundamentalfunktionen vP‘\ , m der Keihenfolge 4'-\ • ■ 

dadurch, dafi man, unter c eine beliebige Konstante verstehend, die Werte, welche die 
Funktionen vP, • langs der Begrenzung s von F^, und die Werte, welche die 

Funktionen ■ • • Ihngs der Penpherie r von besitzen sollen, in der Weise 

wahlt, dafi 

27t 



1 st. In den dabei vorkommenden Integralen ist fur » = 1 , 2, 3, , nachdem man 

zuvor die Lage eines Punktes S* auf der Peripherie r von \ durch Polarkoordinaten 
F, (p, o:sy<2rt, mit dem Mittelpunkte von \ als Pol bestimmt hat, als Funktion 
von (f zu betrachten Die Funktionen konvergieren nun mit unbegrenzt 

wachsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen u, u, von denen die erste fur jeden nicht 
mit emem der Punkte zusammenfallenden Punkt von zweite fUr 
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jeden Punkt ron existieii. Der Beweis fui diese Behauptung soli jetzt erbracht 
weiden. 


Man betracMe die Funktionen , und bemck- 

sicbtige, daB die Grleicbungeu 


ttY 


,(271 + 1) __ ^^(2w-l) _ J^{2n) __ 


?/* 




Jin 


fur 72 = 1,2,3,- besteben, wenn man nocb die dabei im Falle n = \ auftretende 
GroBe uf^ durch die Gleicbung definieii: Die zur Flache gehonge Funktion 

^pn+t) _ ^pn-t) nacbdem man ibr nocb fur die Punkte <^i, <^2 5 • , welcben 

sie ja Werte zunacbst nicbt besitzt, die ibr fur diese Punkte zukommenden Grenzwerte 
als Werte zugelegt bat, eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annabme A-=l, 
cbaraktensierten Art, die langs der Begrenzung s von F^ die Werte besitzt. 

Infolgedessen ist mod — fur keinen Punkt von F^, also aucb fur keinen 

Punkt der Lime i groBer als das mit Mod [mP"' — zu bezeicbnende Maximum der 
Werte, welcbe mod — langs der Linie s besitzt. Die zur Kreisflacbe \ gebbrige 

Funktion 22 ^-"+^' — 72 ^^”^ dagegen ist erne Funktion von der un Satze I cbarakterisierten 

%7t 

Art, welcbe langs der Peripbene 7 von Ajq die Werte — — 

0 

und dementsprecbend im Mittelpunkte von \ den Wert Null besitzt. Infolgedessen 1 st 
mod — 72^®"^] fur keinen Punkt von \ groBer als das Maximum der Werte, welcbe 


gjr 

mod ‘-1) - Ay langs 


der Linie r besitzt, also aucb fur 


keinen Punkt von groBer als das Zweifacbe des mit Mod — zu be- 
zeicbnenden Maximums der Werte, welcbe mod — langs der Lime r besitzt, 

und insbesondere ist mod fur keinen Punkt der Linie s groBer als 

X Mod — wobei x die zwiscben 0 und 1 gelegene Zabl bezeicbnet. Man 

gelangt zu dieser letzteren Eelation, indem man die in Art. 4 des zweiten Abscbmttes 
unter (F^ ) sicb findende Formel mod — mod% < (G — mod 72o)> <><'•<■», auf die 
Kreisflacbe \ vom Radius JR = yA beziebt und zUgleicb r durcb den Radius yA der 

Kreislime s ersetzt, alsdann an Stelle von u die im Mittelpunkt den Wert Null 
besitzende Funktion 7 #^®”+®' — und demgemaB an Stelle von die GroBe 

^( 2 «+ 2 )_^( 2 »)^ an Stelle von Q die GroBe Mod [7t^®“'^®> — treten laBt, endlicb nocb 
beacbtet, daB nacb oben Bemerktem Mod [w^®”'^®' — ^ 2 Mod 1 st. Nacb- 
dem so die fur 72 = 1, 2, 3, • geltenden Relationen: 
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Mod ■'], Mod[Mj 


pn + 2)_^^{2n)■]^ 


”'] < X Mod \u\ 


(2n + l)_^^2«-l)J 


gewonueu sind, erhalt man, mdem man m derselben Weise weiter schliefit, wie es in 
Art 8 an dei entsprechenden Stelle geschehen ist, und zur Abknrzung Mod wf] = O 
setzt, die fur « = 1, 2, 3, • geltenden Eelationen- 


mod [tP " ^ ^ mod [tP " '‘^] < 2 x” ^ G, 

von denen die erste fur jeden Punkt von F^, die zweite fur jeden Punkt von \ bestebt 
Diese letzten Eelationen zeigen nun, dafi die Funktionen wie behauptet 

wurde, mit unbegienzt wacbsendem « gegen bestimmte Grenzfunktionen 

« = lim = + + 

n 00 

U = bm iP ” + = ip^ WO — -p « + 2) _ ») j _j_ 

n 00 


konvergieien, und abnlicbe Betracbtungen, wie die in Art 8 angestellten, lassen dann 
erkennen, da6 die fur jeden nicht mit emem der Punkte zusammen- 

fallenden Punkt von F^ existierende Punktion u eine zu F^ gebOrige Fundamentalfunktion, 
die fur jeden Punkt der Kreisflache \ existierende Punktion u eine zu \ gehorige 
Fundamentalfunktion ist, und daB das Verhalten der Punktion u langs der Begrenzung s 
von jPq, so wie das Verhalten der Punktion u langs der Penphene r von \ charakterisiert 
ist durch die Gleichungen: 

2rf 



0 


Das so gewonnene Funktionenpaar u, u ist von der zu seiner Bildung benutzten 
Konstanten c abhangig, insofem als die Punktion u im Punkte den Wert c besitzt 
LaBt man daher in den vorstehenden Betracbtungen an Stelle dei Konstanten c eine 
andere Konstante d treten, so erbalt man ein neues, durch v, v zu bezeichnendes, 
Funktionenpaar, das mit u, u in den allgemeinen Eigenscbaften ubereinstimmt, dessen 
Verhalten langs der Linien s und r jedoch charakterisiert ist durch die Gleichungen. 


2rf 



i) 


sodaB also v im Punkte den Wert c besitzt. Bildet man jetzt aus den Funktionen 
u, V und n, v durch Subtraktion das Funktionenpaar: 

w = u — V, w — u — V, 

so kommen demselben die folgenden Eigenscbaften zu Die zur Flache F^ gehbrige 
Punktion w ist, nachdem man ihr noch fui die Punkte cP^, cP^, • , cP,, in welchen sie 
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ja "V\erte zunachst nicht besitzt, die ilir fur diese Punkte zukommenden trrenzwei’te 
als Werte zugelegt hat, eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annalime A- = l, 
chai’aktensierten Art, die zur Ereisflache Ay gehonge Funktion ic dagegen i&t eine 
Funktion von der iin Satze I charakterisieiien Art, die im Punkte den Wertt — F 
besitzt, und es ist zudeni das Verhalten von a , Ti laiigs der Linien s und j charakterisiei't 
durch die Gleichungen. 

— W^, iCy = Il\ -j- 0 , 

wobei die Konstante C", als Differenz dei Konstanten 



bestiinint ist durch die Gleichung. 

C'"= C- C'= - ± Jw, flcp + c- d. 

0 

Die Konstante C" liesitzt einen von Null verschiedenen Wert, wenn auch nur eine 
der bei der Problemstellung in Art 4 gewahlten 2 ^j Konstanten J., , , v=i, 2 , ,p, von 1 

verschieden ist Der Beweis fur diese Behauptung soil zunachst erbi*acht werden. 

Man nehme an, dafi G" den Wert Null habe. Unter dieser Annahme besitzen 
die Funktionen iv, w fur jeden Punkt der Linien >, s und daher, nach dein in Art. 1 
des vierten Abschmttes Bewiesenen, auch fur jeden Punkt des den Flachen und 
gememsamen, von den Limen s begrenzten Gebietes denselben Wert. Definiert 
man nun fur die unbegrenzte, die samtlichen Punkte der Flachen F^, \ enthaltende 
Flache T eine Funktion w in der Weise, da6 man fur jeden Punkt von F^ iv = id, fur 
jeden Punkt von \ w = w setzt, so ist die so bestimmte Funktion it erne einwertige 
Funktion des Punktes x, y von T, deren Yerhalten sich folgendermaBen charakterisieren 
laBt Wahlt man in der Flache T irgend einen von den Punkten ■, dP, ver- 

schiedenen und auch nicht zu einem der Schnitte a, h gehorigen Punkt dP, grenzt zu 
diesem Punkt dP als Mittelpunkt eine Kreisflache x ab, deren Radius q jedenfalls so 
klein gewahlt sei, daB x keinen der Punkte dP^, , dP, und auch keinen zu einem der 
Schnitte a, h gehorigen Punkt enthalt, und bezeichnet den die Kieisflache x zur Flache T 
erganzenden Teil der Flache T mit T,, so verhalt sich iv, als Funktion des m seiner 
Bewegung auf die Flache beschrankten Punktes x, y betrachtet, me eiue Funktion 
von der im Hilfssatze I charaktensierten Art. Infolgedessen ist der Wert mod w^,, 
den mod w fur irgend einen im Innern von T, gewahlten, weder mit einem der Punkte 
^ 1 , (^ 2 , S*, zusammenfallenden, noch auch zu einem der Schnitte a, h gehorigen 

Punkt besitzt, nicht groBer als das Maximum der Werte, welche mod w fur die 
P-K,I 19 
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Punkte der Penpheiie von besitzt, vne Mem auch dei Radius ^ von x genoinmen 
sem mag, und daher auch, da diese Weite mit unbegienzt abnehmendein p gegen den 
Wei-t mod w^, den mod ir iin Punkte cP besitzt, konvergieren, nicht groBer als mod 
Es besteht also die Beziehung mod abei auch, da aF, m der vomtehenden 

Betrachtung miteinander vertauscht weiden konnen, die Beziehung mod mod 
und es kaim daher mod nicht von mod lo^ verschieden sem Aus der so fur jeden im 
Innem von gelegenen Punkt der betiachteten Art als nchtig erkannten Gleichung 
mod = mod * 6 ?^ folgt nun, da w, als Funktion des Punktes x, y von Ty betrachtet, 
erne Funktion von der im Hilfssatze I charaktensierten Art ist, zunachst, daB nicht nur 
mod w sondem auch (vergl S 105 j u selbst fui alle Punkte der Flache Ty denselben Weit 
besitzt, und schlieBlich, inclem man den Radius yoiix gegen Null konvergieien laBt und 
die Stetigkeit der zur unbegrenzten Flache T gehorigen Funktion w im Punkte beachtet, 
daB die Funktion iv auch fur alle Punkte von T denselben Weit besitzt, und zwai 
den Wert c — c, da fur jeden Punkt von \ w durch die Gleichung iv = w definiert ist, 
und 10 im Mittelpunkte von den Wert c — d hat Das so unter dei Annahme 
( 7"=0 gewonnene Eesultat steht aber, da c-d von Null verschieden ist, mit den langs 
der Schnitte a, b geltenden Gleichungen = w^== B,w , ’=1,2, ,p, im Wideispiuch, 

weun auch nur eine der 2j3 Konstanten A, B von 1 verschieden ist, und es kann daher 
in diesem Falle, wie behauptet wurde, C" nicht den Wert Null haben 

Es soil jetzt zunachst fur den Fall, daB die Konstanten A,, i = i> 2 i nicht 
samthch den Wert 1 besitzen, und dementsprechend (f von Null verschieden 1st, die 
durch den vorstehenden Beweis unterbrochene Betrachtung zu E^de gefuhrt werden 
Mn.Ti bilde zur Flache aus den Funktion^ tF eine Funktion U, zur Kreisiiacho 
aus den Funktionen n, 10 eine Funktion If, indein man 

U=u — -^w, U=Ti, — -^w 

setzt Die Funktion U 1st dann erne zu i\, die FunMion U erne zu \ gehorige Funda- 
mentalfuiiktion, auch erkeuiit man ohne Muhe, dafi das Verhalten der Funktion U 
langs der Begrenzung s von sowie das Verhalten der Funktion U langs der Penpheno 
'i von \ charakterisiert 1st durch die Gleichungen. 

% Ur-Tj„ 

und daB infolgedessen, nach dem in Art. 1 des vierten Abschnittes Bowiesenen, 
die Funktionen U, U fur jeden Punkt des den Flachen und \ gememsamen, von 
den Linien v, s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen Definiert man nun 
schliefilich fur die unbegrenzte, die samthchen Punkte der Flachen \ cnthaltendo 
Flache T eine Funktion U in der Weise, daB man fur jeden Punkt von (f ■=■ If, fflir 
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jeden Punkt tob Z" = U setzt, so ist die so l>estimmte Funktion T eme in del 
Flaclie T und damit aiicdi eme in der ans I diirch Einfnhrung dei }> Sclinitte c eut- 
stehenden Flache — die, wenu man die beiden Seiten der Scbnitte ' = Ui, p, als 

Begrenzungslimen aiisieht, mit der in Art 1 detinierten Flafbe T' identiscb ist — ein- 
wertige Funktion des Punkt es j, «/, welclie den samtlirhen in Art. 4 gestellten Bedmgungen 
genugt Die Funktion fist aber auch die einzige diesen Bedinguugen genugende Funktion 
Existierte namlich eine zweite derartige, nut f' zii bezeichuende, Funktion, so wuide, 
wie durch die bei der Untersuchung der Funktion n aiigewandte ScliluBweise gezeigt 
werden kann, die aus TJ und Z^' duich Subti-aktion gebildete Funktion 1V= f — f', 
nachdem man ibr noch fur die Punkte c/l, • , o?, die ihr fur diese Punkte zu- 
kommenden Grenzwerte als Werte zugelegt liat, fui alle Punkte von T denselben ert 
besitzen Dieser Wert komite aber, da langs der Scbmtte a, h die Gleicbungen 
ic+==A,u~. trt ,p, bestelien, und die 2jj Konstanten A, B nicbt samtlich 

den Wert 1 besitzen, nur mit der ISTull zusammenfallen, im Widersprucli mit der An- 
nahme, daB U' von f verschieden ist. Die in Art 4 gestellte Aufgabe hat demnach 
in dem hier betrachteten Falle, wo die 2p Konstanten rt,, B,, ,p, nicht samtlich 

den Wert 1 besitzen, nur eme einzige Losiing 

Der noch ubnge spezielle Fall, wo die Konstanten A,, B,, ,p, samtlich 

den Wert 1 besitzen und mfolgedessen das im allgemeinen Falle emgeschlagene Verfahren 
versagt, laBt sich folgendermaBen erledigen Man gehe auf die fruher gewonnenen 
Funktionen u, u zuruck, beachte, daB das Yerhalten der Funktion u langs der Kreis- 

lime s vom Eadius B = sowie das Verhalten der Funktion u langs der Kreislinie ? 
vom Eadius E = 4- ^ sich unter Benutzung der eingefnhrten Konstanten G charaktensieren 
laBt durch die Gleichungen: 

= it,, w,. = % + G, 


auch daB u im Punkte den Wert c b^itzt, und definiere alsdann mit Hilfe dieser 
Funktionen zur Flache F; eine Funktion ZJ, zur Kreisflache \ eme Funktion ZJ, indem 
man, unter q, den Abstand des Punktes a>, y der Kreisflache A„ von dem Mittel- 

punkte verstehend, 


ZJ=u, 


ZJ= u — G 


lul 

7 ? 


setzt Die Funktion ZJ ist dann eme zu gehorige Fundamentalfunktion, die 
Funktion TJ dagegen ist in dem Falle, wo G von Null verschieden ist, eme zu \ 
gehorige Funktion von der im Satze 11 definierten Art, in dem Falle, wo G der Null 
gleich ist, eine zu \ gehorige Fundamentalfunktion, welche zudem im Punkte den 

19 * 
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TTert t hat, auch eikeiint man ohne Muhe, daB das Verhalter^ der Funktion TJ langs 
der Begrenzung s von sowie das Verhalten der Funktion V langs der Peripherie r 
von A'n charaktensiert ist durch die Gleichungen. 

und daB infolgedessen , nach dem in Art 1 des viei’ten Abschnittes Bewieseneii , die 
Funktionen F, U fur jeden Punkt des den Flachen und gemeinsamen, von den 
Linien t und s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen Definiert man nun 
schhefilich fur die unbegrenzte, die samtlichen Punkte der Flachen F^, enthaltende 
Flache T erne Funktion U_m der Weise, daB man fur jeden Punkt von F^ Z7= U, fur 
jeden Punkt von \ U=U setzt, so ist die so bestimmte Funktion TJ eine einwertige 
Funktion des Punktes j , y von T, deren Yeihalten sich folgendermaBen charakterisieren 
laBt. Grenzt man zu dem Punkte als Mittelpunkt erne Kreisflache x, deren Eadius ^ 
kleiner als der Kadius M von s ist, ab und bezeichnet den die Kreisflache x zur 
Flache Terganzenden Teil der Flache Tmit Z, so verhalt sich U, als Funktion des in seiner 
Bewegung auf die Flache T, beschrankten Punktes x, ij betrachtet, ’vsue eine zu T, gehorige 
Fundamentalfunktion, und es konvergieren zugleich die zu der Begrenzung von T, oder, 
was dasselbe, zur Peripherie von x gehorigen Werte von 

In 4 

Cf+G-| 

In ~ 

B 

mit unbegrenzt abnehmendeni ^ gegen c. Die genannten Eigeiischaften bestimmen die 
Funktion U aber auch vollstandig. Existierte namlich eine zweite, mit TJ' zu be- 
zeichnende, Funktion von den gleichen Bigenschaften, so wurde, wie durch die boi der 
TJntersuchung der Funktion w angewandte SchluBweise gezeigt werden kann, die aus 
U und TJ' durch Subtraktion gebildete Funktion W= TJ— TJ', nachdem man ihr noch 
fur die Punkte ^ diese Punkte zukommenden Grenzwerte als 

Werte zugelegt hat, fur alle Punkte von T denselben Wert besitzen, der zudem, da W 
im Punkte den Wert Null hat, der Null gleich sein muBte, im Widerspruch init 
der Annahme, daB TJ' von TJ verschieden ist. 

Hat die GroBe C den Wert Null, so ist die soeben fur die Flache T erhaltene 
Funktion U, wenn man sie auf die aus T durch Einfuhrung der ji Schnitte c entstehende, 
von den beiden Seiten der Schnitte l„, c„, i—i.*. ,p, begrenzte Flache T' bezieht, eine 
Funktion, welche den in Art. 4 gestellten Bedingungen genflgt und zudem im Punkte 
den Wert c besitzt, und sie ist zugleich, nach dem eben Bewiesenen, die einzige der- 
artige Funktion. DaB aber die Grofie G wirklich den Wert Null hahen karm, zeigt die 
folgende Betrachtung. 
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Man verstehe unter JJ eine zur Flache T gehorige Funktioii, welche mit der 
erhaltenen Funktion TJ in den allgemeinen Eigensthaften ubeiein&timmt, lasse es aber 
dabingestellt sein, welche Werte die das Yerhalten von U im Pmikte be&timmenden 
Konstanten C, c besitzen Nun fuhre man in die Flache T j) von einem und dem- 
selben Punkte ^ auslaufende, keinen der Piinkte enthaltende und 

in den Punkten §i, 8^, , 8^ beziehungsweise mundende Schmtte <i. c'.. , r' ein, 

bezeichne die von den beiden Seiten der Schnitte a,,b„ c', >=1,2, ,j,, begrenzte, einfach 
zusammenhangende Flache nut und dehne das mit dei Funktion U gebildete Integral 

j “ positive!* Richtung uber die Begrenzung von T- aus Das so er- 

streckte Integral hat, da im vorliegenden Falle langs eines jeden der Schnitte a, I, 6 

ist und zudem die beiden Seiten eines jeden dieser Schnitte bei der 

Integration in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden, den Wert Null Anderer- 
seits kann man den Wert des vorgelegten Integrals aber auch dadurch erhalten, dafi 
man dasselbe um jeden der Punkte S'l, 0^3, , von T*, fur welche die Funktion V 

unstetig wird, in positiver Richtung erstreckt, diese s + 1 Punktintegrale auswertet 
und die Summe der so gewonnenen Werte bildet Durch Vergleichung der beiden 
Ergebnisse erhalt man dann die Beziehung. 

Diese Beziehung zeigt nun, daB im vorliegenden, durch ^,, = 1 , jB,= 1 , 1=1,3, , p , 
charakterisierten Falle G immer dann den Wert Null besitzt, also die in Art 4 gestellte 
Aufgabe auch immer erne Losung hat, wenn die bei der Problemstellung eingefuhrten 

Konstanten £3, , 2 , durch die GHeichung ^ 2 „ = <) verknupft smd Da aber auch 

0-=l 

umgekehrt jede im Falle A, = 1, 5 „ = 1, 1=1,2, ,p, der gestellten Aufgabe genugende 
Funktion, wenn man sie auf die Flache T bezieht, eine Funktion TJ von der eben be- 

trachteten Art 1st, fur welche C und daher auch den Wert Null hat, so erkennt 

G-1 

man, dafi in dem vorliegenden Falle durch die in Art 4 gestellte Aufgabe dann aber 
auch nur da.uu nichts Ilmnogliches verlangt wird, wenn man fur diesen Fall zu den 

G-8 

in der Aufgabe gestellten Bedingungen noch die Bedingung ^£o = 0 hinzunimmt, und 

<7 = 1 

daB dann die vorher erhaltene Funktion XI diejemge den gestellten Bedmgungen ge- 
migende Funktion TJ ist, welche im Punkte den vorgegebenen Wert c besitzt 
Auch erkennt man weiter, daB die aus TJ durch Addition der beliebigen Konstanten c 
entsteheude Funktion TJ d diejenige den gestellten Bedingungen gendgende Funktion 
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ist, wgIcIig nil PunktG den ^^ert c c ])esitzt, und d^jhei schlieBlich, dnB eiiie 
Funktion U duich die genannten Bedingungen erst dann vollstandig bestimmt ist, 
wenn man fur sie noch den Weit vorgibt. welcben sie fur einen von den Punkten 
versclnedenen, im ubrigen aber willkurlicb wahlbaren Punkt derFlache T 

besitzen soil. 

Das Resultat der in diesem Abschnitte durchgefubrten TJntersucbiingen laBt sicb 
nun zusammenfassen in den folgenden 

Satz. syBie liber dei Z-Elene ausgeh eitete, (2_p-\-'^)-facli simmmenhangende, n-bktfhige 
FIncJie 1 sei in dei m A) t 1 aiigegehenen Weise dm cli Einfidu ung der Sclimtte a,,b,, c,, ^=1, ,v, 
in die einfach giisanimenliangende, von den heiden Seiten det Sclimtte a, b, c begtenzte 
Flache T' vencandelt, mid es seien mgleicli m diesei letzteien die s in Ait S defmieiten 
Pi{nMeS[,cK, , maikieit Ordnet man alsdann allgemein dem 8chiitf})aaie a,,b^ ,p) 

irgend im mo den Bedingungen: 

mod A,. = l, mod B,=l, (1 — B,)%, = (1 — A)S5,, 

unterworfene Konsfcoiten A„ B„ 2f,, SS,, den PmJcten dagegen Konstaiiten 

S„, , o='.«. die in dem speziellen Falle, wo die 2 j 5 Konstaiiten A, B smntlicli 

Ofs =9 

den Wert 1 besitzen, dei Bedmgwig = 0 gemgen sollen, in jedein andeien F(dle aber 

cr = l 

beliebig geivalilt iceiden durfen, und die dahei feilweise odei aucli alle den WeH Null liaben 
konnen, zu, so existieit zu dei Flache T' iminer erne Funktion U =U' + U" i cles Pnnkfes x, y, 
welcJie die folgenden Eigenscliaften besitzt 

I Bie Funkhoii U isf fui geden nicht init eineni dei Punkte cd-^, ■ , c/’, ziisammen- 

fallenden Punkt x, ij dei Flache T', eineilei also, ob deiselbe im Jniienn oder auf der Be- 
gienzung von T liegt, evnivertig und stetig Fur den Punkt dagei/en wod sie tn 

derselben Weise umstetig, ivie die in Aii. 3 defnieiie FunUion (p„{r„, t„), soda^ also fui 
a =1,2, , q die Differenz 


J- — 

U- felnr^" + 2„ir’ cos ^ + Q^^r’ cos + 


+ 2 


0711 a OOS 


) 


imt mlegyenzt waclisendem r^j, fnr ( 7 =*g' + l,g-|“ 2 , die Diffhen^ 


tr-(S<,ln — + — cos ^ + - 3 - cos ■^ + 

^ Vn Vn ^ Iff " 


Q 


COS 


’V ' 


mit unbegienzt cdmehmendem r„ gleiclmia/Sig fw) alle Weite von t„ gegen eine von t„ wnah- 
hcmgige Gro^e konvergiert Zudem sind ihe aUgemein mit U'^', U~ m bezachnenden Weife in 
je zwex ents;grechenden Begrenzungspunkten S^'^, eP~ in der W&ise veiknupft, dap 
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langs 

<s) laiigs &,{ r*=-B,r--58.. ,p, 

langs c,(r-^= r~, 

ist, iiobn die Konstanten St,, >=1,2, ,p, der Yoiaiissetzung gening mit den 2p Konstanfen 
A, B dll) ill die, fit) das Zusamineiibestelien dei Qleiclmugen (Sj noticendiyen, j) Belationen: 

(S') = 

veihwnden sind 

11. Die Deimeiten Yx’ Ty Grenzen det enfig)) echenden Diffeieiizen- 

quotienfen definieit, existieien imd said sfetig meld nui fio jeden von den ‘Punlien 
5 vet stluedenen inneten Punli x, y det FlacJie T, sondetn ancli nocli fut jeden 
Begt enziingspu7il.t, sohald man die Funltion U uhet ein diesen Begrensiingspiinlt im Innern 
entliaJtendes Stack der Begtenzung von T liinubet den Oleichungen (8) entspt ecliend stetig 
foitsetzt, iind es sind alsdann, ausschlie^hch auf Gtund ihret Definition, die TTette der 
geiiannten Denvierten m )e zivei entspreclienden Begt enzungspunUen m der Weise 

verknupft, da/3 


1 a.Ti erfi 

n, 

[du* 

A 

dU- 

+ 

b 

A ^ 

d^U^ 

A 

d'-V* 

- A 

d^v- 

XCLXlgio 


\ dx 


' dx ’ 

’ dy 

dy ’ 

• dx^ 

dx^ ’ 

' dy'‘ 


dy- ’ 

Ian 0*55 


(817+ 

7? 

du- 

+ 

b 


d^U+ 


d-u*_ 

- 7? 

d^u- 



'1 dx 


dx ’ 

dy 

’ dy ’ 

dx^ 

dx^ ’ 

dy‘ 

--D, 

dy^ ’ 

1 a.n o*ci 


4- 

b 

0:1 


dU- 

dU* 

du- 

d'U^ 

d^^u- 

d*U* 


d^U- 

XCLJLLgO 


'1 dx 


dx ^ 

dy 

dy ’ 

dx^ ~ 


' dy^ 


cy- ’ 


III. Die Dermerten erf alien fur jeden Pmikt x, y der Fluclie T', fur den 

ihe Existenz soebeti festgestellt wurde, also fur jeden niclit nut einem der Punkte 
smammenfallenden Punkt die Gletclmng AU= 4- = 0 

In deni Falle, wo die 2j> Konstanten A, B nicht samthcJi den Wett 1 liahen, gilt 
es nut eine einzige Funktion TJ, ivelclie die eben genaniifen Fhgenscliaften hesitzt, in deni 
spezielleu Falle dagegen, wo die 2p Konstanten A, B sanitlick den Wert 1 liahen, ist die 
aus der Funktion U durcli Addition einer willkurliclien Konstanten lietvoigehende Funktion 
die allgemeinste Funktion, welche die genannten Eigensehaften hesitzt." 

Der vorstehende Satz 1 st unter der Voraussetzung abgeleitet worden, daB die 
Schnitte a, h, c sich aus einer endlichen Anzahl von Stucken gerader Linien znsammen- 
setzen Diese Bedingung. welche ausschheBlich zur Vereinfachung der TJntersuchungen 
des Art. 10 gestellt worden 1 st, soil jetzt noch abgestreift werden, oder, was dasselbe, 
es soil gezeigt werden, daB auch dann, wenn die Schnitte a, h, c, durch welche die 
ursprungliche Flache T 111 eine einfach zusammenhangende Flache F verwandelt wird. 
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aus einer eudlichen Anzahl von Stucken algebraischer Kuiven zusammengesetzt sind, 
der vorstehende Satz gilt, also zu dei Flache T' eine Funktion U mit den in dem 
Satze genannten Eigenschafteii existiert 

Zu dem Ende oidne man den 3 _^ aus Stucken algebraischei Kurven bestehenden 
Schnitten a,,b,,c,, >=1.2. ,i>, bezieliungsweise aus Stucken gerader Linien bestehende 
Scbnitte a,,h,,c,, >=1,2, ,p, von der Art zu, da 6 em jeder dieser Schmtte a,h,c sich 
mehr oder weniger eng an die positive Seite des entsprechenden dei Scbnitte «, b, c 
anscblieBt, aber init ibm nur die beiden Endpunkte geineinsam hat, und daB zudeni 
der zwiscben ihin und dem entsprechenden der Schmtte a, b, c gelegene Teil der 
Flache T, von den beiden Endpunkten abgesehen, keinen Punkt eines der ubrigen 
Schmtte und auch keinen der Punkte c/’j, c^, • , enthalt Auf Grund des vorstehenden 

Satzes existiert dann zu der durch Aufhebung der Schmtte a,b, c entstehenden, von 
den beiden Seiten der Schmtte a, b, c begrenzten, einfach zusammenhangenden Flache T' 
eine, mit TJ zu bezeichnende, Funktion, welche die m dem Satze genannten Eigen- 
schaften besitzt Defimert man jetzt zu der die samtlichen Schmtte a, b, c, a,h,r ent- 
haltenden Flache erne Funktion U dadurch, daB man fur jeden Punkt des von den 
beiden Limen rt,t, «,7 (>=1.2. ,p) begrenzten Gebietes U=A,,U+'$L„ fur jeden Punkt des 
von den beiden Linien ?>;!■, 67 0 =1.2. ,p) begrenzten Gebietes Z 7 = i?,, 17 + S 3 , , endlich fur 
jeden noch ubrigen Punkt der Flache U=U setzt, so kommen fur die so definierto 
Funktion U, da sie in je zwei zu einem der Schmtte a, b, c gehorigen entsprechenden 
Punkten denselben Wei't besitzt, die Schmtte (i, b, c nicht mehr in Betraclit, 

und sie 1st daher schon m der durch Aufhebung der Schmtte a, b, e entstehenden 
Flache T' emweitig Als Funktion des Punktes x, y von T' betraclitet, besitzt die 
Funktion TJ abei, wie unmittelbar erhellt, die samtlichen in dem vorstehenden Satze 
genannten Bigenschaften Damit 1st der veiiangte Nachweis erbiacht. 
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1 . 

Die uber der Z-Ebene aixsgebreitete, (2j) + l)-fach zusammenbangende Flache T 
sei in der scbon in Ait. 1 des funften Abschnittes angegebenen Weise durch Emfuhrung 
der 3^ Scbnitte a, , c, , >=i,2, , p , in die einfacb zusammenbangende Elache T' ver- 
wandelt. In dieser, von den beiden Seiten der Scbnitte a, b, c begrenzten, Flacbe 
uiarkieie man die scbon im funften Abscbnitt zu Anfang des Art. 3 definierten Punkte 
. cP,, unter denen sich alle Wmdungspunkte und alle Punkte befinden, und 
ziebe alsdann von dem der negativen Seite von und der positiven Seite von Cp gemeinsam 
angeborigen Punkte aus in heliebiger Reibenfolge durcb das Innere der Flacbe T' s 
— ebenso wie die Scbnitte a, h, c ausscblieBlicb aus einer endbcben Anzabl von Stucken 
algebraiscber Kurven sicb zusammensetzende — weder emander nocb aucb sicb selbst 
scbneideiide oder berubrende Scbnitte I, allgemem nacb ,*) den Scbnitt l„ 

Man nebme, unter Xj, eine Permutation der Zablen 1, 2, , s verstebend, an, 

daB die Scbnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ibren gememsamen Ausgangs- 
punkt in dei Reibenfolge c^, c.^, , Cp, l,^, , l,^ uberscbntten werden, wable beim 

Scbnitte ("= 1 , 2 , ,») die Bezeicbnung der beiden Seiten so, daB bei dem genannten Umlauf 
um der Scbnitt von der negativen zur positiven Seite bin uberscbntten wird, und 
bezeicbne endlich die dem Punkte jetzt entsprecbenden p + s Punkte in der in Figur 17 
angedeuteten Weise durcb fi, f 2 , • , fp, li, fs, •> I. Die durch Emfubrung der s Scbnitte I 
aus T' hervoigehende, von den beiden Seiten der Scbnitte a, h, c, I begrenzte, einfacb 
zusammenbangende Flacbe soil mit T" bezeicbnet werden 

Zu dem Punkte grenze man nun in der Flacbe T” durch eine jvfache Kreis- 
lime filr 0 = 1, 2, ,q erne »/„-blattrige Kreiserganzungsflache K', f&r 0 = £+1,^+2, ,s 
eine den Punkt als Mittelpunkt enthaltende, »/„-blattiige Kreisflacbe Kg ab Dabei 
sollen die Radien • , B, der Kreislinien \,k 2 , ,k so gewahlt sein, dafi nicbt 

nur die Flacben K', K vollstkndig getrennt liegen, sondem aucb allgemein die Kreis- 

5-B, 1, 80 
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Imie K mit clem Schmtte nur emen Punkt gemeinsam hat unci im ubrigen vollstanclig 
innerhalb T" verlauffc Die Lage eines in der Flache K'„ oder in der Flache A' geleg(men 
Punktes z denke man sich durch die schon m Art 3 des dritten Abschinttes eingefiihrten, 
fur a = 1,2, •, q mit z durch die Gleichung z = x-\-yi = r„f!'’', fur 

a = q-\-l, q + 2, ,s nut z durch die Gleichung z = x + yi = a „ -\- 1 
verknupfteii Polarkoordinaten bestimmt Setzt man danu, uiitei z eimm Punkt 

der dem Index a entsprechenden Flache Kg oder Kg verstehend, 


fur a = 1,2, = — . 


fur a = ^ + 1, g 4- 2, , s Zg={z-a,^ 


JL A. , 


und unterwirft zugleich die auftretenden Potenzen von Hg der Bedingung positiv zu 
sein, so ist Zg eine in der betreffenden Flache emwertige und stetige Funktiou der 
komplexen Veranderlichen z, die in je zwei zu dem in die Flache fallenden Stuck von /„ 
gehorigeii entsprechenden Punkten denselben Wert besitzt und die zudem I'ur don 

Punkt S ^ g , nach der von Ribmann*) gegebeneu Definition, unendlich klein von dor erstcm 

*) Rikmann, B , Theorxe der Abel’sch^n FurLctxonen I, Art 2 (Gesammelte 'Werbe, 2 Aufl , S 88—144 , ^ 103 ) 
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Ordnung fO^) Tvird, und es stellt dementspreclaend — wenn man unter / irgend einen auf 
der negativen Seite von 1^ gelegenen Punkt der betreffenden Flache, untei z„ den diesem 

Punkte zukommenden Wert von z„, unter In-:^ irgend emeu der unbegrenzt vielen, deni 
Wert entsprecbenden Werte von In:^ versteht und im Anschlusse daran In— fur den 


Punkt z der Flache durch die Gleichung In ^ = In 



unter Voraussetzung eines 


den Schmtt l„ nicht uberschreitenden und auch mcht durch den Punkt gehenden 
Integrationsweges definiert — der mit irgend welchen komplexen Konstanten 2 gebddete 
Ausdruck. 


^ 1 "Ts" + + 

"'a 




eine in der dem Index a entsprecbenden Flache oder K„ mit Ausnahme des Punktes 
einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen z dar, deren Werte f~ 
in je zwei zu dem in die Flache fallenden Stuck von l„ gehorigen entsprecbenden 
Punkten <^~ durch die Gleichung 2Jr^2o verknupffc smd 


2 . 


Man nehme an, dafi zur Flache T" eine komplexe Funktion F=F(x,y) des 
Punktes X, y existiere, die fur jeden von den Punkten verschiedenen Punkt 

der Flache einwertig und stetig ist, fur den Punkt (<?=!, 2 , ,») in derselben Weise imstetig 
wird me eine Funktion /'„(«'<,) von der oben definierten Art, m dem Smne, dafi fur 


(; = 1 , 2 , ,q 
wachsendem r^. 


die Differenz F(r„ cos tg, r„ mi , mit unbegrenzt 

fur (7 == 3 - + 1, ^ + 2, -, s die Differenz F{ag + cos a" + sm Q - fg(Zg), 


A 

:ia=rl’ ‘ , init uubegTenzt abnehmendem gleichmafiig fur alle Werte von tg gegen 
eine von tg unabhangige Grofie konvergiert, und deren, allgemein nut F'^, F~ zu be- 
zeichnende, Werte in je zwei durch einen und denselben der Schmtte a, I, c, I getrennten 
Begrenzungspunkten durch eine und dieselbe Gleichung m der Weise verknupffc 

smd, dafi 

langs ay{F* = A^F~ + 


(S) 


langs \ [F'^ = ByF~ + 33,, •'= 1 . 2 . .p. 

langs c, { IF’*' = F~ (S„ 

langs {P'+ = F~ -\-2ni^g, o=i.s. 


ist, wobei Ay, 21,, 33„ (S, (’•= 1 .*. .p) Konstanten bedeuten, und die Grbfie 2„ ( 1 = 1 . 2 . ,»), 

20 * 
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Sechstei Abschmtt 


clem ebeu charaktensieiten Verhalten von F fur den Punkt entsprechend, mit der 
in vorkommenden Konstanten S„ identisch ist Die Konstanteii A,, B, (>= 1 . 2 , .?) 

sollen den Bedingungen d=0, B,+i) unterworfen sem, da weder im Falle A,=0 
noch im Falle B,=0 von einer Verknupfang der Werte F'^, F~ langs des betreffenden 
Sckmttes, «, oder die Eede sem konnte. 

Erne Funktion F der bescbnebenen A.rt kann nur dann existieren, wenn die 
5^ + s in den Gleichungen CS ) auffcretenden Konstanten gewisse Bedingungen erfullen. 
Um dieses einzusehen, beacbte man, dafi die Gleickungen (S) einerseits filr die Werte, 
welche die Funktion F in den Punkten |), q, r, §, t besitzt, die Beziekungen: 


1 ) + 
3.) = 


2 ) = 

4.) f;, = + 33 , , 


5.) = 






andereiseits fur die Werte, welcke die Funktion F in den Punkten f, 1 besitzt, die 
Beziehungen 


6) - F, + E,„ 

7) J?, - j; + imS, , , F, - i\ + 

' i 1 1 ffUcr 


,Fj^F, + 2ni2. 

is ^ 


liefern Kombmiert man alsdann das erne Mai die aus den Gleichungen 1), 2), 3), 4) 
durch Elimination der GroBen F^^ , F^^ entstehenden Gleichungen 


Fg^ = A,B^Fp^+ A^SS, + St,. , B^% + 33„ 

mit der Gleichung 5.), das andere Mai die durch Addition der Gleichungen 0.) und durch 
Addition der Gleichungen 7) beziehungsweise entstehenden Gleichungen: 


v = p 


F,-F,+_se„ 

^ ^ V=:l 



mit einander, so erkennt man, daB erne Funktion F der beschriebenen Art nur dann 
existiexen kann, wenn die 6^ + s Konstanten A, B, 21, 93, (£, S den +• 1 Gleichungen* 

(1— jB,,)21,— (1— a(,,) 95,= (5,, ''=1,2, ,p. 

(S^) *'=p 

v = l (r=l 

genhgen. Da aber auch umgekehrt zu irgend 5^ + s den ji + 1 Gleichungen (S'.) und 
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den Bedingungen A,=^0, -B,=i=0, ,p, genugenden Konstanten A, B, S. 2, vrie 

einfache Betrachtnngen zeigen, immer unbegrenzt viele Funktionen F der })eschnebenen 
Art sich bilden lassen, so stellen die 1 Gleicbungen (S' j nicht nur die notwendigen, 
sondern auch die hinreichenden Bedingungen dafur dar, daB zu den + s Konstanten 
A, B, %, 25, S Funktionen F der beschriebenen Art existieren. 

Eine Funktion F der bescbriebenen Art kann, da sie der Voraussetzung gemaB, 
als Funktion des Punktes x, y von T" betracMet, nicht nur fui jeden im Innem von 
T” gelegenen Punkt, sondern auch fur jeden von den Punkten oP, ver- 

schiedenen Punkt der Begrenzung von T" einwertig und stetig ist, uber jedes Sthck 
der Begrenzung hmuber, das selbst nur einen Teil der negativen oder positiven Seite 
eines Schnittes a,, , c,, oder bildet und fur den Pall, daB ein Schnitt in Betracht 
kommt, sich nicht bis zu dem Punkte erstreckt, in der in Aii 3 des funften Ab- 

schnittes angegebenen Weise den Grleichungen (S) entsprechend stetig fortgesetzt werden 
DaB eine solche Funktion F aber auch uber jedes Stuck der Begrenzung von T" hin- 
uber, welches einen der Punkte |), q, r, g, t, f, t enthalt, jedoch nicht in i hm endet 
und fur den Fall, daB dieser Punkt einer der Punkte Ii, I,, , I 4 , fi ist, sich nicht bis za 

einem der Punkte <^ 2 , , erstreckt, in der fruher angegebenen Weise den Grlei- 

chungen (S.) entsprechend stetig fortgesetzt werden kann, 1 st aus den m dem eben 
zitierten Artikel durchgefuhrten Betrachtnngen uninittelbar zu entnehmen. 


3. 


Unter Beibehaltung der in den vorhergehenden Artikeln gemachten Festsetzungen 
stelle man sich jetzt die folgende 

AnfgabO. „Fs ^st zu ze%gm, da^ zu der FlacJte I" erne lomjplexe Funkfron 
W = des Punktes x, y gehldet werden kann, tcelche den folgenden Bedingungen 


genugt. 

I I)te Funktion W soil fur jeden mclit mit einem der Punkte cP^, zu- 

sammenfallenden Punkt x, y der Fladhe T", einerlei also, oh derselhe tm Innern oder cmf 
der Begrenzung von T" liegt, emwerizg und stetig sevn Fur den Punkt aP„ (<r=i,s, ,») dch 
gegen soil ste in derseTben Weise unstehg werden wie erne Funktion f„ (z„) von der in Art. 1 
deftnierten Art, in dem Sinne, da^ die Bifferenz. 


TT7- /n 1 1 I I I 

\ 0 Zfx Zft Zft 


<7 = 1,2, 


® » <J=3 + l,g + 2, 


fitr a = 1,2, , q mit unbegrenzt wachsendem r„, fur u = g-bl, 3 '-|- 2 , -,8 mit unhegrenzt 

abneJmendem r^ gleichnafiig fur aide Werte von gsgen erne von t„ unabhmgige Gro^e 
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Seclister Absctnitt 


koHietfjmf Ziidem soUen ihe aUgemem mit W^, W zii hezeichnenden , We)fe tn je ztvei 
entsp eclienden Begrenztoifjsjmnlfen %n de> We/se leihmpft sein, da/3 

langs «, { TV* = W~ + % , 

langs Z», f Tr'*' = + 35,,, ’= 1 - 2 , ,p, 

rs'i 

langs c,,{ TV* = W~ + ©,,, 

langs { TT’’’*' = TV~ + 2niS,„, 0 = 1 , 2 , ,,, 


tsf, ivobei A,,, By, 1 = 1 . 2 , ,p, rorgegehene Konstanteyi bedeuten, die samtlicli den Alodull he- 
sitzen, und dte Bp + s Konstanten 31, 35, S, S, de>n tm vorliergehenden Arhkel gewonnenen 
Eesultafe entspyechend, mit den 2p Konstanten A, B durcli die p + 1 Belakonen. 

■(l-^,)3t„-(l-^,)35„=(5,, -1.^ .i>. 

(S’.) »’=p 


verbunden sind. Die in den Fmktionen f vorkommenden , 2am„> <i=i>2. sollen, ge 

nacMem die 2p Broken A, B mcJit sa/mtlich oder scmtlich den Wert 1 besitzen, beliebig 
vorgegebene oder im Bahnien dei, aus (S'.) fwr A, = l, j5,,= 1, i'=i,2, .p, folgenden, Bedingung 

Cf=:S 

vorgegebene Konstanten bedeuten. Ferner soil dann fm jede Zahl v aus der 

a=l 

Reilie 1,2, ,p, fur welche .4„=1, 5,,= 1 und daher auf Grund der Gleichungen (S') 

ist, 8t, eine beliebig vorgegebene, 33» eine nicM vorgegebene Konstante bezeiclmen, da- 
gegen soli fur jede Zahl v aus der Beihe 1, 2, , p, fur welche A,,, By mcht beide den 

v=p 

Wertl besitzen, eine mvt den anderen IE durcli die Bedingung ^(E,+ 27T^J5'S(J = 1^ 

»=i 0=1 

verknupfte, im ubngen aber beliebig vorgegebene Konstante bedeuten, wahrend SI,,, 35v ^we^ 
mit dem vorgegebenen (E„ durcli die Gleichung (1 — J?,,)8lv- (1 — jdL,,)35,. == (E„ verbundene, aber 
nicht vorgegebene Konstanten bezeichnen sollen 

Q TT^ Q 

II. Die Derivierten als Grenzen der entsprechenden Biffcrenzenquotienten 

definiert, sollen mcht nut fur geden inneren Punkt x, y der Flache T" existieren wnd 
stetig sein, sondern auch noch fur geden von den Pimkten 0*^, , of, verschiedenen Be- 

grenzungspunkt, sobald man die Funktion W uber ein diesen BegrenzungspunJd im Irmern 
entlialtendes Stuck der Begrenzung von T" Mnuber den Gleichungen (S) entsprechend stetig 

fortsetzt, und es werden alsdcmn, ausschliefilich auf Grund ihrer Definition, die allgemetn mit 
dW" dW^ 

Werfe der in Bede steJienden Dermerten in je met 
entsprechenden Begrenzungspunkten S’*, S' in der Wme verkmpft sein, daS 
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p, 


O =: 2, , i 


IIL Die De)imetteyi 4^. 4^ holhn fyit /eden PimM x, tf de> Flache T" fio den 

ihre JUxtstenz gefotdeyt iimde, cdso fur jeden meld mif eineni de) Puiddc cT[. cA xu- 

sammenfallenden PunJd loti T" dte (i^letcliuug 4IL=2^!L eyftdlenJ' 

c y occ 

Uni die Existenz emer den genannten Bedingungen genugenden Funktiou TF 
nach.zu'weisen. soli nan zunachst m Aid 4 gezeigt werden, daB man unbegrenzt viele 
Funktionen W bildeu kann welcbe mit der verlangten Funktion W m den allgemeinen 
Eigensebaften ubereinstimmen, und weiter dann in Aid 5, daB iinter diesen Funktionen W 
sicb wemgstens erne befindet. Tvelche den genannten Bedingungen genugt 


4 . 

Das fur die zu bildende Funktion W im Eabmen der Bedmgungen mod^d, = 1, 
modE,,= l beliebig vorgegebene Konstantenpaar A,, B, (>= 1 , 3 , ,p) soil mit Rucksicht 
auf die Rolle, welche diese Konstanten in den Gleicbungeu (S ) spielen, das dem Index v 
entsprechende Faktorenpaar genannt werden, je iiachdem dann die Gr6fienad,,E, nicht 
beide oder beide den Wert 1 besitzen, moge dieses Faktorenpaar ein eigentliches 
Oder ein uneigentliches heiBen. Man verstehe feiner fur r = l,2,- ,p unter St' , S3,' 
irgend ein der Bedingung (1— E,)21' — (1— jd,)S3i = 0 genugendes Konstantenpaar, under 
S'ai) j bebebige Konstanten, wenn mcht alle p Paktorenpaare A, B 

asat J 

uneigentlicbe sind, dagegen irgend welcbe der Bedingung = 0 genugende Konstanten, 

0 = 1 

wenn alle p Faktorenpaare A, B uneigentlicbe sind. Auf Grand des am Ende des 
funften Abscbmttes ausgesproebenen Satzes existiert dann zu der Flacbe T" eine 
komplexe Funktion U = + U'-'h des Punktes x, y, welcbe die folgenden Eigen- 

sebaften besitzt' 

I. Die Funktion TJ ist fur jeden nicbt mit emem der Punkte <^i, zu- 

sammenfallenden Punkt x, y der Flacbe T", einerlei also, ob derselbe im Innem oder 
auf der Begrenzung von T" liegt, einwertig und stetig. Fur den Punkt (ff=i. 2 , ,*) 
dagegen wird sie in der Weise unstetig, daB fur u = 1, 2, • • , q die Diflferenz. 
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Sechster Abschnitt 


r - ( 2', In r„" + cos ^ cos^^ + 2^^/ cos ^ 

*^a o o 

mit unbegrenzt wachsendem r„. fni a = q±'2, .s die Differenz: 


ir -( s; In 4 + ^5i cos i + 


‘’^rrla 


+ + -^ COS 


luit unbegxenzt abnehiuendem gleichuiafiig fur alle Werte von t„ gegeii eine von f„ 
unabhangige GroBe konvergiert Zudem smd ihre, allgemein mit U*, U~ zu be- 
zeichnenden, Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in dei Weise 

verknuptt, daB 

langs fl.{Z7+ = ^. U' + %[, 

lang8&,{Cr+=JB.Z7-+S5:, -=>-'. w-, 

langs c, { = U~, 

langs l„[U'^= U~, , 1 , 

ist, wobei die Konstanten 21', 33,', > = 1 , 2 , ,p, nach den fUr sie gemaciiten Voraussetzungen 
mit den 2p Konstanten A, B durch die p Relationen . 


(S') (1-R.)2(:-(1-4)93,%0, .= 1 . 2 , 

verbunden smd 

II Die Deiivieiien brrenzen dei entsprechenden Uitte- 

renzenquotienten definieid), existieren und smd stetig iiicht nur fui jeden inneien Punkt 
X, y der Flache T", sondern auch nocli fur jeden von den Punkten cPy, , c/’, ver- 

schiedenen Begrenzungspunkt, sobald man die Funktion JI uber ein diesen Begienzungs- 
punkt iin Innern eiithaltendes Stiick der Begrenzung von T" hinuber den Oleichungen (S ) 
entsprechend stetig fortsetzt, und es smd alsdann, ausschlieBlich auf Grund ihrer Definition, 
die Werte der genannten Denvierten in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten 
in der Weise verknupft, daB 


Ifi.ncrQ 

a 1 

du^ 

A 

dV- 

1£! _ 

A 

dU- 

^-A 

d*u- 

£!£! . 

- A 

d*U' 

ICLJLLgiO 


dx 


dx ' 

dy ~ 


dy ’ 

dx* 

’ dx* = 

' dy* 


dy* 

1 fl.Tl O'fSl 

h 1 

du-^ 

P 

dv~ 

iEl- 


du- 


d*u- 

d*u< 

- H 

d‘u- 

ICtJUgO 


dx 

X), 

dx ^ 

Sy 

Jjy 

dy ’ 

' dx^ ■" ^ ' 

dt* ■ 

’ dy* ~ 


dy 

Ikngs 

Cv{ 

dU^ 

dx 


du- 

dx ’ 

dU^ 

dy 


dU- 
dy ’ 

II 

d*U~ 
dx* ' 

d*rj^ _ 
' dy* 


d*V~ 

dy 


1 1 

dU^ 


dir- 

dU* 


du- 

d*U-^ _ 

d*u- 

r-v* 


d*U 

iCLXigo 


dx 


dx ’ 

dy 


dy ’ 


dx^ ’ 

' dy* " 


dy* 
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m. Die Derivierten j—, erfullen fur jeden Punkt y der Pldche T", fdr 
den ih.re Exist enz soeben festgestellt wurde, also fur jeden nicbt niit einem der Punkte 
^ 1 , ^ 2 ^ , zusammenfallenden Punkt die Gleicbung Atr=^ + ^ = 0 

c •X'"* c y"" 

DaB durcb die genannten Eigenscbaften die Funktion U voUstandig oder nur 
bis auf eine additive Konstante bestnamt ist, je naebdem die ]) Paktorenpaare A, B 
nicbt samtlicb oder samtlicb uneigentbebe smd, ist ebenfalls scbon in Art 12 des ftmften 
Abscbnittes gezeigt worden. 

Infolge der genannten Eigenscbaften besitzt das uber eine in der einfacb zn- 
sammenbangenden Placbe T" verlaufende, aber durcb keinen der Punkte 

gebende, gescblossene Kurve G erstreckte Integral J (~ den Wert 

6 

Null. Man erbalt dementsprecbend, unter i^,y^ emen im Innem von T" fest angenom- 
menen Punkt, unter x, y einen beliebigen von den Punkten <^ 2 , , versobiedenen 

Punkt der Placbe T" verstebend, fur das vom Punkte bis zum Punkte x, y Uber 

eine m T" verlaufende, aber durcb keinen der Punkte c^ 2 , • , S*, gebende Kurve 

erstreckte Integral / stets denselben Wert, welcbe Kurve der be- 

scbriebenen Art man aucb als Integrationsweg wablen mag, tmd man erkemit im 

Hinbbck bierauf aucb, daB dieses Integial fur jeden bn Innern von T" gelegenen Punkt 

dZJ 

zur Denvierten nacb x die GtroBe — ^ , zur Dermerten nacb y die GrroBe bat. Es 
wird daber durcb die Gdeicbung: 


'-y (- 


ao»!/o 


f 

dy ox 


dy), 


bei Pestbaltung der uber den Integrationsweg gemacbten Voraussetzungen, zur Placbe T" 
erne komplexe Funktion V = des Punktes u , y geliefert, welcbe die folgenden 

Eigenscbaften besitzt: 

I. Die Funktion V ist fur jeden nicbt mit einem der Punkte S'i, , S’, zu- 
sammenfallenden Punkt X, y der Placbe T", einerlei also, ob derselbe im Innern oder auf 
der Begrenzung von T" liegt, einwertig und stetig. Pur den Punkt Sa ,«) da- 

gegen wird sie, wie aus den in Art 7 und in Ait. 5 des dntten Abscbmttes angestellten 
Untersucbungen erhellt, in der Weise unstetig, daB fur o = l, 2, •••, g die Differenz: 


7- 


+s;: 

•' rs 


u Sin + 


sm — + 




P-B, I 
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Seclistei Abschmtt 


mit Tinbegrenzt waciisendem fur a =■ s' + 1, g' + 2, ,s die Differenz* 


r- 










mit unbegrenzt abnehmendem gleicbmaBig fur alle Werte von t„ gegen eine von t„ 

unabhangige GroBe konvergiert Dabei ist fur a = l,2, , g[ unter fur a = 2 + 1, 

^ ^ 2, • , s unter — ^ der Faktor von i un lateialen Teile der in Art 1 fur den der 
Flacbe oder der Flacbe angeborigen Punkt s mit den Polarkoordinaten t„, 

z 

durch die Gleichung In f = in i ^ definierten GroBeln^ zu versteben. Die, all- 

gemein mit F+, 7" zu bezeichneuden, Werte der Pnnktion 7 in je zwei entsprecbenden 
Begrenzungspunkten sind in der Weise verknupft, daB 

langs { F'*’ == F”- + 81", 

langs &„{ F"*" = -B„F“ + 
langs c,{ F"'' = F“ + (5", 
langs Z„{F+= F- + 27tC;, 

ist, wobei C, C, ’'=1-2. -p, Konstanten bedeuten, die mit den 2p Konstanten A, B 
und den s Konstanten S;, ^= 1 . 2 . dureh die ji + 1, den in Art 2 abgeleiteten 
Eelationen (S'.) entsprecbenden, Eelationen' 




O'— 1 , 2 , y 5, 


(S') 


(i-j9,)r;-(i-^,)ss;=(s;:, 

v^p a=s 

V=1 C=1 


verbunden smd 

n. Die Denvierten als Grenzen der entsprecbenden Differenzenquotienten 

definiert, existieren und sind stetig nicbt nur fur jeden inneren Punkt x, y der Flacho J'", 
sondern aucb nocb fur jeden von den Punkten <^i, c^a, • , verscbiedenen Begrenzungs- 

punkt, sobald man die Punktion F uber ein diesen Begrenzungspunkt im Innem ont- 
baltendes Stuck der Begrenzung von T" bimiber den Gleichungen (S.) entsprechend 
stetig fortsetzt, und es sind alsdann, ausschlieBlicb auf Grund ihrer Definition, die 
Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten cP~ 
in der Weise verknupft, dafi 
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langs a, 

li 

— = A — 

rif ' cy ’ 


langs b, [-^ 

T> 

~ CX " 

HZ- R £21: 

cy * cy ’ 


langs c. 

_ £ll 

cx ’ 

I 4 

II 

rV~ 

Tf" 


langs 

_ 11: 

dV- 


ft ~ i t 

c^ ’ 

cy iy ' 

n — 1, =, , j 


m. Die Derivierten sind fiir jeden Punkt x,y der Flache T", fui* den 

ihre Existenz soeben festgestellt wurde, also fur jeden nicbt mit einem, der Punkte 

O rr p 7T 

^ 1 , ^11 , zusanimenfallenden Punkt, mit den Derivierten ^ durcb die Gleicbungen 

dv dU dV du 1 ™ 

^ = ^ = ^ verknupft 

Definiert man jetzt zur Flacbe T” eine Funktion TP durcb die G-leicbung TT'’=Z7’+F?, 
so stimmt diese Funktion W mit der in Art 3 verlangten Funktion TT^ m den allgemeinen 
Eigenschaften uberem und besitzt zudem dieselben^) Faktorenpaare A, B, unterscbeidet 
sich aber von ibr dadurcb, dab an Stelle der Eonstanten (<r=i, 2 , ,»> 

die Eonstanten 2'^, 2^1, , an Stelle der Eonstanten SI,, 35,, (>= 1 . 2 . .pi die Eon- 
stanten St' + beziehungsweise steben Diese letzteren Eonstanten 

sind mit den 2p Eonstanten >= 1 . 2 , ,p, und den s Eonstanten 2^, 5 = 1 , 2 , ver- 

knupft durcb die p -\-l Eelationen. 

(I-EJ (St: + SC'*) - (l-^v) i% + K^) = Ki, -M, ,P. 

v=l a=l 

Uber die Eonstanten Sl^, 35^, ’'= 1 , 2 . .p, kann, den gemacbten Voraussetzungen 
entsprecbend, im Eabmen der Bedingungen (1 — J5,)SC — (1 — ^„)35^ = 0, »=i,2, ,p, verfugt 
werden, uber die Eonstanten 2^, 2^1, , 2^^^, 5=1,2, dagegen kann, ebenfalls den 

gemacbten Voraussetzungen entsprecbend, bebebig oder nur im Eabmen der Bedmgung 

a— 9 

^ 2ff = 0 verfCigt werden, je nacbdem die p Faktorenpaare A, B nicbt samtlicb oder 

a — X 

samtlicb uneigentlicbe sind. Hat man aber uber die genannten Eonstanten im Eabmen 
der angegebenen Bedingungen m irgend einer Weise verfugt, so 1 st dadurcb die 
Funktion U, je nacbdem die p Faktorenpaare A, B nicbt samtlicb oder samtlicb un- 
eigentlicbe sind, vollstandig oder nur bis auf eine additive Eonstante bestimmt, und 
es ist daber die Funktion V mit den ibr zukommenden Eonstanten SC", 33", (£", .p, 

in jedem Falle vollstandig bestimmt. Dementsprecbend 1 st die Funktion W=U+V^ im 

ersten Falle vollstandig, im zweiten Falle nur bis auf eine additive Eonstante bestimmt. 

21 * 
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Sechster Absehnitt 


rnter Beachtung des «oebeu Gesagteu bilde man nun zwei spezielle, mit iv 
zu bezeichnende, Funktionen W, indem man das eine Mai 


K = U , = 0 ; 


S;i = 


Cl' ^9 , 


)=1, 3, 

(7 = Ij 2j } 5 j 


setzt, eine diesen Festsetzungen entsprechende Funktion U niit die zugebonge 

Funktion Vi mit und die bei dieser an Stelle der Konstanten %''i, 
auftretenden Konstanten mit bezeicbnet, sodaB dann durcb die Gleichung 

j!fr(.o) ^jjio) bestimmt ist; das andere Mai dagegen — unter /3' (>=i.s. ,p) irgend 

ein der Bedingung (1 - - (1 - ^ oder der Bedmgung a„^0 genugendes 

Konstantenpaar verstehend, je nacbdem A,, B, ein eigentliches oder em uneigentliches 
Faktorenpaar ist — 


r. = a:, s3:,=/i:; 2;=o, s;,=o, 


o = 1) 2, ,5; 


setzt, eine diesen Festsetzungen entsprechende Funktion U mit die zugehorige Funktion 
V% mit^;i und die bei diesei an Stelle der Konstanten ("-i.a, ,p) auftreten- 

den Konstanten mit a>, /5'>, y'li bezeichnet, sodaB dann w durch die Gleichung w===u + vi 
fur jeden Punkt x, y von T" bestimmt ist, wenn man noch den Funktionen %, v fur die 
Punkte ^ 1 , S'i, , S', die ihnen dort zukommenden Grenzwerte als Werte zulegt. Die 
aus den beiden Funktionen w durch Addition entstehende Funktion TF'®' -I- in stimmt 
(la.-nTi mit der in Art 3 verlangten Funktion W in den allgemeinen Eigenschaften uberein 
und besitzt zudem nicht nur dieselben p Faktorenpaare A, B, sondern auch dieselben 
Konstanten S; an Stelle der Konstanten 21„ S3,, S.,, ,p) dagegen treten bei ihr die 

Konstanten + a:[ + a'l, SB® -K /5' + + beziehungsweise auf, wobei, den 
gemachten Festsetzungen entsprechend, 21®, S3f^ ’-i.s. ,p, bestimmte, mit den 
2p Konstanten A,,, B„, > = 1 . 2 , ,p, und den s Konstanten durch die Gleichungen. 


(l-£„)21®-(l-^,)S3® = ®t‘>\ 

= l 17 = 1 


verknupfbe GroBen sind, /?' (*'=• 1 , 2 , ,p) dagegen irgend ein der Bedmgung (1 - B,)a„ 
— (1 — == 0 Oder der Bedmgung a'=0 genugendes GroBenpaar reprasentiert, je 

nachdem B„ ein eigentliches oder em uneigentliches Faktorenpaar 1 st, endlich die 3j; 
mit den Konstanten A, B durch die Gleichmigen. 


Vssp 

:sr:-o 
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yei'knupften G-rofien a", /i", von den Grofien c', // m der Weise aMiangen, daB 
ihre Werte vollstandig bestimmt sind, sobald man die Werte der GroBen a , festgelegt 
hat Im folgenden Artitel soil nun gezeigt werden, daB man die 2 p Grofien a, im 
Eahmen der genannten Bedingungen so wahlen kann, daB fui jede Zahl y aus der 
Reihe 1, 2, ,p. fur welche A,, B, em eigentliches Faktorenjiaar ist, in die Grofie 

S, — also in die fiii’ die verlangte Funktion TT" vorgegebene Konstante S,, 

und zugleich fur jede Zahl r aus der Eeihe 1,2. fur welche A,, B, em un- 

eigenthches Faktorenpaar und daher nach obigem a' == 0 ist, a" i in die GroBe St, — St',®', 
also Stl®' -r -r a'l in die fdr die verlangte Funktion TF vorgegebene Konstante St, 
ubergeht. Die den so gewahlten Konstanten a, /i' entsprechende Funktion TF*-®' + iv 
besitzt dann alle fur die verlangte Funktion TF vorgegebenen Konstanten, und es wird 
damit erne den samtlichen in Art. 3 gestellten Bedingungen genhgende Funktion TT' 
gewonnen sein 


5 . 


Die Funktionen ii^ v, aus denen sich die Funktion u der Gleichung n' = u + vi 
gemaB zusammensetzt, sind fur jeden Punkt x, y der Flache T" emwertig und stetig; 
zudem smd ihre Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der 

Weise verknupft, daB 


(S) 


langs «, [vA = A^‘u~ + = A, v~ + a", 

langs &„ =- B^yr -\- t'*' = B^,v~ + > = 1 . 2 . iP. 

langs c, {tip = «~, = v~ + y", 

langs la [w^ = u~ , = v~, a=i,s, 

1 st, wobei zwischen den auftretenden Konstanten fur r = 1,2, , ^ die Eelationen: 

(S' ) (1 - Eo «: - (1 - A,) /i = 0, (1 - B ,) «: - (1 - . 4 )^: = = o 


bestehen und zudem a'=0 ist fur jedes v, dem ein uneigentliches Faktorenpaar J,, , B^ 
entspncht Die Denvierten ||, |^, |p, existieren und sind stetig fur jeden 

von den Punkten verschiedenen Punkt der Flache T"; zudem sind ihre 

Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in derselben Weise ver- 

knupfb wie die Werte der korrespondierenden Denvierten bei den im vorhergehenden 
Artikel definierten allgemeineren Funktionen TJ, V; endlich erfullen die genannten Den- 
vierten fur jeden von den Punkten ^ 1 , ^ 3 , , verschiedenen Punkt der Flache T" die 


1 Ci dv 

Gleichungen ^ ^ = 0, ^ = 


du dv ^ 

dy ^ dy ^ dx 
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jy ' fa-n bilde jetzt, nacladem man zuvor den reellen Teil der Funktion lo mit 
den lateralen Teil mit bezeichnet und dementsprechend %i = gesetzt hat, 

mit den ersten Derivierten von das Integral. 


und dehne es uber die Flache T" aus Um dasselbe auszuwerten, ziehe man im Innern 
ernes jeden der s in Art 1 durch die s Kreislinien mit den Radien <'= 1 . 2 . ab- 

gegrenzten, die samtlichen Punkte 1 ^ 2 , , enthalteiiden 

Flachenstucke K\ K erne zu K konzentnsche Kreislinie mit 
dem Radius (s. Fig. 18) und beachte, da6 fur cr= 1,2, ,q 
r„>B„, fur G = q + l, 2 + 2, ,s 1 st, sclieide alsdann 

die von den Kreislmien l'„ begrenzten, die Punkte 
beziehungsweise enthaltenden Flachenstucke aus der Flache T" 
aus, bezeichne die ubng bleibende, ganz im Endlichen gelegene, 
einfach zusammenhangende Flache mit I'*’, das in dieselbe 
hineinfallende Stuck des Schnittes mit ihre von den 
beiden Seiten der Schnitte a, h, c, I' und den Kreislinien 
k[, , k[ gebildete Begrenziing mit St, und dehne das auf- 

gestellte Integral zunachst nur hber die, emen Teil der Flache T" 
hildende, Flache T* aus Der Wert dieses hber T* ausgedehnten Integrals moge mit 
n* bezeichnet werden, sodaB also 



1 st. Ersetzt man nun bei diesem Integrals, indem man berucksichtigt, dafi 
~ dementsprechend 

\ 9 j 3 / \ dx ) ' \dy ) ' \dij ) dx By By Bx 

ist, den zwischen den geschweiften Klammern stehenden Ausdruck durch den die rechte 
Seite der letzten Gleichung bildenden Ausdruck und wendet alsdann unter Beachtung der 

Relationen ^ = + Verfahren der teilweisen Integration 

an, bezeichnet auch die Anderungen, welche x, y erleiden, wenn man beim Durchlaufen 
der Begrenzung St von T* in der, durch die Pfeile markierten, positiven Richtung von 
einem Begrenzungspunkte x, y zu einem unendlich benachbarten ubergeht, init Ax, Ay 

beziehungsweise und setzt zur Abkurzung dv = ^Ax + ^Ay, so erhhlt man zunachst: 
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IGT 



CL 


cc 


<ry 


|^|(r/r )/= J / , fh 


wobei das an letzter Stelle stehende Integral in der, durch die Pfeile markierten, 
positiven Eicbtung uber die ganze Begrenznng 91 der Flache zu erstrecken ist. 
Beacbtet man jetzt, daB bei der Integration durcb die ganze Begrenznng 9t langs eines 
jeden der Scbnitte a, b, c, V ztveimal integriert wird, das eine Mai anf der positiven, 
das andere Mai anf der negativen Seite, aucb daB die einem Schnittelemente ent- 
sprecbenden GroBen dx, dy anf der negativen Seite des Scbnittes sicb von den ihm 
entsprecbenden Grofien dx, dy anf der positiven Seite nur durcb das Vorzeicben nnter- 
scbeiden, nnd vereinigt bei jedem Scbnitte die anf die positive und die anf die negative 
Seite desselben sicb beziebenden Teile des m Rede stebenden Randintegrals, indem man 
durcbweg die beiden einem Scbnittelemente entsprecbenden Integralelemente zii- 
sammenfaBt, in ein einziges, nur tiber die positive Seite des Scbnittes zu erstreckendes 
Integral, so erbalt man fur die Gleicbung 


W 








w 


( 2 ) 


if dv^ — il y 


+ 2 dv, 

(7 = 1 y+ a=l’J 

V a 

wobei zur Abkurzung dv^ = dx + ^ dy, dv~ = ^ dx + dy gesetzt ist. 

Die anf der recbten Seite der letzten Gleicbung vorkommenden, uber die positiven 
Seiten der Scbnitte a, b, c, V beziebungsweise zu erstreckenden Integrale sollen jetzt 
ausgewertet werden. Zu dem Ende bezeicbne man die zu irgend einer komplexen 
Zabl g = konjugierte Zabl durcb g, sodaB dann gg = (mod gj und, 

wegen mod A„ = 1, mod J5, = 1, speziell A, A, = 1, JB, = 1 ist, beacbte, daB fur r=l,2,- ,p; 
a=l,2, s 

j = M,, ^)“ 4- dv^ = Ay dv ~ , 

langs ay 


langs by 
langs Cy 
langs 4 


= JBy{yl^'>-d^hy 4 - /?:, dv^ = Bydv-, 

— = (#^ — 4 - ^ydv^, 

( m ^^’ — ly — — iPhy , dv^ = dv~ , 

— u^^hy dv^ = — u''^hydv~, 

— If , dv^ = dv~, 

— iPhy dv^ = dv~ 
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ist, und leduzieie mit Eilfe diesei Relationen die bei der letzten fur iZ'*' gewonnenen 
Grleichung zwischen den geschweiffcen Klammern stehenden Ausdrucke Man erhalt dann 
far ir^ zunachst die Grleichung: 

+ l‘dv*}+^ f - iPh) dv 

und schlieBlich, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sich ergebenden Gleicbungen* 

fdv^ = = A,B, (l-B ,) + M,,/?;; , 

- + 

CLp 

f clv ^-%- - AB,(1-I,yv^^- B,tt" 

benutzt und die aus der ersten unter (S' ) angescbiiebenen Relation sicli ergebende Be- 
ziehung — (1— .4, ,)/?'= 0 beacbtet, die Gleichung 

1=1 a=l It 

Es ist jetzt nur noch zu untersuclien, was aus W wird, wenn man die Radien 
^ 2 , , ig der Kreislimen Bj, , A' unbegrenzt wachsen und zugleicb die Radien 

»’s+ 2 ’ ^ Kreislimen unbegrenzt abnehmen lafit. Konvergiert 

alsdann iZ'*' gegen eine bestimmte Grofie, so ist der Wert dieser GroBe zugleicb der 
Wert des uber die Flacbe T" ausgedehnten, zu Anfang gebildeten Integrals, wabrend 
im anderen Falle von einem Werte dieses Integrals nicbt gesprocben werden kami Zur 
Durcbfuhrung der verlangten TJntersucbung beachte man zunachst, daB die Funktion 
u = u^^h, als Funktion des in seiner Bewegung auf die Flacbe Kg, ,</, be- 

scbrankten Punktes x, y betrachtet, eine Funktion von der im Satze III definierten Art, 
dagegen als Funktion des in seiner Bewegung auf die Flacbe Kg, o=<i+i,<j+ 2 , be- 
scbranlcten Punktes x, y betrachtet, eine Funktion von der im Satze I definierten Art 

ist, und daB die Funktion v mit der Fmiktion u durch die Gleicbungen ^=— 

verknbpft ist. Auf Grund der in Art 6 und in Art. 4 des dritten Abschnittes 

durcbgefuhrten Ilntersuchungen bestelien daber, wenn man noch, unter Benutzung der 
in Art 1 dieses Abschnittes fur die Flachen K, K eingefuhrten Koordinatensysteme, 
die Polarkoordmaten eines Punktes der Lime A,„ mit Zi„, tg, die Polarkoordmaten oines 
Punktes der Lime /c', mit r„, tg und den Wert der Funktion ut, fur den Punkt /i„, tg mit 
/ff(y bezeicbnet, fUr o'=-l,2, , </ die Gleicbungen: 
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iby 



dagegen fiir <7 = ^ + 1, ^ + 2, ,s die Grleicliungen 



Beachtet man nun weiter, dafi durcli Einfuhrung der Polarkoordinaten r„, in das auf 
der rechten Seite der letzten fur H* gewounenen Gleickung vorkommende, uljei zu 
erstreckende Integi'al die Gleichung 






bei der als obere Grenze des rechts stebenden Integrals fur 1,2, , g die Zabl 

— 2va7tf fur a = 3 - + 1,2 + 2, -,5 die Zahl +2ya7i zu gelten hat, entsteht, und dafi 

die GroBe: 


+ 2%(f7t 



0 


25? 

1 

'a 



1 I 


j 


d(p 


fur (1 = 1,2, • ,2 mit unbegrenzt wachsendem i„, fur cr = 2 + 1> 2 + 2, ■ ,s mit un- 

begrenzt abnehmendem >„ gleichmafiig fur alle in Betracbt kommenden Werte von 
gegen Null, die GroBe §6gen — konvergiert, so erkennt man, dafi 

die auf der rechten Seite der letzten fur 77* gewonnenen Gleichung stehende Summe 
der s Integrale gegen Null konvergiert, wenn man die Eadien la, , der Kreis- 
Imien , Z' unbegrenzt wachsen und zugleich die Radien >s+i, >,+ 3 , r, der 

Kreislinien k'^+x, ' > K unbegrenzt abnehmen lafit Unter diesen Festsetzungen 

konvergiert also auch 11* selbst gegen erne bestimmte GroBe, und es ist der Wert 
dieser GroBe nach fruher Bemerktem zugleich der Wert des uber die Flache T" 
ausgedehnten, zu Anfang gebildeten Integrals. Es besteht daher die Gleichung 


JJ + vjr) + [-w) \w) I 


r=p 


bxdy 

rs=l 


P-R, I 
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Mit Hilfe der gewonnenen Gleichung fJ) laBt sich nun der am Schlusse des 
vorliergehenden Artikels verlangte Nachweis erbrmgen Zu dem Ende hat man den 
Pall, wo die p Faktorenpaare A, B mcht samthch uneigenthche sind, von dem Palle, 
wo dieselben samthch uneigentliche sind, zu trennen 


Erster Fall. 

Die Faktorenpaai’e A, B smd nicht samtlich uneigentliche Um die Vorstellung 
zu fixieren, werde speziell angenommen, daB fur y = 1,2, ,p das Faktorenpaar 
A„ B^ em uneigenthches d h = 1, 1, fur v = p + 1, p + '2, ,_p das Paktoren- 

paar A,, B, ein eigenthches sei Dabei ist unter ^ eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, , 

jj - 1 zu verstehen, und der Grenzfall p = 0 ist dahin zu mterpretieren, daB die p 
Faktorenpaare A, B samtlich eigenthche sind In dem vorliegenden ersten Falle smd, 
nach den zu Anfaug dieses Ai-tikels gemachten Ausfuhrungen, die Werte der Funktionen 
u, V in je zwei entspreehenden Begrenzungspunkten m der Weise verknupft, daB 


(S) 


langs a,[u^ = 
langs 6, {«■*■ = 
langs = 


langs Cy[u'^ = 
langs la[u'^ = 


u , 


O' -h , ' 


+ /f, , 

V'^ = 

'O' -V ^'v. 

1=1,2, ,)), 

u~, 


'O', 


+ CCy , 


A,v'\-a,, 


+ 

1 


B,V' + fy. 

» = + , p , 

W', 


'o'-^rl, . 


VT , 


V , } 0-1,3, 


ist, wobei fhr v==p + l,p + 2, ,p die Relationen: 

(S' ) (1-B,) «: - (1 is; = 0 , (1 - j5,) - (1 -A) = y: , 


v=p 





bestehen, die •'= 1 , 2 , ,)>, irgend welche Konstanten, die a',/?', r=))+i,t)+s, ,p, irgend 
welche den Bedmgungen (1-R,,)a(, - (l--d,)/9^, = 0, r=))+i,?+ 2 , ,p, beziehungsweise ge- 
nugende Konstantenpaare bedeuten Die QroBen a, /?' konnen daher auch, wie fur das 
Polgende geschehen soli, durch die Grleichungen . 


(K) 


0y-=Xy, ay = (l-A^Xy, ^y = {\~By)liy, 

v=l,9, rs=^ + l,iJ + a, ,p 


defimert werden, wenn man dabei unter * 2 , • • , Xp irgend welche Konstanten verstoht. 
Smd die Werte der GroBen x und damit auch die Werte der GroBen /?' festgologt, 
so 1 st dadurch, nach dem iin vorhergehenden Artikel Bemerkten, die Funktion u und 
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zugleich auch die Funktion r mit den ihr zukommenden Konstanten a", /5", y” roll- 
standig bestimmt Fur die weitere Untersuchung soil Xj, = 0 oder, was auf dasselbe 
binauskomnit, a'=0. = 0 gesetzt werden Fuhit man dann in die Clleichung -'Jj 
mit Hilfe der aus den Gleichungen ('K.) sich immittelbar ergebenden Gleicbungen. 

= X, , ~ (1 ~ ^t) ^1 J 

>’ = 1,2, ,t) > = }> + l,() + 2, ,p 


die zu den GroBen x konjugierten GroBen x ein, so erhalt man, wenn man noch be- 
acbtet, daB fur die Konstanten der hier vorliegenden Funktionen u, v die Eelationen 
a'=0, >= 1 , 2 , >=p-i,?+ 2 , ,j>, bestehen. und daB 3e^=0 ge- 

setzt wurde, die Gleichung* 


ft) 


v-p 


1 =p — l 


cxcy^ a'x, + ^ y'x^ 

1 = 1 


Man bestimme nun — 1, mit zu bezeicbnende, spezielle Funktionen n, 

und zwar u^= + u'-^h , s=i, 2 , ,p-i, dadurcb, daB man, unter d,,, eine GioBe, die fur 

v = Q den Wert 1, fur den Wert 0 besitzt, verstebend, fur »/ = 1, 2, • , 3c,= 

setzt, und bezeicbne die zu der Funktion gehorige Funktion v mit v^, die dieser 
letzteren zukommenden Konstanten mit o:” , , >= 1 . 2 , ,p. Die Werte der Funktionen 
u^, fur die Begrenzung von T" sind dann in der Weise verknupft, daB 


langs m", = v- + a" , , ' 

langs&4%+= v' + ■ 

langs c,{w+= U-, vj, 

langs A , + (1 -A ^) = A,v- -h a"^ , ' 

langs = B^u- -H (1— , v+ = B^vj -b ■ 
langs c,{w+= U-, + 

langs U-, vj, } 

1 st, wobei fur V = p + 1, p + 2, •, i?, die Eelationen 

r = p) + l 


7 ~lj 2 j 




(7 = 1,2, ,a, 


besteben. Bildet man alsdann aus den Funktionen Hilfe der bei 

der allgememen Funktion u vorkommenden nocb unbestimmten GroBen x^, x^, • • • , Xp_i 
die Funktion XiUy + so stimmt diese letztere mit der aufgestellten 
Funktion V/ nicbt nur in den allgemeinen Eigenscbaften bberein, sondem besitzt aucb 
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die bei dei Fuiiktion (( auftretenclen Konstanten A, B, d, // und ist daher nacli fruher 
Bevviesenem mit ihr ideutisch Es besteht also die Gleicbung ■ 


U = ZyUi + y.2ll2+ ■ 


und zugleich, infolge der Delinition dei zu einer Fmiktion u geliorigen Funktion v, 
auch die Gleichung: 


Auf Grund dieser letzten Gleicbung ergeben sich dann zwischen den Konstanten a", /i',', 
der Funktion v und den entsprechenden Konstanten der Funktionen ■^1,^2, , die 

Relationen ; 


q-p-1 

CC^, i> 3 

^ = 1 


Q = 1 


()=p-l 


1—1 5 

* — J. 3 -•} 


1 = 1 , 2 , ,p 


r = ^3 + l,^ + 2, , 2 ? 


welcbe die Grofien cs", /i", 7'' als lineare Funktionen der GroBen darstellen, 

da die GroBen a",, /?",, y", von den % unabhangig sind. 

Man betracbte jetzt das System der jp — 1 unter den vorstehenden Eelationen 
enthaltenen, in bezug auf die noch unbestimmten GroBen x^, , linearen 

Gleichungen : 


a"fX2+ a2pX2+ + S ^ 

Yt.p+i^i "b 72 ,p+i’^ 3+ "b Yjj-i,p+i^j>-i'^ Yp+i ’ 

yL~i^i + rL-1^2 + ■ + Yp-i.p-i^p-i = Yp -1 • 

Die Determinante A=^±o:ii Yp-up-i Gleichungensysteins hat 

einen von Null verschiedenen Wert. Zum Beweise dieser Behauptung nehme man an, daB A 
den Wert Null besitze Unter dieser Annabme lassen sich, nach bekanntem Satze der 
Determinantentheorie, die p — 1 GroBen x, auch wenn man das Wertesystem x^ -- 0, 
X2 = 0 , , Xp_i =0 ausschlieBt, so bestimmen, daB al= 0 , , ccj,' = 0 , > Yp-i’^^ 

vrird. Die den so bestimmten GroBen x entsprechende Funktion u hat dann, wie eiu 
Blick auf die oben aufgestellte Gleicbung (J^ ), deren rechte Seite fur % = 0 , • , 
/t+i== 0 , , y^_i =0 verschwindet, zeigt, in der ganzen Flache T” denselben Wert, und 

zwar den Wert Null, da langs ap{u'^ = ApU~, langs \{u+==Bj,u- 1st und zudem die OrbBen 
Ap, Bp nicht beide den Wert 1 besitzen. Dieses aber 1st, me die Gleichungen (S.) zeigon, 
nur moglich, wenn die der Funktion u zukommenden Konstanten a, /?' oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, die eben bestimmten, mit den Konstanten durch die 

Gleichungen (K.) verkntpften GroBen Xj, Xj, •• , Xj,_i samtlich den Wert Null besitzen, 
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wahrend doch soeben bei der Bestimmung der UioCen z das Weitesystem = x, = (K 
• >5fp-i = 0 ausgeschlossen wurde Die Detenumante A des aiifge&tellten Gleichungen- 
sjstems kann also, da die Annahme A = 0 auf einen Widerspruch gefnhrt bat, nur einen 
von Null verscbiedenen Wert besitzen Hat aber, wie jetzt feststeht, die Deteimmante A 
einen von Null verscbiedenen Weii, so lassen sicb die GioBen x^, x^. , oder, was 

dasselbe, die mit ihnen durcb die Gleicbungen (K) veiknupften Clrofien a',;/ stets und 
nur auf eine Weise so bestimnien, claB die GroBen a", • , a^, , y"_i vorgegebeue 

Werte annebmen, also aucb so, claB fm* ?/ = l,2, a'.'j = 9(, — fur v = :p + l, 

p + 2, viJ — 1 = und zugleicb clanii, wegen^^" = 0 und — 

Ypi = ©j,— wird. Damit ist aber fur den vorliegenden ersten Fall, wo die_p Faktoren- 
paare A, B nicbt samtlicb uneigentlicbe sind, der am Scblusse des vorbergebenden 
Artikels verlangte Nacbweis erbracbt, wenn man noch beacbtet, daB die Untersucbung 
ernes jeden der nocb ubrigen bierber gebongen speziellen Falle sicb vou der eben 
durcbgefobrten Untersucbung nur durcb die Bezeicbuung unterscbeiden wurde. 


Zweiter Fall. 


Die Faktorenpaare A, B sind samtlicb uneigentlicbe In diesem Falle sind, 
nacb den zu Anfang dieses Artikels gemachten Ausfubrungen, die Werte der Funktionen 
M, V in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten cP~ in der Weise verknupft, daB 

langs { vA = u~, v'^ = v~ A a" , 

(S ) 

langs c, ( = u~, = v~, 

langs = v'^ = v~, 0 = 1 , 2 , ,,, 

ist, wobei die ’•= 1 , 2 , ,p, irgend welcbe Konstanten bedeuten. Sind die Werte der Kon- 
stanten /3' festgelegt, so ist dadurcb, nacb dem im vorbergebenden Artikel Bemerkten, die 
Funktionw bis auf erne additive Konstante, dieFunktionv dagegen mit den ihr zukommenden 
Konstanten a, /?" vollstandig bestimmt. Zur vollstandigen Bestimmung der Funktion u 
moge nocb festgesetzt werden, daB sie ftr einen beliebig gewahlten Punkt S' der FlbiCbe T" 
den Wert Null besitze. Da bei der bier vorliegenden Funktion u die GroBen a'„ sbmt- 
licb den Wert Null besitzen, so tntt jetzt an Stelle der Gleicbung (J) die Gleicbung. 


ft) 



Ixdy 

V = 1 


Man bestimme nun p, mit u^, u^, zu bezeicbnende, spezieUe Funktionen u, 

und zwar ?=i. 2 , ,p, dadurcb, daB man, unter eine GrbBe, die fur 
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v = q clenWei-tl, fui denWeitO besitzt, veistehend, fur?/ = 1 , 2 , 

setzt und auBeidem noch der Funktion fui den vorhei gewahlten Punkt ^ den 
Wei-t Null zulegt, bezeichne auch die zu der Funktion it,^ gehonge Funktion v nut v^„ 
die dieser letzteren zukonimenden Konstanten mit a",, /i",, >=1.2. >p Die Werte der 
Funktionen u^, fur die Begrenzung von T" sind dann in der Weise verknupft, da 6 

langs a^{u^ = u~, = > 

langs {%+ = ?*“ + dp,,, = + ’’=1-2. .i>. 

langs c, { 

langs v^ = v~, '’=1.2. 

1st Bildet rnau alsdann aus den Funktionen Mj, , Up mit Hilfe der bei der 
allgemeinen Funktion u vorkommenden Konstanten /?' , ,p, die Funktion 

+ /^2«*2+ so stimmt diese letztere nut der aufgestellten Funktion u nicht 

nur in den allgemeinen Eigenschaften uberein, sondem besitzt auch die bei der Funktion % 
auftretenden Konstanten /i' und kann sich daher nach fnilier Bewiesenem von ihr nur 
durch eine additive Konstante unterscheiden. Diese Konstante mufi aber nut der Null 
zusammenfallen, da die Funktionen u, u^, , Up den gemachten Festsetzungen gemaB 

fur den vorher gewahlten Punkt $' samtlich den Wert Null besitzen Es besteht also 
die Gleichung: 

M = /?i Ml + 

und zugleich, infolge der Definition der zu einer Funktion w gehorigen Funktion v, 
auch die Gleichung: 

= +/iX. 

Auf Grund dieser letzten Gleichung ergeben sich dann zwischen den Konstanten a" / 3 " 
der Funktion v und den entspiechenden Konstanten der Funktionen v^, v^, ■ , Vp die 


Eelationen: 


e=i (>=i 


r-1,2, 


welche die GrofSen a',', / 3 '' als lineare Funktionen der GioBen //i, ? 0 'i> darstellen, 

da die GroBen a"„, von den /?' unabhangig sind. 

Ma,Ti betrachte jetzt das System der p unter den vorstehenden Eelationen ent- 
haltenen, in bezug auf die noch unbestimmten GroBen /?'j, 13 '^, , linearen Gleichungen: 


+ CCn^i + + “• J 

Oia/^i + + • + a'pi^p == 

dip^i + «2jj/5s + + “pfjdp = a' . 
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Die Determinante A = ^’+o:"ia 22 die&es Gleichungensy stems hat einen von Xull 

verschiedenen Wert. Zum Beweise dieser Behauptung nehme man an, daB A den Wei-t 
Null besitze. Dnter dieser Annahme lassen sich, nach bekanntem Satze der Determinanten- 
theorie, die p GroBen /ii, //,. • , /i^, auch wenn man das Wertesystem = 0, = 0, • , 

= 0 ausschlieBt, so bestimmen, daB = a 2 = 0, ,a^'=U wird. Die den so be- 

stimmten GroBen /i' entsprechende Funktion « hat dann, wie ein Blick auf die oben 
aufgestellte Gleichung deren rechte Seite fur a"=(), al'=0, ,«" = () verschwindet, 

zeigt, in der ganzen Flache T" denselben Wert, und zwar den Wert Null, da sie fur 
den Torher gewahlten Punkt ^ den Wert Null besitzt. Dieses aber ist, wie die 
Gleichungen (S) zeigen, nur mbglich, wenn die der Funktion u zukommenden Kon- 
stanten i3[, (3^, •, /5^ samtlich den Wert Null besitzen, wahi-end doch soeben bei der 

Bestimmung der GrdBen /?' das Wertesystem i3[ = 0, /J's = 0, • . = 0 ausgeschlossen 

wurde. Die Determinante A des aufgestellten Gleichungensy stems kann also, da die 
Annahme A = 0 auf einen Widerspruch gefuhrt hat, nur einen von Null verschiedenen 
Wert besitzen. Hat aber, wie jetzt feststeht, die Determinante A einen von Null 
verschiedenen Wert, so lassen sich die GroBen /fj, /5'j, • , stets und nur auf eine 
Weise so bestimmen, daB die GroBen a'[, a'^, • , a' vorgegebene Werte annehmen, also 
auch so, daB fur y = l, 2, a'i = — wird Damit ist auch fur den zweiten 

Fall, wo die p Faktorenpaare A, B samtlich uneigentliche smd, der am Schlusse des 
vorigen Artikels verlangte Nachweis erbracht 


6 . 

Durch die Untersuchungen des vorhergehenden Artikels ist der am Ende des Art. 4 
verlangte Nachweis erbracht und damit gezeigt, daB zur Flache T" stets erne den samt- 
lichen in Art. 3 aufgestellten Bedingungen genugende komplexe Funktion W = 
des Punktes co, y gebildet werden kann. Eine weitere Frage ist jetzt die, ob die er- 
haltene Funktion TF" die einzige den aufgestellten Bedingungen genugende Funktion 
ist Um diese Frage zu entscheiden, nehme man an, daB eine zweite denselben Be- 
dingungen genugende Funktion W existiere. Bezeichnet man alsdann die Differenz der 
Funktionen W, W mit w, setzt also w = fr'—Wj so hat die so definierte Funktion 
wenn man ihr noch filr die Punkte die ihr fur diese Punkte zukommen- 

den Grenz werte als Werte zulegt, die folgenden Eigenschaften: 

I Die Funktion w ist fur jeden Punkt x, y der Flache T' einwertig und stetig, 
zudem sind ihre, mit W^, w~ zu bezeichnenden, Werte in je zwei entspreehenden Be- 
grenzungspunkten zu beiden Seiten eines der Schnitte a, I, c, I in der Weise 

verkmlpffc, daB 



m 


Sechstei Abschnitt 


langs a, ( 

Ungs h, ! «■+ = B, tr + /i, , ’’= -> >p< 

1 r + 

langs f , I ;r = u , 

langs ?„{«'+= iir, 0=1.2. ,». 

ist, wobei die Konstanten a^, (>=1.2, ,j>) der Bedingung (1 — — (1 — A,)^, = 0 oder 
der Bedingung a, = 0 genugen, je nachdem A,, B^ ein eigentliches oder ein uneigentliches 
Faktorenpaar 1st. 

n Die Derivierten als Grenzen der entsprechenden DilFerenzenquotieiiten 

definiert, existieren und siud stetig nicht nur fur jeden inneren Punkt x, y der Flache T", 
sondern auch noch fur jeden von den Punkten c^i, <^2, , verscbiedenen Begrenzungs- 

punkt, so bald man die Funktion iv uber ein diesen Begi enzungspunkt im Innern 
enthaltendes Stuck der Begreiizung von T" binuber den Gleichungen (S) entsprechend 
stetig fortsetzt, und es sind alsdann, ausscMieBlicb auf Grund ihrer Definition, die 
Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begreiizung spunkten cP~ 
in der Weise verknupft, dafi 


1 A div" 

5io+ 4 dw~ 

dy ~ dy ’ 


langs 

Sm'*' _ j> dw~ 
dy ~ gy ’ 

r = l,a, 

1 (dw^ dlBT 

langs 

II 

diB~ 

W’ 


1 T [dw^ dw'' 

langs W’ 

dio'^ 

TT ~~ 

W’ 



III Die Derivierten , erfuUen fur jeden Punkt oi, y der Flache T", fur den 
ihre Existenz soeben festgestellt wurde, also fur jeden nicht mit einem der Punkte 
c?i, zusammenfallenden Punkt die Qleichung = 

Infolge der genannten Eigenschaften besitzt das uber eine m der einfach zu- 
sammenhangenden Flache T" verlaufende, geschlosseue Kurve C erstreckte Integral 
Jliodx + widy) stets den Wert Null Man erhalt dementsprechend, unter a!, y' einen 

G 

im Innern von T" fest angenommenen Punkt, unter x, y emeu beliobigen Punkt der 
Flache T" verstehend, fur das vom Punkte aJ, y' bis zum Punkte x, y Uber cine in 'f" 

verlaufende Kurve erstreckte Integral ji^wdx+wttUi) stets denselben Wort, welche Kurve 

V,!.' 

man auch als Integrationsweg wahlen mag Es wird daher durch die Gleichung; 



Aufstellujig und Beweis des Fundament albatzes dei Theoiie 


1 i i 


i2(x, y) = / (« dx ^ Kidy), 

ar',y' 

unter Festhaltung der uber den Integrationsweg gemachten Voraussetzung, zur Flache T” 
erne einwertige und stetige Funktion D. des Punktes x, y geliefert, welcbe fur jeden 

inneren Punkt /•, y von T" stetige Denvierte — = u, = ^ = ^ = 

besitzt, aber aucb noch fixr jeden von den Punkten verscbiedenen Be- 

grenzungspunkt , sobald man die Funktion I2(x,y) uber em diesen Begrenzungs- 
punkt im Innern enthaltendes Stuck der Begrenzung von T" hinuber in der Weise 
stetig fortsetzt, daB man den Eudpunkt .i, y des Integrationsweges die Begrenzung 
uberscbreiten lafit und gleichzeitig das Integralelement icdx ividy oder, was dasselbe, 
die Funktion n uber die Begrenzung bmuber den Gleichungen (S.) entsprecbend stetig 
fortsetzt. Beachtet man nun nocb, daB die fur jeden von den Punkten 

verscbiedenen Punkt r, y vou T" bestehende Grleicbung = fur die genannten 
zweiten Derivierten die G-leicbung = 0 nacb sich zieht, so erkennt man, daB 

die Funktion £l(i, y) sicb fur jede ganz im Innern von T" liegende Kreisflacbe K wie 
eine Funktion von der in dem Satze I definierten Art verbalt, also fiir j'eden inneren 
Punkt r, y von K — wenn man mit a', a" die Mittelpunktskoordinaten, mit R den 
Eadius von K bezeichnet und unter r, t die durcb die G-leichungen x = a' + r cos f, 
y = a" + r sin t bestimmten Polarkoordmaten des Punktes x, y von K verstebt — als 
Funktion der Polarkoordinaten r, t durcb die Grleicbung: 

JJ* — 2iJrcos{i — gj)-)-r* 

dargestellt wird. Das G-esagte gilt aucb nocb fur eine Kreisflacbe K, deren Mittelpunkt 
ein von den Punkten cP^, , S', verscbiedener Punkt der Begrenzung "von T" ist, so- 

bald man in diesem Falle, bei binreicbend klein gewabltem Eadius B von K, die Funktion 
£l{x, y) fur den mit dem Mittelpunkte nicbt auf derselben Seite der Begrenzung gelegenen 
Teil von K durcb die oben bescbriebene stetige Fortsetzung definiert Aus der so ge- 
wonnenen Darstellung folgt nun weiter, daB die Funktion £l(x, y) nicbt nur fur jeden 
inneren Punkt x, y von T" , sondern aucb nocb, bei Hinzunabme ibrer stetigen Fort- 
setzung, fur jeden von den Punkten S'i, , S', verscbiedenen Begrenzungspunkt 

von T" stetige Derivierte nacb x und y von jeder Ordnung besitzt, und daB zugleicb 
die Werte dieser Derivierten von der Eeibenfolge der Derivationen unabbangig smd 
Auf Grund dieses Eesultates und der Gleicbung w = ergibt sicb nun scbieBlicb, daB 
die Funktion nicbt nur fur jeden mneren Punkt x, y von T” stetige zweite Derivierte: 
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Seelistei Abscliiutt 


dy'^ox 


d^ic _ ^ ^ 3°fl c^u _ d^Sl o-io 

~cx-~ cxdy cxcycx' dycx cydxcx’ cy‘ 

bssitzt, sondern auch noch. fur jeden von den Punkten c^ 2 ’ > verschiedenen 

Begrenzungspunkt, sobald man die Funktion £1 in der fruber angegebenen Weise oder, 
^^as dasselbe, die Funktion w den Gleicbungen (S) entsprecbend uber die Begrenzung 
binuber stetig fortsetzt, und dafi zudem zmscben diesen Denvierten fur jeden Punkt cc, y 
der Flacbe T", fur den ibre Bxistenz soeben festgestellt wurde, sowobl die Beziebung 
als aucb die aus dieser mit Hilfe der Gleicbung If = * sicb ergebende 

Beziebung S + = 0 kestebt. 

Man bilde jetzt, nacbdem man zuvor den reellen Teil der Funktion w mit w''^\ 
den lateralen Teil mit vPh bezeicbnet und dementsprecbend w = gesetzt bat, 

mit den ersten Deriviexten von das Integral* 




und debne es uber die Flacbe T" aus. Urn dasselbe auszuwerten, debne man das 
Integral zunacbst nur uber die scbon in Art. 5 benntzte, einen Teil der Flacbe T" bildende, 
Flacbe I* aus, bezeicbne den ibm dann zukommenden Wert mit 77^ sodaB also 






ist, und werte dieses letztere Integral unter Beniitzung der Figuren 17, 18 und untei* 
Wiederholung der zu Anfang des vorbergebenden Artikels angewandten ScbluBweison 
aus. Zu dem Ende bringe man die vorstebende Gleicbung, mit Hilfe der Relationen 


* ai 


dw 
dy ’ 


j. d w^^h) 

Z" " f ~ ■“ 

oy 


dw 
dx ’ 


in die Form* 



8 («>»> — 
dx 


dio 

dy 




und wende auf das jetzt vorbegende Integral, unter Beacbtung der vorber gewonnenon 
Beziebung = Verfabren der teilweisen Integration an. Man erbalt dann 

zunacbst die Gleichung: 


71*- ^ — — — dw~] 

” = 1 '[<,+ 6,^,0+] 

+ ^ dw''^ — i)“ dw ~ } + — iv^^h) dw , 

ff=i V-t- 0=1 i> 
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TVobei zur Abkurzung = — chr di(~ ^''^dj 

indem man beachtet, daB fur r = 1,2, ,p-. a = l,2 .,s 

lungs a, [(>! i('‘'/rdif~ 

langs d>f~ = tn’^' — dti~ 

langs Cy — du'^ = — td'hf dH'~ 

lungs l„ {{n'^' — dir'^ = (id'-’ - id^h'r d ir~ 


cy 


dy gesetzt ist, weiter. 


a, d ii", 

ldv\ 


ist, wobei, der im vo]*bergehenden Artikel eingefuhrten Bezeicbnung entsprechend, c,, /5,, 
die zu a,, i3, konjugierten GroBen bezeichnen, die Gleichung: 


(«» + /^> f + ":i' die; 

und schlieBlach, indem man die mit Hilfe der Relationen (S ) sicb ergebenden Gleicbungen: 

4 * 

fdtc+=^ - 10^^ = AyBy(l - By) + A , /?,„ 

+ 

fdiv+ = - A, B,{1- A,) 10^^ - Bytty 

benutzt und die aus der Relation (1 — R,)a, — (1 — X)/3, == 0 sicb ergebende Beziebung 
(1 — B^ dy~ (1 — Ay) ^y = 0 berucksicbtigt, die Gleichung : 

^ = A - Sy^,«y} + 2 - id^h) dlV. 

r = l a 

Beachtet man nun, daB die Funktion , als Funktion des in seiner Be- 

wegung auf die Flache K^, <!'=i,a, .s, beschrankten Punktes x, y betrachtet, eine Funktion 
von der im Satze III definierten Art, dagegen als Funktion des m seiner Bewegung 
auf die Flache K^, a=g+i,q+ 2 , beschrankten Punktes x, y betrachtet, erne Funktion 
von der im Satze I definierten Art ist, und daB infolgedessen das iu der letzten 
Gleichung hinter dem zweiten Summenzeichen stehende Integral fur a = 1, 2, , q mit 

unbegrenzt wachsendem fur a = g- + 1» S' + 2, , s mit unbegrenzt abnehmendem 

gegen Null konvergiert, wie sich nach Einfuhrung der zum Punkte x, y der Integrations- 
kurve hg gehbrigen Polarkoordmate t„ als Integrationsvariable ohne Muhe ergibt (vergl. 
S 169), so erkennt man, daB der Wert des uber die Flache I" ausgedehnten, zu Anfang 
dieser IJntersuchung gebildeten Integrals durch die auf der rechten Seite der letzten 

23 * 
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Sechstei Abschnitt 


Grleichung an erster Btelle stehencle Summe geliefert wire] Es besteht claher die 
Grleichiing 


// 1(^')’+ =i A - 1 


Der auf der rechten Seite der gewonneneu Gleichung hinter dem Summenzeiclien 
stehende Ausdruck hat infolge der Bedingungen, denen die Konstanten a, (i geniigen, 
fur jedes v aus der Eeihe 1, 2, ,p den Wert Null In dem Falle, wo dem Index v 
ein eigentliches Faktorenpaar At,, entspneht, die GroBen a,, (S, also der Gleichung 
(1 — E,,)a, — (1 — A,)/?, = 0, und entsprechend die GroBen a,„ jS, der Gleichung (1 — jB,)a, 
— (1 — 0 Oder, was dasselbe, der aus ihr durch Multiplikation mit — ent- 
stehenden Gleichung (l-E,)A.a, - =0 genugen, ergibt sich namlich aus 

der ersten und letzten der drei soeben angeschnebenen Gleichungen durch Elimination 
der GroBen — die Relation A,a,.i3, — B^^,.a, = 0, wahrend in dem Falle, 

wo dem Index v ein un eigentliches Faktorenpaar A,, B„ entspneht, also die GroBe «„ 
der Gleichung «, =0, und entsprechend die GroBe a„ der Gleichung «,, = () genugt, die 
Richtigkeit der aufgestellten Behauptung unmittelbar einleuchtet 

Nachdem so der Wert des uber die Plache T" ausgedehnten Integrals als mit 
der Null identisch erkannt ist, ergibt sich durch direkte Betrachtung dieses Integials, 

daB die GroBen jedenfalls ftir jeden von den Punkten <^j, 

verschiedenen Punkt der Plache T" den Wert Null besitzen, und daB daher die 
Punktion w = + vP'h in der ganzen Plache T" einen konstanten, mit c zu bezeichnen- 
den, Wert hat 

Aus dem gewonnenen Resultate folgt nun, daB die Funktionen W, W, deren 
Differenz zu Anfang dieses Artikels mit w bezeichnet wurde, durch die Gleichung W'~ W=- c 
verknupft smd. Existiert also auBer der Punktion W eine zweite Punktion W, welcho 
den samthchen in Art. 3 fur W aufgestellten Bedingungen gentigt, so kann sich diese 
Punktion W von der Punktion W nur um erne additive Konstante unterscheiden. 
Andererseits genugt aher auch die aus W durch Addition einer beliebigen Konstantc'ii 0 
entstehende Summe W+ G, als Punktion des Punktes x, y von T" Iietrachtet, den sanit- 
lichen in Art. 3 furW aufgestellten Bedingungen, denn sie stimmt mit der Punktion W in den 
allgemeinen Eigenschaften sowie m deii Konstanten A, B, (£, S uberein und unterscheidet 
sich in bezug auf die Konstanten 21,33, da langs a,{(TP+ 6y=rt,(TP'-l- C')"+2l, + (l--rt,,)6'', 
langs 6,,{(W+ 0)+== J5,,(Tr+ C)“+ S3,,-l-(l— -B,.) C' ist, von ihr nur dadurch, daB fur jedo 
Zahl V aus der Reihe 1,2, , p, fur welche A,„ B^ ein eigentliches Paktoienpaar 

ist, an Stelle der zugehongen, bei der Problemstellung nicht vorgegebenen Konstanten 
21,,, 95, die Konstanten 21, + (1— 95, + (1 — jB,,) (7 auffcreten. Man erkennt daher 
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schlieBlich , dafi die zu Anfang des Aid;. 3 verlangte Funktion TF durch. die fur sie 
aufgestellten Bedingungen nur bis auf erne additive Konstante bestinimt ist, und 
daB die allgemeinste den genannten Bedingungen genugende Funktion erhalten vrird, 
wenn man zu der in den Artikeln 4, 5 gewonnenen Funktion TT' eine willkiiiliche 
Konstante C addiert. 


7 . 

Die in den Artikeln 4, 5 gewonuene, einuertige Funktion TF= U des 
Punktes x, y von T" ist, da sie den samtlichen zu Anfang des Art. 3 aufgestellten Be- 
dingungen genugt, eine Funktion der komplexen Veranderlicben 2. die sicb fur das 
Gebiet irgend eines von den Punkten veischiedenen Punktes 2 = a von T", 

mag derselbe im Innem oder auf der Begrenzung von T" liegen, durch eine Eeihe von 
der Form’ 

Co + Cl -h 63 {2— (if + + C„ {2-af 4 - • • 

darstellen lafit, wobei die c von 2 unabhangige GroBen bezeichnen; die sich dagegen 
f&r das Gebiet des Punktes ( 0 = 1 , 2 , ,•.) durch eine Eeihe von der Form: 




+ Coo + C,ji^a + + 


+ C<raC + • 


darstellen laBt, wobei fur a = 1, 2 , , q z fwc a = q + 1, q + 2, , s 2 „==( 2 —a„)''’ 

ist, die vorkommenden Potenzen ebenso wie der Logarithmus den in Art 1 gemachten 
Festsetzungen entsprechend zu interpretieren sind, und die c von 2 unabhangige GroBen 
bezeichnen. 

Die Eichtigkeit der aufgestellten Behauptung ergibt sich im vorhegenden FaEe 
unmittelbar aus den in den Artikeln 4, 5, 6, 7 des dritten Abschnittes durchgeftihrten 
Untersuchungen, wenn man die Bigenschaften der zur BEdung der Funktion W = U + Vi 

benutzten Funktion U und den durch die Gleichungen ~ gp j charakteri- 

sierten Zusammenhang der Funktionen TJ, V beachtet. Dabei ist der Begnfif des zu 
einem Punkte von T" gehorigen Gebietes in folgender Weise zu definieren Liegt ein 
von den Punkten <^ 2 , , aP, verschiedener Punkt der'Flache T” vor, so grenze man 

zu ihm als Mittelpunkt diejemge Kreisflache ab, welche auf ihrer Peripherie wenigstens 
einen, in ihrem Innem aber keinen der Punkte <^j+i, <^,+ 2 , , enthalt; liegt anderer- 
seits ein Punkt vor, so grenze man zu ihm fur a = 1, 2, •, q diejenige, den Punkt S'a 
enthaltende, Vg- blattrige Kreisergknzungsflache ab, welche auf ihrer Peripherie wenigstens 
einen, in ihrem Innem aber keinen der Punkte <^j+i, ^j+ 2 , , enthalt, fur u = j -f 1, 

2-1-2, ,s dagegen diejenige den Punkt als Mittelpunkt besitzende, blattrige 



182 


Sechstei Abschmtt 


Kreisfiache, welche auf ihrer Peiipheiie wenigstens einen, m ihiem Tnnern aber auBer 
dem Punkte keinen weiteien dei Punkte enthalt Untei dem 

Gebiete irgend eines Punktes iT der Plache I" soli dann die Gesamtheit dei Punkte 
verstandeii weiden, welcke ini Innem der zum Punkte c/’ in soeben angegebener Weise 
abgegrenzten Plache liegen und zudem von dem Punkte aus auf einem ganz im 
Innem der betreffenden Flache verlaufenden und die Begrenzung von T" nicht schneiden- 
den Wege erreicht werden konnen Die genannte, zu dem Punkte abgegrenzte 
Plache bildet zugleich den Konvergenzbereich fur die oben dem Punkte zugeordnete 
Reihe, und die durch diese Eeihe fur den Pall, dafi das Gebiet des Punktes nur einen 
Tell des Konvergenzbereiches ausmacht, bestimmte stetige Portsetzung der Punkkon W 
uber das Gebiet des Punktes hmaus in die mcht dem Gebiete angehorenden Teile 
des Konvergenzbereiches deckt sich'mit den den Gleichungen (S) entsprechenden stetigen 
Portsetzungen der Punktion TK uber das Gebiet hinaus oder, was dasselbe, uber die 
Begrenzung von T" hinuber. 

Unter Beachtung des Vorstehenden lassen sich jetzt die samtlichen in diesem 
Abschmtt erhaltenen Eesultate zusammenfassen in den folgenden, alle weiteren Unter- 
suchungen beherrschenden 


Fundamentalsatz. 

„Die uber dei Z-Ebene ausgebreitete, (2jp+iyfach msammenlumgende, n-blatfrtge Fhche T 
sei vn der ni Ait 1 imgegebenen Wetse dwell E^nfuJl)ung d&r Sclinitfe a,,, h,,, c,,, w die 

eutfcicli zusuMWienluingende Floiche T' wnd wetter dcinn, ncicJi Miarhuirwig da Fwikfe e/i, d , di,, 
durch Emfuhrwig der Schmtte l„, o=u^, ^n die anfach zusammenhmgende Flache T" 
verwandelt. J^o/n ordne den Schnitten <Xy, by, >p, 2_p Konsfo/nten A^, Fy, ’'= 11 2 , ,p, 

die samtlicli den Modul 1 besitzen, zu und nenne A,,, B,. eiti dgenthches oder cm uneigait- 
Uches FaMorenpaur , je nachdein die Gro/Seu A,, B, uicht hade oder beide den TVat 1 he- 
sitzen, verstehe alsdam unta 2^, 2^, , 2„„^, '>= 1 . 2 . behebig votgegehaie oda mi 

JRahmen der Bedmgung ^ 2^=0 vorgegebene Konstmten, je nachdem die p FaUorenpuau A , B 

<T = 1 

mcht samtlich odet samthch unagenfUche and, und ordne dem FunMe cP,, die FunUion 




~ 4 - iT 

zu, wohei fur a -= 1,2, ,gz„—z ", /wr u = 9 ; + 1 , g + 2 , ■, s z^-- (z~af) isf, wnd die 
vorliOinmenden Potenzen ebenso wie der LogantJmus den m Art. 1 gemacJiten FeHtseizwngeu 
entsprecJiend zu mterprekeren sind, ordne ferner den p Faktorenpaaren Ay, B,,, »'-*i. 2 , ,p, 
p Konstemten ^y, »= i . 2 , ,p, zu, die so gewahlt serni, da^ die zu unezgentlichen FaUoren- 
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paaien geliotigen Gto^en 6 samthch nut dn Null zusantmenfitUpn, die zu eigenthchen Faktoren- 
paaten geliongeu G)oj3en dagegen mit den scJtoii genaldten Gio/Seii 2 duieJt die Bezieliimg 


Tr=P (7 = 3 

^2,= U verKniqjft (ndue ttuJhdi noclt jedem UNeiqeNthtlien Falcto}tn- 

\=1 

pacue A,, B, eine heltebui ungenommene Konstante 9t, zu. 

Es exi&hett dann zvu Flailte T" lume) etue Funliion TT def, Funlfes z, uelche 
die folgenden Eigemcliaften lesitzt- 

I. Die I'unliion W ist fnt jeden nichf nut eniem de> Piinlde zu- 

saninienfcdlenden PunM z der Fldche T", einolei cdso, ob detselle ini Inneni odei auf der 
Begtenzung von T" liegt, einweitig und stetig Fut den PunM (<t=i, 2 , ,<■) dagegen u-iid 
sie tn deiseJben JVeise unstetig, me die dem Punlte ziigeoidnete FimMion fgiz^, sodap also 
die Bifferenz. 


ir-(. 


S<,ln 


+ 


02 


^<n . 

I 

«« S„ 


+ +• 


/ 


fio den PiinJif stetig Meibt. Zudem sind due Weite in je zieei entsjgi eclienden Begienziings- 
piuiMen in der Weise veilmijpft, da/3 


langs a, { TF+ = A^ W~ + , 

langs&,{Tr+=5,T^’'- + a, 

langs c,{TT"+= 

langs { W'^ = W~ + 271 i2„ , 


ist, ^v(d)ei d'le 3^ + s Konstanten 31, 2 nut den 2jj Konstanten A, B dwell die, nacli 

fridierem fm das ZMsamnenbestehen det Glenclmngen (S) notivendigen, _^ + 1 Belationen: 

^ + 27r^ ^2<,= 0 

r=l 0=1 

verbmden sind, und die au^et den vorgegeben&n Konstemten noch vorhomnienden Graven, also 
die p Gro^en 35 some die zu eigentliclien Faktoi enpaaren A, B gelwrigen GroPen SI, als 
Konstanten, die nicht votgegeben werden hmnen, anzusehen sind 

IL Bie Benvierte definiert als Grenze des Bifferenzenquotienten fur 

\voa.Jz = 0, existiert, besztzt, ime Jz auch gegen Null honvergmen mag, imme) denselhen 
Wert imd ist stetig nicht nur fur geden inmren PunM z der Flache T", sondem auch 
noch fur geden von den Punkten S't, 0*^, , 0, verschiedenen Begrenzungspunkt, sdbald 

man zum Zweeke der Bildung von die Funktion W uber em diesen Begrenzungspunkt 


(S'.) 
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im hnient entluiUendes Stud de> Begiemimg ion T" Innuhei den Gletchungen (S) 
enfsjj) etliend sMuf foitsetzt, imd es sind alsdann, aussdhe^hcli auf G) imd due) JDefimtion, 

die Weite det Be) me) ten ^ m ye zicei enfsp)echenden Beg) enzwigspwdden m det 


Weise mlnitpft, dafi 


lAngs a,[-^ = A 
liings h, = B, 


dW- 
dz ’ 

dW- 
dz ’ 


r = l, 2 , ,p, 


togsc,|ig:- 

langsJ.jiif- 


dW- 
dz ’ 

dW- 
dz ’ 






Bie ecus de) FunMion TF’" dwell Addztion euiet lotlllw'hclien Kondanten C ent- 
stehende FunUion W G hesitzt ehenfaUs die genannten Etgenschaften und isf zuqleich du' 
allgemeinste deimhge FmiMion 

Fine die genannten Eigenstliaften hesztzende Funhtion des Funltes z von T” tst 
%mme) aticli eine Fmiltion de) komplexen Veta))derhchen z und lafit sicli dementsp)ecliend fu) 
das Gdnet ugend eznes von den Pimlten F'l, versclnedenen Funktes z = a durch 

ewe BeiJie von dei Fodiv 


Co + Cl (a-a) + Cs (z-af + • + c„ (z-a)" + ■ 

darstellen, wohei die c von z un(d)lia)igige Chosen hezeielmen, fw das Gehiet des Funktes cP„ 
(0=1,2, ,0 dagege)z dwell erne Bailie von dei Form 


S I ] , ®oi , ®as , 

^ In — H + — + 

g„ s„ 


+ ^oO + + Cai^a + ■ + C,j„Za + 


tvohei, loie selion hemei'kf ww'de, fur a = 1,2, f><> o = (j + l,<j + 2,- ,.s 

X 

z„==[z—af)'’ ist, und die e van z unabliangige Gi'o/3en hezeielmen 

In dem hesondei'en Falle, wo die au^er den p FaMoi enpaaren A, B noeli voigegehenen 
Konstanten, also die Giofien fi, (S und die zu wneigenthelien Faktoi enpaai en A, B gcliongen 
Graven St, samthch den Wert Null hesitzen, wird dwell eine irdlkinUelte Konstante () die 
allgemeinste, die genannten EigenscJiaften hesitzende Funktion )ep)ase)itie)f“ 



Siebenter Abscbnitt. 

Anfstellnng der allgemeinen Fandamentalformel. 



Man verstehe unter A^, A^, B^, ; A^, B^ und B^, A^, B^, A^, B^ 

zwei Sjsteme von je 2 jj den Modul 1 iDesitzenden GroBen, welche durch die 2 p Kelationen 
A,A, = 1, B,B^=-1, >=1,2, ,i), verknupffc sind, unter TT^= Tr(^'), Tr= Tr(^’) irgend zwei 
Funktionen der komplexen Verandeiiichen ^ von der im Fundamentalsatz beschriebenen 
Art, von denen die erste die QroBenpaare A,, B^, »=i,2, ,p, die zweite die jiGrOBen- 
paaie A,, B^, >=i,2, als Faktorenpaare besitzt. Das Veibalten dieser Funktionen 

TT'", D’'fur den Punkt (0=1,2, ,») sei charaktensiert durcb die Funktionen 


= Sffbi — H — ^ + — + 

gg 

fa{^^ 1 — r + 

®<r Zg 


+ ■ 


sodaB fur das Gebiet dieses Punktes die Darstellungen: 


(P) 


W (d) = Y — — + -r + • + -f 


+ 1 --T‘+* H ^ + ^01^0 + Ca 2 ^(T + •• + <^an^a + ■ "- 


_X 1. 

besteben, wobei fur a = 1 , 2 ,- ,2 ^0=0 ", fur a = g + 1 , 2 + 2 , ■ ,s Za={0—a„) ist, 
die c, c von z unabbangige GroBen bezeicbnen, und die Konstanten S, S teilweise oder 
aucb samtbcb den Wert ITull besitzen konnen. Was die bnearen Gleicbungen betrrfft, 
welcbe das Verbalten der Funktionen W, W langs der Begrenzung von T" cbarakteri- 
sieren, so sei die Bezeicbnung fur die dann auBer den Konstanten A, B, £, A, B, 2 
nocb vorkommenden Konstanten, entsprecbend der im Fundamentalsatz angewandten 
Bezeicbnung, so gewablt, daB 

P-R, I 


24 
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Siebenter Abschmtt 


kngH a. ( W- = A,. W-+U,, TF^ = A, W'- + %> 

langs &. { TF- = TF" + 35. , If+ = 5, ^- + , 

(SJ ^ 

langs f, { ^ + (S:, , TF+ = TF" + ©„ , 

langs Z„{F'"+= JF- + 2m2.„ tF+= tP"-+27i«S„, 
ist. Dabei bestehen zwischen den Konstauten die Beziehungen: 

(S .) V=p (r = Ji 1 =P — (T = & _ 

^e.+ 27r4^S,= 0, ^ &,. + 2m^2„-0 


»=1,2, ,p, 


(T= 1, 2, , i, 


t=l,2, ,p, 


Die m den Gleicbungen (E) und (S.) auftretenden Konstanten der Funktionen 

TF, TF Sind durcb erne eigentumlicbe Eelation verknupft Diese Eelation soil jetzt ab- 

geleitet werden Zu dem Ende beacbte man, daB das nber die Begrenzung 9fi der 

scbon m Art. 5 des sechsten Abschnittes benutzten einfach zusanimenbangenden Flaclie T‘ 

+ 

in positiver Kichtung erstreckte Integral / den Weit Null besitzt, da die unter 

® _ 

/7‘rn' 

dem Integralzeicben stebende Funktion der komplexeii Veranderlichen fur jeden 

Punkt der Flacbe T** einwertig und stetig ist, und daB daher die Gleichung 


+ 



TF^J. = 0 


besteht. Zerlegt man nun das auf der linken Seite dieser Gleichung stebende Integral 
in die den einzelnen Stucken der Begrenzung 9fl entsprecbenden Teile und bezeichnet 
den Komplex der auf die Scbmtte a, b, c, I' sicb beziehendcn Integrals, nachdein man 
zuvor nocb bei jedem dieser Scbmtte die auf die positive und die auf die negative Seito 
desselben sicb beziebenden Integrals in der in dem eben genannten Artikel bescbnebenen 
Weise vereinigt bat, mit den Komplex dei auf die Kreislimen 1c' sicb beziebenden 
Integrals mit J^, so kann man die vorstehende Gleicbung durcb die Gleicbungen 


j;+j3=o, 


-2 f { W^dW^ - W-d W- 



W^dW^ -W-dW-], 



WdW 


ersetzen, und man erbalt dann die erwabnte Eelation, indem man die einzelnen Inte- 
grationen ausfuhrt und die so fur J^, sicb ergebenden Ausdrucke in die Gleicbung 
= 0 eintragt. 
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Um die mit bezeichnete Integralsumme, bei der dW^ dW~ = '^^^dz 

ist, auszuwerten, beacbte man, dafi fur r = l,2, ,j>, <t = 1,2. ,s 

langs a, [ W^dW^ = W-dW- - U,dW~, 
langs I, { TF-dTf-"= Tr-r/TT- -r S3»dTf % 
langs c, { TF+f7Tf+= TT'-dTT'"--h e.dTf +, 
langsZ^J W*dW*=W-dW- + 2rr^S,/^T^" 

ist, und reduziere mit Hilfe dieser Relationen die zwischen den gesch\veiften Edauimem 
stehenden Ausdmcke. Man erbalt dann fur zunachst die Grleichung: 

-2 { 3t,/ TF+ + SB,/ 1 + (S .,/ 1 If + } + 271 

V V V Vg. 

und schliefilicb, indem man die mit Hilfe der Eelationen (S) sich ergebenden Gleicbungen: 


f dW*-W>, -TF,,- 


fdW * - W„ -W,, — AB BM. , 


•f 

fdW*~W,,„- W.- W^--2m{\+\„+ +SJ - W^, 


— bei denen den der Lime und der negativen Seite 
des Schnittes den der Lime A”'_^ und der positiven 

Seite des Schnittes gemeinsam angehorigen Punkt der 
Begrenzung 9^ von T* bezeichnet (s Fig. 19), und die fur 
i/=p, a = s auffcretenden Zeichen fp+i, als gleichbedeutend 
mit den Zeichen fi beziehungsweise anzusehen smd — 
benutzt und die unter (S' ) stehenden Eelationen: 

(1-E,) SI, - (1- A) 35, = (S„ 5'’®. + = 0 

(7 = 1 



beriicksichtigt, die GHeicliuiig. 


PjIT 19 
24' 
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Siebentei Absthnitt 


+ +^©..(ei+<52+ +©,) 

>=1 '=1 

+ ^yo ' 2''»+ + 1 + 4- S J — 271 W „ . 


= 1 


Um die mit bezeichnete Integralsumme, bei der dTF=— ist, auszuwerten, 

beachte man, daB die samtlichen Punkte der Ki-eislime C dem Gebiete des Punktes 
angehoren, und daB daher fur jeden Punkt der von bis ii„ sich erstieckenden 
Integrationskurve A' die aus den za Anfang dieses Artikels angeschriebenen GHeichungen (R ) 
folgenden GHeichungen: 


£„ In ^ = — + ^ + + + c„,0! -f- 


dW ^ai 2—^ 

dZa 4 4 


~ “::■+! 4" Cal 4" 2Co2^ff4- ^Cg^Sa 4- 


besteken, bilde alsdann anf Grand dieser Gleichungen durch Multiplikation der auf 
ihren rechten Seiten stehenden Reiken die Gleichung; 


( T> — S„ In — I — \ — — 4- 4 SM:T"r ~ 4- clgo 4- <-l'ai^a 4- (^as^ir 4- 

' *0' dz„ z„ z„ s„ ® 


SR, 

z] 




bei der speziell: 




So^oO 4 ",^'/^(S(j^C5^ ^ofiCafi) 


f, = l 


ist, multipliziere sie mit dzg-==^dz und integnere uber die Kurve 74 vom Punkte itio 
bis zum Punkte n<,. Man erhalt dann, mdem man beacbtet, daB fur jede von — 1 ver- 

schiedene ganze Zahl w 1 st, daB dagegen J' iSg^d0g= — 2m 1 st, die Gleichung. 


T* ^ 


und welter aus dieser die Gleichung: 

(1.) f WdW~sJln{j-y^J>.-2nm„- 

Tcq Xtf 

Auf das rechts stehende Integral wende man nun das Verfahren der teilweisen Integration 
an Es ergibt sich dann, wenn man noch die Differenz A’,^— der Werte, die einer 
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Funktion F von z in den Punkten und ni„ zukonimen, nut iFr" bezeiclinet, die 
Grleicliung. 



und e& ist jetzt nock das aufjdirer rechten Seite stehende Integral auszuweiten Nun 
erhalt man aber, wenn man TP durch die unter ('E) angescbriebene, die Funktion IT 

fur jeden Punkt der Integiationskurve l'„ darstellende Eeibe ersetzt und die Integration 

+ 

unter Beachtung des oben uber das Integral zldz^ Bemerkten ausfnhrt, die Gleichung: 



_ -L 0 0 
2 



2 v-a 
ntg - 


-27ii2J„o 


Addiert man jetzt die Gleicbungen fl.), (2), (3), so erhalt man die Gleichung 
(4 ) / H'rf TT - 2, 1 In (i) TtI:; - i £,S, I (to l:; - 2« (2.C..+ SK,.) 


nnd schliefilich, indem man die ersten beiden auf ihrer rechten Seite stehenden Aus- 
drucke mit Hilfe der Eelationen, 




reduziert und durch den ihm entsprechenden schon fruher aufgestellten Ausdruck 
ersetzt, die Gleichung. 


, __ = w j 

WdJF= 27ii2„W„^- 2jt*(S,c„o-S„c„o) - 

^fT 


Damit ist aber auch ausgewertet, denn man erhalt durch Addition der s aus der 
letzten Gleichung fur a = 1, 2, , s hervorgehenden Gleichungen unmittelbar. 


ii=s 0 =S (7 = 3 0 = S /i(=m(j 

Js = 2?ri^ 2jri^ (S<,c^o- S^e^o) - 27r«^ ^ fi 

0 = 1 0 = 1 0 = 1 0=1 ^ = 1 

Die so ftr gewonnenen Ausdrucke trage man nun in die Gleichung 

J^ = 0 ein Man erhalt dann die zu Anfang dieses Artikels erwklmte, zwischen 
den Konstanten der Funktionen W, W bestehende Eelation dargestellt durch die folgende 
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Siebentei Absehmtt 


fF.) 


Fniulameiitalformel. 

f Wrl W-^y [ A, %, ^ - 5. 33, 1 - a, ^ - 1,) G. } G, -t€,) 

k ■=' ’=' 

fj-1 a = l 

fr = S __ flr = 5/z=77l<r 

- 2m^(2aC„o- 2„c„a)-2m^ 


ff = l 


2. 

Der auf cler rechten Seite cler soeben gewonnenen Formel hinter dem ersten 
Summenzeicben stehende, dem Index v entsprecbende Ausdruck. 

= 1, - (A + %) (5,. 

reduziert sicb in dem Falle, wo A,, ein uneigentlicbes Faktorenpaar, also A^=l, 
l und folglich (§^, = 0 ist, anf den einfacberen Ansdruck 3t,,35» — 33„2I,,. In dem 
Falle dagegen, wo A,, B, ein eigenthches Faktorenpaar ist, kann dem in Eede stehenden 
Ansdruck auf folgende Weise eine fdr die spatere Verweudung der Formel geeignetere 
Gestalt gegeben werden 

Man beachte, daB in dem Falle, wo AL,,, B, ein eigenthches Faktorenpaar ist, 
also A,, By mcht beide den Wert 1 besitzen, die GroBenpaare 91,, 33v; 91,, 33, mit den 
GroBen G,„ ©, beziehungsweise durch die im vorhergehenden Artikel unter (S'.) auf- 
gefuhrten Gleichungen: 

(s;,.) (i-e,)9i.,-(i-^,)S3,=6;„ (i-.b,)C-(i-a)E=C 

verknupffc smd, und dafi ein jedes diesen Gleichungen genugende GroBensjstem 91,, 35„ 
9t„ 33,, wenn man unter By, By die im vorliegenden Falle stets von Null verschiedenen 
GroBen: 

By=2 — Ay—By, By=2—Ay—By 

versteht, m die durch die Gleichungen: 

a.- ^ + (t-A,)js:., a,- 

V JJy 

33,= - + (l-By)Ky, 

■*^v JJy 

bestimmte Form bei passender Wahl der Konstanten K,, Ky gebracht werden kann. 
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Fuhit man nun mit Hilfe dieser (ileichungen die Grufien A', A' in den mit 65, be- 
zeicbneten Ausdruck ein, so erhalt man 


j - S’ S' • 

und man gelangt so sclilieBlich, 'wenn man noch an Stelle dei* Konstanten A,, A”, neue 
Konstanten ft, . ft, vermittels der Gleichungen 


AA. 


einfCdntj zu der Gleichung: 


a;=^^{ 5, -^ft, 

2D,D, 


a=(s.ft.-6;.ft.-46;.l. 


Das so erbaltene Eesultat laBt sich nun m folgender TTeise aussprecben: 

..Bringt man in dem Falle, no A,., B, ein e/genthclies FaKforenjjaat ist, die den 
Bedingungeu (S'.) genugenden Graven 3(,, in die dutch die Gleichungen. 




S', + (1 ~ A,') ft, , 
C + (1--B,)ft, 


iestimmte Form und fuhrt dtese Ausdriicke in den ersten mit 65, hezeichneten Ausdruck ein, 
so erhalt man die Ol&icimng: 

- BM. - (AE+O®.. = Cft, - Aft. - 1- A A." 


3. 

Die in der Fundamentalformel vorkommenden, zu der Zahl a gehorigen Kon- 
stanten c„o, Cai. • , Oao, c„i, • , troten ihrer Definition gemaB als Koeffizienten 
von Potenzreiben auf; es bestehen namhcb auf Grund der Gleichungen (E.) des Art 1 
fur einen beliebigen dem Gebiet des Punktes angehorigen Punkt ^ die Darstellungen: 


i?,(9-Tr®-(2,ini+^+^ + 

\ bff b(f 


+ 7^) = ^ao + <^al^a + + 

0(7 ' 


7 


-.-L 

wobei fiir a = l, 2, • ,g ta = t 3,lso o = gi-l, 2 + 2, 
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ly:^ 


ulsu ^ = uud uuch fluherem der Fall nitht ausge&chlossen ist, daB die GroBen 

£, S teihveise udei uuch samthcli den Wert Xull besitzen Infolgedessen kann man 
die Konstanten t,,.,. ..>u, duich die Werte, -n-elche die nach genommenen Deimerten 

del yorher tur einen beliebigen dem Gebiet des Punktesc/J, angehoiigen Puiikt ^ defiiiierten 
Funktioiien lur den Punkt c/1 oder, was dasselbe, t‘ui besitzen, aus- 

diucken. Es ergibt sicb namlich uumittelbai- 


1 , d“F„‘;, \ - _ 1 f d'‘F„ip \ 0 = 1 . 2 , ,,, 

^an [ J^ii j ’ it' \ J ’ 3, , 

wobei der angebangte Index 0 andeuten soil, daB der Grenzwert der zwischen den runden 
Klammem stebenden Denvierten fur lim to = 0 ^lu nebmen ist Unteiscbeidet man 
jetzt den Fall, wo a erne Zabl aus der Eeibe 1, 2, ■ , q ist, von dem Fall, wo a erne 
Zabl aus der Reibe g + 1, g + 2, ,s ist, so kann man in den eben gewonnenen 
Formeln, auf Grand der vorber fur die beiden Falle angefubrten, zwiscben C und 
bestebenden Beziebung, die GioBe 1 durcb die GroBe to ausdiucken, also 



/ \ 

/d'‘F„(£)\ _ 1 

l\ dS“ Jo 

\ d£S Jo’ 

V dSS Jo ' 


/d’^Fja„+C<')\ 

/<^'’j'o(b\ 1 

U d.- Jo ' 

\ dSS Jo’ 

\ d^, Jo ' 




n — 1, 2, 8, 


setzen, und man erbalt dann scbbeBbcb 


fUr tT = l, 2, 3, ■ ,q 


1 - 1 
"• Jo ’‘'V Jo 

fnr 1T-1/+W/4-2 S^c - ^ ( d”FM+& \ 3 . ^ ( d'‘F„{a„+s:o) \ 


rt = l,2,3, 
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Erste Abliandlung. 

Znr Integration der gleicLzeitigen Differentialgleiehungen 

cu CD cr 

cx~~ cy^ dy ~~ cx 


Journal for die reine und angewandte Mathematit, Bd 70, Seite Sol— 362 


Mit der Integiation des obigen Systems von Differentialgleichungen, unter 
Zugrundelegung \ on charattenstischen Grenz- und TJnstetigkeitsbedingungen, beschaftigen 
sicb die beiden Arbeiten Ton Rmnami' ,.Giundlageu fur tine aUytmeine Theorie (la 
Functionen einet venaiderhclicn tompltjen Grosse 1851 und .,Tlieone dei Jbelschen Fimc- 
iionen 1857^\ Die in der erstem Arbeit begonnenen Untersuchungen uber die Integration 
des obigen Systems bat jRiemann in der zweiten Arbeit ausgedebnt auf eine allenthalben 
»blattrige, zusammenhangende, unbegrenzte, gescblossene Flkche T mit emer endlicben 
Anzabl beliebig gelegener Verzweigungspunkte, aus der mit Hulfe von Querschnitten 
eine einfach zusammenhangende Flache T' gebildet wird Als ein grossartiges Eesultat 
dieser letzteren Untersuchungen ergab sich die Erkenntniss, dass zu jeder graphisch 
willkurlich gewahlten Flache T immer eine Gruppe sogenannter ^&i??scher, in der Flache 
T' Oder T" (s w. u. art. 2j einwerthiger Integrate enstirt, und ferner, dass eben diese 
J.6eZschen Integiale solche Functionen u-\-vi von x und y sind, dass dieselben durch 
die Bedingung, den obigen Differentialgleichungen zu genugen, und durch passend ge- 
wahlte, von einander unabhhngige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen vollstandig 
bestimmt werden konnen 

FTach diesen Entdeckungen Riemmns, lag es nahe, einen weitern Fortsehritt in 
der Functionenlehre von der Theone der partiellen Differentialgleichungen aus, als dem 
Centrum der bisherigen Untersuchungen, zu erwarten. Gelange es, das obige System 
unter Zugrundelegung neuer charaktenstischer Grenzbedingungen zu integrii*en, so wurde 
das Eesultat die Entdeckung und die Erkenntniss neuer Gruppen von Functionen der 
complexen Variable x + yt sein. Dass dieser Versueh bis jetzt nicht gemacht wurde, 

25* 
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Anhang I 


mag theilweise wohl semen Grand habeu in ge^wissen, dei jungsten Zeit angehongen 
Bestrebungen, die einfachen, weil naturgema'-sen iletlioden 'Riminina duich complicirte, 
Tielfachen Ausnahmefallen unterwoideiie, algebraifecbe zu eisetzen Dadurcli traten andere 
Probleme m den Yordeigrund. die von der ursprunglicben, von Etemunn eingeschlagenen 
Richtung nui zu fruhe abzulenken geeignet waren. Em Yeisuch von Roc/? in der 
Arbeit „Z)c tlieo)ewide qiiodam mca fiindio}ie‘i abehanas die obigen Differential- 

gleicbungen unter Fisirang neuei Grenzbedingnngen zu bebandeln, muss als verfeblt 
betrachtet werden, da namentlicb nothwendige Relationen zwiscben den in die Grenz- 
bedingungen emzufuhrenden Constanten nbersehen wurden. doch lasst sicb aucb dieser 
Fall nocb mit Hulfe der von Riemann gescbaffenen Methoden vollstandig bebandeln 

Betracbtet man nun genauer die bis jetzt bekannten Falle, in denen es gelungen 
ist, das obige System von Diflferentialgleichungen zu integriren, so eikennt man leicbt, 
dass in jedem dieser Falle die Grenzbedingnngen so gewahlt sind, dass die Losung der 
A nfg a.be von der Integration einer emzigen partiellen Differentialgleichung, der Gleichung 
-I- = 0, abbangig gemacbt werden kann, und dass diese Erscheinung dann ibren 
Grand bat, dass die Grenzbeding ungen u allein entbalten In Folge dessen erscbeint 
die Function u fur sicb bestimmbar, und nacbdem u gefunden, laBt sicb in jedem 
FaUe die zugeborige Function v durcb em einfacbes, u entbaltendes Integral ausdracken. 
Mfl.n erkennt weiter, dass es uninoglicb ist, auf diese einfacbe Form das Problem 
zu reduciren, wenn die Grenzbedmgungen u und v untiennbar entbalten, und aucb, 
dass die von Eiemann angewandten Metboden for die Bebandlung solcber Falle nicbt 
mebr ausreicben 

Mebrjabrige Untersucbungen auf dem Gebiete der Functionenlebre, die jetzt 
vollstandig abgescblossen vor mu liegen und in ibrer Gesamintbeit in kurzer Zeit ver- 
offentlicbt werden sollen, baben micb nun in den Stand gesetzt, unter Anwendung neuer 
Metboden das obige System von Differentialgleicbungen aucb in solcben Fallen zu 
integriren, wo die Grenzbedingungen u und v untrennbar entbalten Die folgende kurze 
Notiz bat den Zweck, vorlaufig nur ein Resultat dieser meiner Untersucbungen zur 
allgemeinen Kenntmss zu bringen, das mir aus dem Grunde scbon jetzt einer Mit- 
tbeilung nicbt unwertb erscbeint, weil es zeigt, dass die, zu jeder Flacbe T existirenden 
sogenannten At&efecben Integrale, deren Yerbalten an der Begrenzung der aus T zu 
bildenden Flacbe T oder T" dadurcb cbaraktensirt ist, dass sie, m T' oder T" ein- 
wertbig, beim Ueberscbreiten der Querscbnitte um Constante, Periodicitatsmodulen ge- 
nannt, zunebmen, nur specielle Falle smd aus einer grossen Klasse allgememerer 
Functionen der complexen Yanable % + die ebenfalls wie die sogenannten 

^ftetechen Integrale, in T' oder T" einwertbig, durcb von einander unabbangige Grenz- 
und Unstetigkeitsbedmgungen voUsttodig bestimmt werden konnen, und deren Yerbalten 
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an der Begrenzung der Flache T' oder T" ?ieh kurz daliiu charakteri=iren 

dass sie beim Ueberscbreiten der Querscbmtte in lineare Ausdriicke Ten sich selbst 

ubergehen. 


1 . 

Die coniplexe Grosse z = x — yi denke man sich nach der Gtatssschen ilethode 
vertreten durcb den Punkt einer unbegrenzten, im Unendlicheu geschlossenen Ebene, 
dessen recbtwinklige Coordinaten x, y sind In dieser Z-Ebene denke man sick eine 
aUenthalben «facb ausgebreitete, unbegrenzte, im Unendlichen als geschlossen zu be- 
tracbtende, zusammenhangende Flacbe T mit emer endlichen Anzahl beliebig gelegener 
Verzweigungspunkte graphiscb tvillkurlicb angenommen Einem jeden Punkte der 
Flacbe T entspricht dann em und nur eiu Wertbepaar x, y, umgekebrt aber entsprecben 
jedem Wertbepaare x, y im allgemeinen n uberemanderliegende Punkte der Flacbe T, 
und zwar einer in jedem Blatte 1st v die Anzabl der einfacben Verzweigungspunkte 
dieser «blattrigen, unbegrenzten, gescblossenen Flacbe, 2j; + l dieZabl, die den Zusammen- 
bang der Flacbe angiebt, so bat man stets «' = 2(p-j-« — 1), — 2» -f- 2 ('cf. jRie- 

mann A. F. 7. _pag. 29) Der specielle Fall iv = 2h —2,p = 0 bleibe im Folgenden aus- 
gescblossen Die22> + 1 facb zusamm enbangende Flacbe Tkann dann auf die verscbiedensten 
Weiseu durcb 2p Querscbmtte in eine emfacb zusammenhangende Flacbe T' zerlegt 
werden. Als die, fur die weiteren Betracbtungen passendste Zerscbneidung bat sicb die 
folgende ergeben 

Man zerlege zunachst in der Weise, wie es Riemami (A. F 19 pay. 43) angegeben, 
die Flacbe T in eine einfacb zusammenhangende durcb ein, mit all semen Theilen im 
Endlichen liegendes Scbnittnetz, welches aus p Paaren von zwei, in einem und dem- 
selben Punkte anfangenden und endenden Schmtten ■; bestebt 

und aus p — 1 Schnitten c^, Cg, •, Cp_i, welche die einzelnen Paare in der Weise ver- 
binden, dass allgemein c, von einem Punkte von nacb einem Punkte von gebt. 
Betracbtet man die beiden Seiten eines jeden Scbnittes a, b, c als zur Begrenzung der, 
durcb diese Zerscbneidung aus T entstandenen einfacb zusammenhangenden Flacbe 
geborig, so bestebt diese Begrenzung aus einem Stucke, und dieselbe wird positiv durch- 
laufen, wenn dabei in jedem Punkte die Bichtung des Fortscbreitens zu der Ricbtung 
der nacb dem Innern des anstossenden Flachenteiles ziehbaren Normale in derselben 
Beziebung stebt wie die Eicbtung der X-Axe zur Eichtung der y-Axe. Diese Eichtung 
markire man ISaigs der Begrenzung durcb Pfeile. Bei den Schnitten a, h unterscbeide 
Tna,n eine positive und negative Seite, und zwar wable man die Bezeichnung so, dass 
man, auf der positiven Seite von a„ in der Eicbtung der Pfeile (obne Ebcksicht auf 



Anhaeg I 


lOS 

den etwa einmimdeuden Selinitt c,_i sicli foitbewegend, von der negativen Seite von I, 
anf die positive Seite von gefiihi't ivird und folglicli, auf der positiven Seite von 6, 
m der Richtung der Pfeile fohne Encksicht auf den etva emniundenden Schnitt c,) sich 
fortbewegend, von dei po&itiven Seite von a, auf die negative Seite von a, gelangt. 
Dies ist stets ausfuhibar, und man kann immer, entweder bei n, oder bei zuerst die 
Bezeichnung wiUkurlicb wablen 

Man nehme dann die - 1 Scbnitte (\, weg und ersetze sie durch j) 

neue Scbnittlinien Cj, Cj. . Cp, die man von einem willkurlich gewablten, im Endlicben 
liegenden Punkte n der Flache m der Weise zieM, dass allgemem c, vom Pimkte n 
nacK dem gemeinscbaftlichen Anfangs- und Endpunkte der Schnitte a , , h, fulirt und dort 
auf der positiven Seite von a, wie von b, miindet Die Lime c, soU wahrend ihres 
Laufes weder sich selbst. noch irgend eine andere der Linien a, h, c schneiden oder 
beruhren. Beide Seiten eines Sehnittes c,, betrachte man als zur Begrenzung gehorig, 
und bezeichne allgemein bei dem Schnitte c„ vom Punkte n aus gesehen, die rechte 
Seite als positive, die linke als negative. Bei dieser Art der Bezeichnung fuhrt ein 
Durchlaufen des, von den beiden Seiten der Schnitte a, und ft, gebildeten Theiles der 
Begrenzung in der Richtung der Pfeile stets von der negativen Seite des Schmttes c, 
auf die positive Seite von c,. Die Schnitte ei, b b ilden dann mit diesen Schnitten 
Cj, Cj, ,Cp auch ein Schnittnetz, welches die 2p -{■ lUck zusammenhangende Flache T 
in eine einfach zusammenhangende Flache zerlegt Diese Art der Zerschneidung soil 
den folgenden Betrachtungen zu Grunde gelegt, und die dadurch aus T entstehende, 
von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c begrenzte, einfach zusammenhangende Flache 
fortan als Flache T' bezeichnet werden. Es erscheint nicht uberflussig, zu bemerken, 
dass Tna.Ti dieses neue Schnittnetz aus dem ursprunglichen auch durch einfache Dehnungen 
der Schnitte c^, , Cp_i, verbunden mit Verschiebungen ihrer Mundungspunkte auf 

den Schnitten a, b erhalten kann 


2 . 

In der Flache T fixire man beliebig r Punkte , e,, und bilde aus 

der Flache T' eine neue Flache, indem man von dem fruher angenommenen Punkte n, 
in welchem die sammtlichen Schnitte c zusammenstossen, durch das Innere der Flache T 
r, einander und auch sich selbst nicht schneidende Linien I nach den r Punkten e zieht, 
allgemem nach die Lime l^. Erne jede solche Lmie fasse man als einen Schmtt 
in der Flache T' auf, und bezeichne, vom Punkte n aus gesehen, die rechte Seite eines 
solchen Schmttes als positive, die linke als negative Die auf diese Weise, durch Ein- 
fuhrung der r Schmtte I aus der Flache T' entstehende, von den beiden Seiten der 
Schnitte a, b, c, I begrenzte, einfach zusammenhangende Flache bezeichne man als 
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Flache T". In der Begreiiznng dieter Fkflie J" nenne man entbprechende Punkte 
ftberhanpt je zwei. denen dasselhe Coordmatenpaai i,y zukommt. und die sicli nur 
dadm*cli unterscheiden, da&s der erne auf dei positiven, der audere auf der negativen 
Seite eines Schnittes a,h, c oder I liegt 

Bezeichnet man die reditwinkliaen Coordmaten des Punktes e,. m Bezus auf 
das gewahlte Axensystem durch y^, setzt jc,,-r y„i = und veisteht unter ent- 

JL 

weder den Ausdrack z — z,j, oder den Ausdnick 'z—zj , oder den Ausdruck oder 

X. 

endlich. den Ausdruck , jenachdem der Punkt entweder im Endlichen liegt und 

kein Terzweigungspunkt ist, oder im Endlichen liegt und ein — 1 tacherTeizweigungs- 
punkt ist, oder im Unendlichen liegt und kein Yerztreigungspunkt ist, oder endlich im 
Fnendlichen liegt und ein — I facher Yerzweigungspunkt ist: so wird in der TJm- 
gebung des Punktes eine einwerthige und stetige Function des Oites sein, die im 
Punkte Sg unendlich klein von der ersten Ordnung lO^j wird (JR. A. F 2. jtag 17 ). Be- 
zeichnet man dann femer durch einen endhchen Ausdruck von der Form 

txo L^, • willkurliche Constante bedeuten, die auch theilweise den Wert Null 

haben konnen, so wird die Function cp^(i^) m der TJmgebung des Punktes e^, wenn z 
den Schnitt nicht dberschreitet, einwerthig sein im Punkte unstetig werden in der, 
durch den Ausdruck (p bestimmten Art, und m den Punkten auf der positiven Seite 
des, in die Umgebung des Punktes hineinfallenden Stuckes des Schnittes um die 
Constante — grosser sem als in den entsprechenden Punkten auf der negativen 

Seite. Einem jeden der r Punkte ordne man nun erne solche Funktion zu, 

ohne damit etwa spater zu treflfenden Bestimmungen uber die Constanten L vorzugreifen. 


3 . 

Nach diesen Yorbereitungen lasst sich das, in der Einleitung erwahnte Eesultat 
folgendermassen aussprechen: 

„Nimmf man, den 2^ Schnitten a„hy (y = l,2, ,p) entsjarecfiend , 2p constante 

Grossen A^, (v = l,2, ,p), die sammilicTi den Jilodull besitzen, wiMMrlich an: nermt, 

mit JRUcksicht auf Folgendes, A,, B„ em Facforenpaar der ersten Art, wenn nicht beide 
Grossen A,, den Werth 1 haben, dagegen ein Factorenpaar der zweiten Art, icenn heide 
Grossen gleich 1 smd nimmt fernei zu jedem Factorenpaare A„ B, eine Grosse A, an: 
deren Weiih beliebig gewdhlt werden da/rf, wenn A,, B, ein Factorenpaar der ersten Art ist, 
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detth Wnth flcnje/itu Xidl btin soil, ttenn A, JJ, ein Factorenpaat der siteifen Art 2 st. 
tttmud endlith. tooft fin tineii Ind^x v die dtei Chossen ^4,. 1?,, J, die VTeitlie 1, 1, (J resp 
habeu, noch eine iiette Gmsse A[ iiillhirlich an, and legt den y. in den oben angenommenen 
Aimhuilen if^, y:_,, g, vuilommenden Consfanten ij, L,, L, solclie WeitJie m, dass 

del Gleidiung 

'>7ti2L„ =2 A 

(i = l ' r = l 

Genuge geleistet tiiid, tiahend die Wei the det noch libiigen Gonstanten tn den Ausdnuchen (p 
heinen Beschianlmgen unterliegen sollen iind voUstandig udlkuihch gewahlt tcerden mogen; 
so existiit gu der Flache T” iinmei eiue coinplexe Function u-{-vi der Cooi dinaten x, y 
mit folgenden Eigenschaften. 

Ij Die Function u-\-vi isf eine in dei Flache T" allenthalhen einwei tinge, mid mit Aus- 
nalime dei Punlte e^. , s, auch sfetige Fumetion des Oites oder Pmikfes x, y, die 

in del ganzen Flache T" den Diffei entialgleichungen = genugt. 

2) Fui die } Punlie e^, s^, , s, wild diese Function dei complexen Vaiiahle x + yi m- 

stetig, und saa> allgemein fui den PmM imstetig in dei, dureh den Ausdruck 

+£<‘)^ + 

angegehenen Art, so dass die Diffeienz (u+vi) — far den Pmlt stetig hleibt. 

3) Die Wei the von u-\-vi m je swei entspreclienden PunUen auf der positiven und nega- 

tiven Seite der, von den beiden Seiteii dei Schnitte a, h, c, I gebildeten Begremung der 

Fldche T", die inan duicli (u + viy und (^a + viy bezeichne, sind in dei Weise ver- 

hiupft, dass allgemein 

lungs ay{u + viy = A^(u + vif + A„ , 
lungs Wiu + viy = Byu-\-vi)- + Bi„, 
lungs cy{u + viy ={u + viy i- J„, 
lungs iy{u-\- V'ly = {u-^vi)~ — ’iniD^ , 

fui V = 1,2, , p, ^ = 1,2, ,r, wdbei zwischen den 5p Gonstanten A,, B„, J„, A!„, 

B'„ (r = 1,2, • , p) die p Relationen 

j,= EyA-i)-A'yB-i) 
fwr r = 1,2, , p stattfnden. 

4) Dutch die bis jetzt erwdhnten Mgenschaften (immer mit Bucksicht auf die vorher ge- 
machten Annahmen, wonach also die Werthe der samintlichen Gonstanten A, B, J, L, 

festgelegt sind, und a/usserdem noch die Weithe all der Gonstanten A!y, die 
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zu Intho'S %' geJionn fin ihe A,, B,, J, = 1.1.0 tchp ) ht die Function u-~ii his 
aiif eine adddiie adlliulich’ (^onfdinite hestnnnit'' 
ilau bemerke, da&s die p ~1 Relationen: 


(, = r t=p 

2711 ^L,~ yj. 




(. = 1 , 2 , 


J-P) 


die zwischen den op ~ t, m den Glrenzbedingungen 3) auftretenden Constanten statt- 
finden, niclit den Charakter von Beschrankungen liaben, sondern aus der Ein'wertliigkeit 
der Function ii-\-ii alleiu schon nothwendig folgen Sind alle Factorenpaare 
von der zweiten Art, so ergiebt sicb = Q (cf B. A. F. 8 2 )ay. 19). Das unter 4) 
entbaltene Resultat lasst sich auch. folgendeimassen aussprechen 

,.Eme in dei Flaclie T' (die die Sclmitte I mclit entlialt) dllentludhen einuerfhge 
und stetige Function u + ci der complexen Vanctble x-ryi, deien Weitlie in je zuei ent- 
spteilienden PunUen auf der jjosituen und negcdiven Sede der. von den heiden Seifen der 
SAinitte a.h. c gehddeten Beyienzung dei Flache T' in der Weise leikmipft smd, class cdl- 
geniein (fin r = l,2. • . p) 

lungs a, { (u + ci)^ = A^ (ii + zvj" + A ', , 
lungs b, { [u + v »)+ = B^(u+ m J~ + , 

lungs c^[(u-\-vi)*=‘{u-\-viy, 


^st hnmet eine Constante, iienn nur die 2p Gtossen A,, B^ sammtlicJi den Moduli hesitzen, 
und feiner von den 2p uhigen Constanten A',, B\ all die Constanten die zu Indices v 
geJioten, fur die gleichzedig A, = l, = 1 ist, den TFe>^ Null lidben.‘‘‘ 

Durck diese Eesultate ineiner Ilntersuchungen erscbeint nun aucb die Theorie 
dieser merkwurdigen transcendenten Functionen m + l e auf eine, von der Ausdrucksform 
unabbangige, keinen Ausnahmefallen unterwoifene Grrundlage gestutzt Nennt man von 
den unzahlig vielen Functionen u + vi der complexen Variable x + yi, deren Existenz 
i m Yorigen ausgesprochen wurde, zu derselben Gruppe gekorig alle diejenigen, fur die 
die 2p Constanten J.,, R, dieselben sind, und bezeichnet erne solche Gruppe durch das 

Symbol Grruppencbarakteristik genannt, so erkennt man sofort, dass die 

Gesammtheit der, zu der Flache T gehongen sogenannten A&eZschen Integrale die 
Gruppe (J’J’ ’ bildet. Diese specielle, von Biemann untersuchte Gruppe nimmt zu 

den ubrigen Gruppen gleichsam eine Ausnahmestellung dadurch ein, dass von den zu 
ihr gehorigen allenthalben endlichen Functionen eine jede sich durch je specielle 
dieser Functionen, die linearunabhangig smd, linear ausdrucken lasst (B. A. F. 4. pag. 20), 
wahrend von den, zu irgend emer andern Gruppe gehorigen allenthalben endUehen 

P-B, I 26 



Zweite Abliandlimg. 

Bewei^ zweier Satze der Functionentheorie. 


Journal fir die r^-ine imd angewandte Alathcnuatik Si 71, 223—230 


1 . 

Man nehin*^ eine 2^/ — 1 fach znsaminenhangencle Flache T und zerlege die.'elbp 
genau in der "Weise. wie art 1 memer Arbeit in Bd. 70, Heft 4 dieses Journals e? an- 
giebt. in eine emfach zusammenhangende Fldche T durch p Schnittpaare und 
durcb p. von demselben Punkte rr ausgebende Scbnittlinien fj. c,. • . Die dort an- 
gewandten Bezeichnungen und getroffenen Bestimniungen lasse man imgeandert bestehen 
und fuge die folgenden neu hmzu. Den gememsamen Mitndungspunkt der drei Schnitte 
0 ,, h,, t, bezeicbne man fQnffach als p,, q,, r,. s,, jenachdem man sick in dem einen 
odei andem der fflnf, von den drei Scbnitten dort gebildeten Wmkelraume befindet. 
Den gememsamen MQndungspunkt der qt Schnitte t bezeichne man lunter Wegnahme 
des Buchstaben n ohne Indexj ^-fach als :>Tg, - , 
und zwai* als jr„ wenn man sich auf der positiven 
Seite des Schnittes c, befindet. Ausserdem treffe man, 
lediglich der einfachem Bezeichnung spkter wegen, 
die Bestimmung, dass die p Schnitte c so gezogen 
seien, dass man, um den gememsamen Mundungs- 
punkt derselben umgekehrt -wie der Zeiger einer 
Uhr herumgehend, die Schmtte c successive in der 
Keihenfolge Cj, Cj, • • Cp flberschreitet. Die neben- 
stehende Figur veranschaulicht eine mogliche Art der 
Bezeichnung. 

Pur die Begrenzung der Flache T\ die von 
den beiden Seiten der Schnitte o, I, c gebildet wird, 




dv 

dx 


202 Anhang I Zur Integration der gleiclizeitigen Diffeientialgleicliungen = 

Functionen ui-v% eine jede sicli schon durch je jp — 1 specielle dieser Functionen, die 
Imearunabtiangig sind, linear ausdrticken lasst 

Es existirt noch eine zweite grosse Klasse von Functionen TJ +V% der com- 
plexen Variable x + yi, die, in T' oder T" einwertbig, nur in den Punkten unstetig 
werden wie Functionen cp^ {r^) und beim Ueberschreiten der Querschmtte in lineare Aus- 
drucke von sich selbst ubergehen. Sie unterscheiden sicb von den vorher betrachteten 
Functionen u + v^ wesentlich dadurcb, dass fur sie die 2p Constanten A^, nicht 
sammtlicb den Modul 1 besitzen, und dass sie in Folge dessen nicht wie die Functionen 
durch von einander unabhangige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen allein be- 
stimmt werden konnen. Alle diese noch ubrigen Functionen U -^Y^ smd in der Form 

darstellbar, wobei J eine allenthalben endliche Function der Gruppe be- 

deutet, w + vt eine der vorher betrachteten Functionen, und C erne Constante Meme 
in der Einleitung erwahnte, demnachst erscheinende Arbeit, auf die ich wegen weiterer 
Ausfuhrungen hier verweisen muss , enthalt die vollstandige Theorie sowohl der 
Functionen u■\-v^ wie der Functionen ZJ+Fj: eine Theorie, dadurch bemerkenswerth, 
dass aus ihr die Haupteigenschaften der durch Quotienten von )9--Functionen darstell- 
baren Gebilde (vergl meme Arbeit' „ZMr Theme der Functionen in einer zweMattngen 
Flaclie, Zurich 1866.“) unabhangig vom Ausdrucke, ohne also die Kenntniss der i9-Function 
vorauszusetzen, abgeleitet werden konnen. Sehliesslich bemerke ich noch, dass einige 
meiner hierhergehorigen Methoden und Resultate durch meme sich regelmassig wiedei- 
holenden Yorlesungen uber Functionentheone schon m den Besitz memer Schuler uber- 
gegangen smd. 

Wtrzburg, im Sommer 1869. 
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sei gegeben iz 13 in Folge graphistliei Aunalimei eine langs dei gaiizen Begrenzung 
eiuwertbige ixnrl stetige Function f cles (Jrtes oclei Punktes in dor Begrenzung, deren 
Weiie "in je z^i'ei eutsprecheiiden Punkten auf der positiveii und negativen Seite der 
Begrenzung, die man durcb und f~ bezeicline, in der Wei&e veikniipffc s^ein sollen, 
dass aUgemem fur v = / 

langsw, 

{G) langs ?>.[/■' = 5,/- + 5:, 

kngs c,[f' = f-^ J,, 

wobei die op Grossen Jl,. B,, J.', B\, constante Wertbe baben sollen. Die Frage ist 
dann, ob die der Function f aufeiiegte Bedingung, langs der Begrenzung einwerthig 
und stetig zu sein, mit beliebigen Wei then der bp Constanten vertraglicb ist, oder ob 
dieselbe notlrwendige Eelationen zwischen diesen Constanten zur Folge hat. 

Bezeichnet man den Werth, den die Function f m irgend einem Punkte /i der 
Begrenzung hat, durch f^, und wendet die Gleichungen {G) zunachst auf die Mundungs- 
stelle der diei Schnitte c, an, so ergeben sich mit Rucksicht auf die Figur die 

folgenden Gleichungen 

1) 4- + 4 , 2) 4 - B,f„ + 2?;, 

3 ) fs, = + - 4 ,, = + A^By + A ^. , 

5 ) 4 = 4+4 

Aus den Gleichungen 3) und 4) folgt durch Subtraction 

4-4=e;,(4.-i)-a;(e.-i), 

wahrend aus der Gleichung 5) die Dififerenz derselben Functionswerthe sich gleich A,. 
ergiebt. Man hat also fur ?/ = l,2, ,p, 

4=-E;(4-i)-4(-E-i). 

Wendet man ebenso die Gleichungen {G) auf die Mundungsstelle der p Schnitte c an, 
so erhalt man die p Gleichungen 

/rfi ^ "fjtp Ap — , fjtp /jt, Ap , 

und durch Addition dieser sammtlichen p Gleichungen 

v=p 

^ 4 = 0 . 



BewHis zwpiei Satze df^r Fiinmonf^ntheon*- 




Mao hat so das Resiiltat, dass wenii eine langs der gauzeii Begrenzung der 
Flache T' einwertiiige und stetige Fuaction / des.Ortes oder Punktes in der Be- 
gi-enzung gegeben vorliegt, deren Weithe /- und f- in je zwei ent=precbenden Be- 
grenznngsjjnnkten durch Grleicbungen von der Form i^i veiknupft sind, dann zwibcben 
den bp Constanten A„B„ A„ B\, J, nothwendig die + 1 Eelationen 

(G-’-) ! f ’4 = 0 , j^=b\u-\)-j:jb-\), r .= i ., 

1. = 1 ^ 

stattfinden. Lage an Stelle der Fldche T' die im art 2 der oben citirten Arbeit ge- 
bildete Fldcbe T" vor, so dass un Punkte n noch ; Linien mundeten, und ware 
dann langs — — ^ntL^, wabrend f un Punkte und in dessen TJmgebung sich 

wie eine Function (p^ (r^) verhielte, so wurde, unter Festbaltung der librigen, der Function f 
auferlegten Bedingungen, an Stelle der ersten Gleicbung unter \G' ) die neue 

^=r 

2 Ay— 27ii^L = 0 

»=i f=i 

treten, wabrend die ubrigen p Gleicbungen unter (G'.) ungeandert blieben. Es folgt 
dies unmittelbar, wenn man in derselben Weise wie vorber openrt; aucb erkennt ma-n 
leicbt, dass diese Eesultate unabbangig sind von der Ordnung, in der die Scbnitte c 
und I um ibren gemeinsamen Mundungspunkt berum auf einander folgen. 


2 . 


Erne complexe Function u + vi der Coordinaten a;, y sei definirt durcb die 
folgen den Bedingungen. 

1) In der ganzen Flacbe T' soli sie eine aEentbalben einwertbige und stetige 
Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Differentialgleicbungen 


genugen. 


dlit dv du dv 

dec dy ^ dy dx 

2) Ibre Wertbe in je zwei entspreebenden Begrenzungspunkten sollen in der Weise 
verknupft sein, dass allgemein fur y = l,2, • ,p 


langs ay{(u + ^;^)+ = Ay (u + vt)~ + A'y , 
langs by{{u + = By(u-\- vif + , 

langs Cy{(u+ vty = (m + viy. 

ITeber die Ap Constanten Ay, By, Ay, sei Folgendes festgesetzt Die 2p 
Grossen Ay, By sollen sammtlicb den Modul 1 besitzen, im ubrigen aber will- 
kflrEcb gewablt sein. All’ die Constanten Ay, die zu Indices v geboren, far 
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di6 gleiclizeitig = 1 , == 1 gewdhlt ist, sollen cl0n ^ 0rth Xull liab0n In 
Betreff der Werthe der noch iibrigen Constanten sei nichts festgesetzt; aus 
dem vorigen Artikel weiss man. dass in Folge der Bedingungen 1) in diesem 
Falle zivischen den Constanten immei die p Relationen 

— = (”= 1 . 2 . ,P) 

stattfinden mussen, weil sonst die Bedingungen 1) und 2) schon von vorn- 
herein nicht veiiiaglich waren. 

Dass nun diese Definition, m sich selbst keinen Widerspruch enthalt, dass die auf- 
gestellten Bedingungen vertraglich sind, dass uberhaupt Gebilde u-\-vi existiren, die 
die erwahnten Eigenschaften besitzen, leucbtet unmittelbar ein, wenn man uberlegt, 
dass jede beliebige Constante c als Function u-{-vi mit den erwahnten Eigenschaften 
betrachtet werden kaun; es erhalt dann At' den Werth (1 — AL,jc, denWerth {1 — B,)c. 
Jede Constante gehort also zu den oben definirten Punctionen; dass umgekehrt auch 
jede solche Function in der ganzen Flache T' denselben Werth hat, also eine Constante 
ist, soil jetzt bewiesen werden. 

Zu dem Ende betrachte man das Integral 

ausgedehnt uher die ganze Flache T. In Folge der Bedingungen 1) hat dieses Integral 
einen bestimmten Werth, und zwar stellt dasselbe, wenn man von dem Factor ab- 
sieht, den Inhalt der Flache dar, welehe die Gesammtheit der Werthe, die w = u-\-v% 
innerhalb T' annimmt, auf einer TF-Ebene reprasentirt In Folge der Differential- 
gleichungen, denen u und v genugen, lafit sich IT auch schreiben 

- 'If 

Nach bekannten Methoden folgt nun: 

wobei die rechts stehenden Integrale in positiver (durch die Pfeile markirter) Richtung 
durch die ganze Begrenzung Jt der Flache T zu erstrecken sind Es bezeichnen dabei 
also du und dv die Aenderungen, die u und v erleiden, wenn man von einem Puntte x, y 
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der Begrenzung zu einem. in der Richtung der Pfeile dem Punkte i, y benachbarten 
Begrenzungspnnkte x—dx, y — dy ubergeht Fuhrt man nun diese Randmtegrale em, 
so folgt 

n= i I \udr — idu\, 

* ^ 

R 

und addirt man zu dieser Gleichung die Gleichmig 

0 = J (udu + tdv) , 

R 

deren Ricbtigkeit einleucMet, da u und v, und folglich auch ibre Quadrate beim Durch- 
laufen der ganzen Begrenzung als einwerthige und stetige Punctionen wieder zu ibren 
Anfangswertben. mit denen man ausging, zuruckkebren, so erbalt man endbcb 

+ 

i7 = — 

R 

Bei der Integration durcb die gauze Begrenzung R wird langs jedes Sebnittes 
a,!), c zweimal integrirt, einmal auf der positiven, das andere Mai auf der negativen 
Seite, und zwar ist die Eicbtung der Integration auf der negativen Seite bestkndig ent- 
gegengesetzt der Eicbtung der Integi-ation in den entsprecbenden Tbeilen auf der 
positiven Seite. Kebrt man also bei dem uber die negative Seite der Begrenzung zu 
erstreckenden Integrale, unter Anwendung des negativen Vorzeichens, die Integrations- 
ordnung um, so erbalt dieses Integral in alien Tbeilen dieselbe Integrationsncbtung, 
wie das uber die positive Seite zu erstreckende sie besitzt, und durcb Zusammenfassen 
je zweier entsprechender Elemente der beiden Integrale ergiebt sicb 

’ f 

I [(u — viyd{u-\-viy'—(u — vi)~d{u-\-vi)~], 

wobei jetzt das biuter dem Summenzeicben stebende Integral emmal uber die positive 
Seite ernes jeden der drei Scbnitte a,, })„, von Anfang bis zu Ende in der Eicbtung 
der Pfeile auszudebnen ist, wabrend {u — viy, (u—vy' die Wertbe der Function w—vt 
in zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten, und d(u+viy, diu-^-viy die Aenderungen 
bezeicbnen, die (u-\-vy und (u + viy gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der 
Scbnitte in der Eicbtung, die die PfeEe auf der positiven Seite desselben baben, sicb 
fortbewegt 

Bezeicbnet man die zu einer complexen Zahl g = m + ni conjugirte Zabl m — ni 
durcb g, wobei dann gg = (mod. g)^, berucksicbtigt femer, dass in Polge der Tiber die 
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Grossen , i>, gemachteu Armabinen dami allgemem A, A, = 1 , B,B, = \ ist, so eigeben 
sicli fur die Begrenzung die folgenden Gleichungen: 


lanas « 


i I « - t <; r = ^1, 1 « — 1 If — A' , d u^i if ^ A,d inf 1 1 \ , 


langs i, 


kngs c, 


— d< uf t If = \ii — li) d\nfLi] -rAflia + Lif, 

I Hi — vif = Bfu — vir ~ W,, d [le + ri)'^ = B,di/f + nf, 

i/fdt<( + / if= (ii — iird{ui-i If -r K diu + vif, 

^u — uf' = {n— i If, d (u nf = d (ii + ctf, 

I (u — 1 1 f d i ti i- 1 = I ti — v if d (it + rif. 

Eutaimmt man aus diesen Gleichungen die Wertlie der unter dem letzten Integral- 
zeicben vorkommenden Differenzen, ausgedruckt durch d(u + vif allem, und fuhrt die- 
selben in das Integral ein, so zeigt sick, dass die auf die Linien c bezuglichen Theile 
des Integrals sammtlicb verscbwinden, und es wird 

+ + 


J d{u + viy + Kj d(u-\-vty] 

at 


Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schmttes a, in der Eicbtung 
der Pfeile fubrt nun, mit Rucksicbt auf die Figur, vom Punkte zum Punkte s„ 
wahrend ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes in der Richtung 
der Pfeile vom Punkte f, zum Punkte fahit. Bezeichnet man also den Werth der 
Function it, + in m irgend emem Punkte der Begrenzung abgekurzt durch f^, so er- 
giebt sich 

n-'S 


T = 1 


und die vier m diesem Ausdrucke vorkommenden, dem Index v entsprechenden Functions- 
werthe sind in Folge der Grenzbedingungen 2j mit dem Wertbe der Function u-\-vi 
im Punkte _p, durch die Gleichungen 

ft, ^ + -^v > fr, = ^vfpy-\- B„, 

fa, = -4, = A„B„f^^ + A„B„ + A ,, , 

/;, = B, 4 + = AB, /;, + 5,4 + b:. 

verknupft. Aus diesen Gleichungen folgt weiter' 

4 - 4 = A, (B,- 1) y;, fAB',, 4 - /;, = b, (i - ^„) - b,,^; , 

(fa,~ Q + {fr,- 4) - [B. K (1 - A) - A A (1 - -B,.)] 4 + AXB^, - • 



Beweis /weier Sat/e der FuiiLtloneuthLoriH 


209 


Auf del" lechten Seite dei’ letzten (lleichimg is>t der Coefficient von t\,^ gleich Xull, 
denn derselbe ist auch gleicli J., J5. — and der Iner in der eckigen 

Edanimer steheude Ausdruck hat den Werth Xull. da er aus dem, den Werth XuU be- 
sitzenden Ausdrucke JB[ (A^— 1 j — A' i B,— 1) hervorgeht, indem man damn an Stelle von 
/ die Zahl — i schreibt. Man eihalt also schliesslich 

iT=^ [A,A:,BI - B,B\A,] . 

> =1 

Die emem bestimmten Index v entsprechenden Grrossen A,,, B^ smd nur der Be- 
dingung nnterworfen, Zahlen nut dem Modal 1 za sein, ausserdem sind rmt ihnen die 
demselben Index v entsprechenden Grossen A^, jB', durch die Relation 

{R.) b;(a-i)=a;(r,-ij 

verknUpft. In Bezug auf die Werthe von A,, B^ unterscheide man die folgenden vier, 
alle Moglichkeiten umfassenden Falle: 

Ij A, und B, seien beide von 1 verschieden , dann folgt aus den beiden 
Gleichungen 

b; (A,- 1) = a; (b„- 1) , A, {B- 1) = b; (a..- i) , 

indem das Product der linken Seiten gleich ist dem Producte der rechten, 

{A- 1) {A - 1) 4 -b: - (A, - 1) (B,- 1) b; a: = 0 , 

mi d aus dieser letzten Gleichung durch Division mit der in diesem Palle von Null 
verschiedenen Grosse: — (A,— 1)(B^— 1): 

a„a;b: - b,4a; = 0 

n) Ay sei gleich 1, B, von 1 verschieden, dann liefert die Relation (B.). 4 = 0, 
folglich ist dann auch Ay = 0 und A„A',B' — ByB'yA = 0 

ITT ) Ay sei von 1 verschieden, B„ gleich 1, dann liefert die Relation (B.): B'. = 0, 
folglich ist darm auch B', = 0 und A,44~ 444 = 0. 

lY) Ay und By seien beide gleich 1. In Folge der ursprunglichen (feenzbedin- 
gungen 2) hat in diesem Falle A' den Werth Null, folglich ist auch A', = 0 und 

a,4b; - b, 44 = o. 

Es zeigt sich also, dass das irgend einem Index v (y = 1, 2, •• ,jp) entsprechende 
Glied der letzten Summe, die U darstellt, immer den Werth NuU besitzt, und dass 
folglich unter den gestellten Bedingungen das Integral 77 selbst den Werth Null erhalt. 
77 Ira, Tin aber, da es in seiner ursprunglichen Gestalt, wenn man von dem Factor 2» 
absieht, ein Integral mit immer positiven Elementen ist, nur dann Null sein, werm 
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jedes Element fur rcIi den Werth Xull hat Aus 77 =o tolgt demiiach fur die ganze 
Pldche T': 1^=0, 1^ = 0, unci mit Beiucksichtigung dei Dilfeientialgleichungen sub 1) 

CO C if 

aucb = 0, = 0, allaemem zu ledeii, so da&s die Punkte, lur die diese vier Diffe- 

c ^ c y 

rentialquotienten nioglicher Weise nicbt Xull waren, keinen aucb nocli so kleinen 
Plachentheil stetig erfullen konnen. Die Function u ^ ct hat also, soweit sie in T' 
stetig ist, nothwendig einen constanten ^ eidh, und da sie den Bedingungen Ij gemass 
in T' allenthalben stetig sein soil, in der ganzen Flache T denselben Werth. Man 
hat so den schon fruher ausgespiochenen 

Satz I. Eine in de) Flache T allenthalben eimmfhige und stehge Function u-\-vi 
der complexen Variable x-ryi, deren TVeithe in je zuei entsjnechenden Punkten auf det 
positiven und negahven Seite der, ion den beiden Seifen dei Schmtte a, b, c gebildeten Se- 
grenzung dei Flache T in der Weise veihnupft smd, dass allgemem (fur v = l,2, , p) 

langs a, [ {u -{-vif = A„(u-\-vif + A', , 
langs b„[[u-irvi)'^ = B,[u-ir oif 
langs c„ { [u -i-vty = (u + tny + , 

wobei die %p Giossen A„ B, sammtlich den Ilodul 1 besitzen, ist imnm erne Constante, 
wenn die p Grossen A, Null sind und fernei ton den 2p uhigen Constanten A', B'„ all’ 
die Constanten A',., die zu Indices v gehoten, fu) die gleichzeitig A, = l, B, = \ ist, ebenfalls 
den Werth Null hahen 


3 . 

Haben die 2p Constanten A,., B, sammtlich den Werth 1, so verwandelt sich 
der gefundene Satz in den folgenden speciellen, fur die Theorie der ^kfechen Integrate 
fundamentalen Satz. 

„Fine in der Flache T' allenthalben emwerthige und stetige Function w = u + vi der 
complexen Variable z = x -j- yi, deren Wei the in ge zwei entsprechenden Begrenzu/ngspunMen 
in der Weise verknupft smd, dass allgemem 

langs a„{co'^ = co~; longs b„[a}^ = a)“ + B'„, langs c„{(o'^ = (o~, 

fwr v = l,2, ,p, wobei es dahin gestellt bleibt, welche Werthe die p Constanten JB' be- 

sitzen, ist immer eine Constante." 

In anderer Fassung lasst sich dieser Satz auch so aussprechen. 

„Verschwinden bet einem, zur Flache T' gehorigen allenthalben endlichen Abelschen 
Integrate (z. B. lurch Variation der linear in ihm enthaltenen unllkurlichen Consta/nten) die 
sammtlichen p Perwdidtatsmoduln A'„ fur die Schnitte a,, so verschwinden gleichzeitig auch 
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fife summtliclfeH p Pef (Oil icdatsifiOfliilu B\ ftir (he Scliinfti I,, iiml das Lihyial .selbst redioArt 
siclf auf etne Constaider 

Xur wenn man diesen Satz zui Hulle mmmt, lasst tsich zeigen, rlass es immer 
moglich i5t, aus p gegebenen, zur Flache T’ gehtjngen Imearuuabhangigeu allentbalben 
endlichen Integralen to ^ , 03~K , co ^ durcb Imeare Compoaitiuu em System 

Ton Integialen to,, , zu biiden, dadurth cbaracterisirt . dass allgemein der 

Penodicitatsmodul von tw, fur den Schnitt a, den Weith a.i, fur jeden der p — 1 ubrigen 
Scbnitte a den Weitb Xull besitzt Bezeicbnet man namlich den Penodicitatsmodul 
Ton co'"^ fur den Schnitt u, iv = l,2, ,pj durch so Tvird es dann, aber auch nur 
dann moglich sein, die veilangten p Integrale ojj, to,, • . zu bilden, und zwar in 
der Form 

£t?l = )Wii to'-' + + Wjj, co'^', 

coj = fiiji co'^^’ + m22 to'"' + + nUj co'^', 

cOp = + JH^sto'-^ + + 

wenn es moglich ist, die p“ Constanten m so zu bestimmen, dass die p Systems Ton 
je p Grleichungen erfuUt werden, die aus dem Systems 

0 = + • • + 

0 = + m,2A!i^ + + 

Til = + fUj^A^P F F 

0 = m,.iA^^ F 

successive herrorgehen, wenn man darin fur v successive die Zahlen l,2,---,p setzt 
und gleichzeitig Tti in die Imke Seite der ersten, zweiten, • ■,p*^ Gleichung einrllcken 
lasst, wahrend jedes Mal alle p — 1 ubrigen linken Seiten den Worth Null haben. 
Bezeichnet man die Determinante der p^ Grossen A m dem oben stehenden Systems 
von p Gleichungen durch D, so wurde fur jedes v und p, folgen 

5fz dD 

sobald bewiesen ware, dass die Determinante J) einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt. Ohne diesen Nachweis*) hat die letzte Formel keinen Sinn. 

Vergleiche j^Vorlesungen uhei JRiemann^s Theone der Abelschen Integrale von Carl Neumann ^ag 435 
rnxdi yjTheorbe der Abelschen Functionen von A Glebsch und F G-ordan ;pag 108'* 
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Dass nuu imter alien Uinstaudeu clei Wert der Determinante D von Xull verschieden 
ist, lasst sich mit Hulfe cles oben ausgesprocheiien Satzes wie folgt zeigen. Ware 2) = 0, 
so liessen sicb fur die p Grossen >h,», , iinmer p Werthe linden, die nicht 

sammtlicli Xull, und die dem Systeme von p Gleichungen genugen Tvurden, das aiis 
dem Systeme (8^.) entsteht, wenn auch in die Imbe Seite der Gleichung 0 statt tii 
eingefnhrt -wird. Der mit diesen Wei then gebildete Aiisdruck 

CO, = iw.ico'^^ + w.jco^' + + 

ware dann ein allenthalben endliches Integral, das fur allep Schnitte a den Periodicitats- 
modul Null besasse, und folglich eine Constante Es existirte also zwischen den 
p Punctionen co'^^ • •, co'^^ eine Imeare Eelation mit constanten Coefficienten, was 

gegen die ursprungliche Voraussetzung, nach der diese p Functionen Imeamnabhangig 
sein sollen, verstossen wurde. Die Determinante D kann also nie Null sein, und folglich 
ist die Bestimmung der ji Functionen co^, , co^ den aufgestellten Bedingungen 
gemass stets moglich 

Im Obigen ist der Satz mitenthalten, dass wenn co^*\ (xP, . co^^^ irgend ein 
System zur Flache T' gehoriger, allenthalben endhcher ^&e?scher Integrale bezeichnet, 
und diese Integiale hnearunabhangig sind, dann auch immer gleichzeitig die p Systeme 
zusammengehoriger Periodicitatsmoduln, die dem Integralsysteme fur die p Schmtte 
Uj, cja, • , zukommen, linearunabhangig sind. 


4 . 


Eine complexe Function u -{-vi der Coordinaten x, y sei definirt durch die 
folgenden Bedingungen: 

1) In der ganzen Flache T' soil sie eine allenthalben einwerthige und stetige 
Function des Ortes oder Punktes x, y sein und den Differentialgleichungen 

du dv du dv 

Ty--d^ genugen. 

2) Ihre Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen in der 

Weise verknupft sein, dass allgemein fur *' = 1,2, ,p' 


langs <*„ { (m + = A, (u-\- vi)~ + .4' , 

langs = B,.(u + vt)~ + 

langs c,, { (i# + = (m + v%)- + , 

wobei uber die bp Constanten A^, .4', B', 4, Folgendes festgesetzt sei. 

Den 2j? Grossen A^, sollen bestimmte ZaJilwerthe zugelegt sein, deren 
Quadrate sammtlich 1 sind. Ftir das irgend einem Index v entsprechende 
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Factoienpaai A,, IJ, it,t aKo einp^ d^r Mcr Weithepaaie 1.1 1, - 1. -1,1, 

— 1, —1' nacla Avillkuiliclier Wahl zulabsig. Die reellen Theile der 'Iji L'onstanteii 
A,, B, sollen sammtlich Xnll sein, wahrend iiber die rein imagmaren Theile 
dieser Constanten mchts festgesetzt sei Da*’? zwi'« hen den hp L'tjnstanten 
immer die ^ 1 Eelatinnen 

J,--B',{A,-1.- A',(B,-l^ .=3,3, 

» =1 

als bestehend vorausgesetzt werden inu&sen, weiss man aus art. 1, inclem sonst 
die aufgestellten Bedingungen kemenfalls vertiaglich waren 
Man erkennt sofort. dass, wenn die 'Ijj Grossen A,, B, sammtlich den Weith 1 haben, 
jede willkurliche Constante C'=c-J-q^ wenn die 2^) Grossen dagegen nicht sammtlich 
den Werth 1 haben, jede rein imagmare Constante C=i^i als Function u — vi mit den 
ervvahnten Eigenschaften betrachtet werden kann; es erhalt dann A', den Weiih il— ..dtjC', 
B', den Werth il — B,)C, J, den Werth Xnll Dass umgekehit auch jede Fimktion « -i- 1 1 
die den oben aufgestellten Bedingungen genugt, m der ganzen Flache T denselben 
Werth hat, also erne Constante ist, soil jetzt bewiesen werden. 

Zu dem Ende betrachte man wieder das Integral 

ausgedehnt uber die gauze Flache T'. Nach den schon m art. 2 angewandten Methoden 
und Schlussweisen erhalt man 

+ % =r^ + 

i7 = — u~dv~] , 

wobei das hmter dem Snmmenzeichen stehende Integral einmal uber die positive Seite 
eines jeden der drei Schnitte a,, c, von Anfang bis zu Ende in der Eichtung 
der Pfeile auszudehnen ist, wahrend u~ die Werthe der Function w in zwei ent- 
sprechenden Begrenznngspunkten, und dv*, dv~ die Aenderungen bezeichnen, die 
und v~ gleichzeitig erleiden, wenn man auf emem der Schnitte m der Eichtung, die 
die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt Berucksichtigt man 
nun, dass in Folge der Bedingungen 2) die Grbssen A^, By stets reell sind, und dass 
in dem Falle aus der Eelation .«y„ = 1) — 1) immer auch der reelle Theil 

von Ay sich gleieh Null ergiebt, wenn, wie vorausgesetzt wurde, die xeellen Theile von 
J!y, J?'„ Null sind, so ergeben sich fur y = 1, 2, • - ,p die folgenden Gleichungen: 

langs = ALyU~, dv* = Aydv~, vAdv’^ = u~dv~, 

langs &„{%+= ByU~ , dv^ = Bydv~ , u*dv^ = u~dv~ ; 
langs c„ = vr , dv* = dvr, = u~dv~. 
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Diese Gleichnngen zeigen, (Ias^ das hiiiter clem Summenzeicheu stehende Integial fur 
jecleu Index ;• den Weith Xull hat indem seine saniintlichen Elemente yeischwinden. 
In Folge dessen ist auch U selbst Xull und, uacli ahnlichen Schlussen wie fiuhei, 
M -1- ? ? erne in der ganzen Flache T constante Grosse V =( -r c^i, deren leeller Theil c 
immei Xull seiu muss, Tvenn nicht alle 2^) Giossen A,, B, den Weitli 1 haben. -wain end 
in alien Fallen der Werth ibu’es rein imagmaren Theiles durch die aufgestellten 
Bedingungen in keiner Weise beeinflusst wild Man liat so den folgenden 

Satz n. JEuie in clet Flache T' allenthalhen einuothige und stetige Function u + vt 
der cotnplexen Vanahle x + yi, deien Wei the in je zwei entspi echenden Punlten auf der 
posihven und negativen Seite dei, ion den hetden Seiten dei Schmtte a, h, c geMdeten Be- 
giemung dei Flache T' in dei Weise verhiupft sincl, class allgenmn fut v = l,2,- -jp. 

langs = A,{u-\-vi)~ + M', 

langs &, {(u + m)''' = Bju + vi)~ + B[, 
langs c, [{u -\- = (t# + m)~ + 

wobei die 2p Giossen A,, 2?, Zahliceithe hesihen, deien Quadrate samnithcli 1 sind, ist 
mmer dne Constante, wenn die leellen Theile der 2p Constanten A',, F, und folglich auch 
die leellen Theile der pi Constanten J",, sammtlich den Werth Null hahen. 

Mit Hulfe dieses Eesultates lasst sich aus dem, im art. 3 meiner fruhem Arbeit 
aufgestellten Satze dmcb einfacbe Auflosung eines Systems linearer Gleichungen ein 
neuer Satz ableiten, der sicb auf alle diejemgen Functionen u + vi beziebt, die zu 
Gruppen gehoren, deren Cbaracteristiken aus nur reellen Grossen zusammengesetzt sind 

Es sind dies diejemgen Gruppen, deren Cbaracteristiken aus dem Symbol ’ 5 ^) 

hervorgeben, wenn man fur die A und B nur reelle Grossen mit dem Modul 1 setzt. 
Da demnacb fur jede der 2p Grossen A„, B, sowobl die Zabl + 1 wie die Zabl — 1 
zulassig 1 st, so giebt es im Ganzen 2 ^^ solcber Gruppen Der erwabnte Satz, der specieU 
dem Gebiete der Functionen u-{-vi, die diesen 2^^ Gruppen angeboren, eigentbumlicb 
1 st, insofem als ein analoger Satz fur die, den ubngen Gruppen angebongen Functionen 
u-\-ni mcbt existirt, mag tbeilweise bier nocb erne Stelle finden. Fur die allentbalben 
endlicben Functionen ausgesprocben, lautet er wie folgt. 

„Nimmt man, den 2p Schnitten a,,, (y = l, 2, ,p) entsprechend, ein System von 

2p Grossen A,, B„ {y = l,2, ,p), deren Quadrate sammtlich 1 sind, willkurhch an, wahlt 

ausserdem 2p reelle Grossen (>' = 1 , 2 , • ,p), deren Werthe nur der emzigen Bedmgung 

(B-) - AAF-i)} = 0 

v = l 



Beweis zweier Satzt" F inctiont'j.thf om* 


21 .") 

zu geJiorcJieit Jiahen iiud hn ul»/gen gauz helidhhf aii(jt'// 0 /itnn'j/ net den dn/fen. so existiit zu 
der Tlnche T' mime) erne compleje FuntUon n — ii der Coord) nnfen j. y )}at folyenden 
EigenscMften . 

1) JDie Fmicfion u — vi ist erne in det Flache T aUentlialhen ei))ue)iliige imd sfefige 
Fimcfio)i des Otfes odet Funltes x y. die m det gauzeu Flnclie T' den Difthodial- 

gleicliu)igeu = |1=-^ genuyt 

2) Die We) the iO)i m je ziiei eiitspi'echoiden Piaiiden auf de) ])ositive)i mid 

negative)) Seite der. io)i den leide)i Seiten de) ixhuifte a. h. c gebildete)) Begimmmg 
det Flache T' smd tn det Weise lethuqjft, dass uUge))iei)i fur v = 1, 2. , 2 ^; 

Ia)7gs aJ^(u + vif ^ A, (u + — A'^^^ -f- iX , , 

langs h^, [(u + iif = + vif + B'^^ + 

ld))gs c, { (m -f- vty = («t + « 2 j“ -f z/j, y + « X, j ’ 

iiobei zwischen de)i hp Gotistanteti X; -5., X = -4^,, + jB' = X,v + 

^. = X,. + = . 2 >) die lelannte)) j> + 1 Belationen 

^ X ~ 0, A, = Bf(Ap — 1) — Ay(B, — Ij, jp) 

r = l 

stattfinde)) 

3) Burch die Ins jetzt ericahnten Figoischaftoi ()m))ie) mit Buclsichf auf die vorher 
geinacMen Annahmen, wonach also das System der 2p Grossen A,, B, fixut ist, 
und ausserdem d^e reellen Ihede der 2p Gonstanten Ay, By de) Sdation [Bi.) 
geniass, im ubiigen abet' mllkurltch angeuonmien sitid) ist die Function uFvi 
bestit)i))it Ins auf eitie additive Gonsta)ite, die vollstandig willkurlich blcAt, wenn 
alle Ay, B, den Werth 1 hahen, die dagegen nm tern miaginar sem kann, wenn 
nkht alle A„ By den Werth 1 besitzen.“ 

Fur die allentlialben endlich.en Fuuctionen der G-ruppe ’J) liat diesen 

Satz zuerst Biemann (A F. 4. pag. 20) ausgesproclien. 

Duren, im September 1869. 



Dritte Abliandlimg. 

Ueber ein Randintegral. 


Joninal fiir die reine und angewandte Mathematik , Band 71, Seite 306 — 315 


Erne Menge wichtiger Eigenschaften, die den von mir in Bd. 70, Heft 4 dieses 
Journals aufgestellten Functionen zukomnien, kann, nachdem zuvor bestiminte 

einfacliste Formen dieser Functionen als Normalformen fixirt sind, erhalten werden 
durch. die Betrachtung emer gewissen Art von Randintegralen. Um bei spateren Mit- 
tbeilungen nicbt imnaer wieder von neuem specielle Falle dieser Randintegrale be- 
tmchten zu miissen, soil Mer fur dieselben die allgemeinste Form gegeben und be- 
handelt werden 


1 . 

G-egeben sei eine Flacbe T" von ahnbcher Beschaffenbeit wie die in art 1 und 2 
meiner eben erwabnten Arbeit gebildete Flache T' Die p Schnitte c und die r nach 
den r Punkten s ffiibrenden Schnitte I seien so gezogen, dass dieselben in der Ordnung 
Cl, Ca, , aufeinanderfolgen, wenn man ihren gerneinsamen Mundungs- 

punkt positiv (d. h umgekehrt wie der Zeiger einer Uhr) umkreist Die in den er- 
wahnten Artikeln getroffenen Bestimmungen und gewahlten Bezeichnungen lasse man 
sammtlich ungeandert bestehen, und fuge die folgenden neu hinzu. Den gerneinsamen 
Mundungspunkt der drei Schnitte a,„ c,, bezeichne man funffach als g_,„ 

jenachdem man sich in dem emen oder andern der funf, von den drei Schnitten dort 
gebildeten Wmkelraume befindet Den gerneinsamen Mundungspunkt der p Schnitte c 
und der r Schmtte I bezeichne man p + rfach als tIi, ?Ta, • • , Jr, zwar 

als 71,,, wenn man sich auf der positiven Seite des Schnittes c„, als wenn man sich 
auf der positiven Seite des Schmttes befindet. Man scheide dann die sammtlichen 
r Punkte e^, S 3 , , 's, durch r Curven k aus der Flache T” aus, allgemein den Punkt s^ 

durch eine, weder sich selbst noch irgend eine der r — 1 ubrigen Curven k schneidende 



Curve die mdn vun emem Puukte o,^ auf der neiyrativeu Seite des St-huitter! durth 
die Flache T' um den Puiikt ?, heium zu deni, dem Punkte a.^ entsprechenden 
Punkte auf der pooitiven Seite von ?„ zielit Dei Punkt a„ und die Gestalt der 
Cuive Aj seien zunaelist so gewalilt, daiss die&elbe. wenn e, ein Verzweigungspunkt ist, 
keinen tveitern Verzweigungspunkt der Flache T \ da^s dieselbe daaegen, wenn e,, kein 
^ erzweigungspunkt ist, uberhaupt keinen Verzweigungspunkt mit dem Punkte a,, zu- 
sammen einschliesst und ferner so, dass wenn der Punkt im Endlichen liegt, die 
Punkte der Curve Aj, alle denselben Abstand vom Punkte a,,, wenn dagegen der Punkt a^ 
im Fnendlichen liegt, die Punkte der Cuive A^ alle denselben Abstand vom Punkte 
^ = 0 haben. Diesen Annahmen gemass wird also die Curve A^,, wenn e„ ein »• — Ifacher 
Verzweigungspunkt ist, sich j^-mal kreisformig um den Punkt a„ winden mussen, um 
vom Punkte zum Punkte zu gelangen, dagegen nur einmal. wenn kein Ver- 
zweigungspunkt ist. Bei der Curve k„ nenne man die dem Punkte a^ zugewandte Seite 
die mnere, die andere die aussere, und das, durch diese Curve aus der Flache T" aus- 
geschiedene, den Punkt a„ enthaltende Flaehenstuck 
die Umgebung des Punktes a,, Denjemgen Theil 
des Schmttes l^, der sich von dem gemeinsamen 
Mundungspunkte aller Schnitte c und I bis an die 
Curve erstreckt, nenne man Die neue Flache, 
die aus der Flache T" durch Ausscheidung der « 

Punkte a vermittelst der Curven A entsteht, und 
die ebenfalls einfach zusammenhangend ist, bezeichne 
man als Flache T* Derselben fehlen Flachentheile, 
die der T” angehoren. Ihre Begrenzung wird ge- 
bildet von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c, I' 
und von den ausseren Seiten der Curven A Langs 
dieser Begrenzung markire man die positive Eichtung 
des Durchlaufens durch Pfeile. Man bemerke, dass 
dabei die aus T” ausgeschiedenen, nicht zu T* ge- 
horigen Flachentheile, oder, was dasselbe, die Punkte a negativ umlaufen werden. 
Die nebenstehende Figur veranschaulicht eine solche Flache T*. 

Zugleich mit der ursprunglichen Flache T" seien gegeben zwei Functionen 
der complexen Variable 2 = x i-yz, co die eine, co die andere, mit folgenden Eigen- 
schafben. Mit Ausnahme der r Punkte a sollen die Funktionen in der ganzen hbrigen 
Flache I” allenthalben einwerthig und stetig sein In dem Punkte (^ = 1,2,- r) 
sollen (0 und o' unstetig werden, und zwar in der, durch endhche Ausdrueke von 
der Form 

P-B, 1 



28 



21S 


Anhang III 



T ^ 

■ r"^c ’ 


-J- L' — 


resp cliaracterisirbaien Art, so dass die Differenzen co — cpi,(r^) und co'—cp^i)^ fur den 
Punkt stetig bleiben. In diesen Ausdmcken bezeicbnen die L und L' Constante, 
und ganze Zablen; bat die im art 2. meiner erwabnten Arbeit angegebene 
Bedeutung, und es muss fur den Fall, dass em y — Ifacber Yerzweigungspunkt ist, 
nocb der Wertb von in einem Punkte der Umgebung von festgesetzt sein (was 
auf V Weisen gescbeben kann), dann ist fur die gauze Umgebung von £„ einwerthig 
bestimmt. Die Werthe von co, co' in je zwei entsprecbenden Punkten auf der positiven 
und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Scbnitte a, b, c, I gebildeten Be- 
grenzung der Flacbe T", die man durch co'^ und co~, co'^ und co'~ bezeicbne, sollen in 


der Weise verknupft sein, dass allgem ein fur v 

2, > Pi ^ 2, 

langs ci, { CO+ = A, co~ + Ay, 

co'^ = AyCo~ + AC, 

langs by{co^ = Byco' + B'y, 

co'"*" = By(o~ + B'C 

langs c, { CO'*' = CO + Jy, 

co'"*" = co'" -f- Ay, 

langs Zj { co"^ = co" — 2m L^, 

co'^ = co~— 2m L'^, 


wobei die A, A, A, A', JB, B, B', B”, J, A Constante bezeicbnen, und die 2^ Producte 
AA't = 1,'2, ■ , p) sammtlicb den Wertb 1 besitzen sollen. Punctionen co, oj' 

mit diesen Eigenscbaffcen kann man, nebenbei bemerkt, in unbegrenzter Anzabl erbalten 
durcb Integration von in T einwertbigen Punctionen der Variable s, die fur eine end- 
licbe Anzabl von Punkten in T' unendlicb von angebbarer Ordnnng werden und beim 
Ueberscbreiten der Scbnitte a, h constante Pactoren annebmen. Der speciellere Pall, wo 
em Unstetigkeitspunkt von co nicbt auch zugleicb ein Unstetigkeitspunkt von co ist, 
Oder wo eine der Punctionen oder aucb beide allentbalben endbcb sind, ist in dem 
obigen allgememen Palle mitentbalten, insofern als fur jede der Constanten L, L' in 
den Ausdrucken cp, <p, obne Storung der weiteren Entwicklungen, aucb der Wertb Null 
zulassig ist. 

Aus den bis jetzt erwabnten Eigenscbaften der Punctionen co, co' ergeben sicb 
durcb bekannte Schlusse die folgenden als secundare. Zwiscben den, in die Grenz- 
gleicbungen (G.) eintretenden Constanten existiren notbwendig (vergl m Arbeit Bd. 71, 
Heft 3, art 1) die 2jp + 2 Eelationen 
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T4-2--r^^X„ = M j=B\ A-1 -4 B~\., 

» = 1 0 = 1 ' 

1 = 1 , 2 , ,7 

M j;- = < ' 4 '= i -’/ .4 - 1 - .i;- B~l . 

T =1 (.=1 ' 

Da die Differenzen w — y,, >„i. w' — (f' Jr, y m dem Punkte stetig sind iind Ijeim Ueber- 
schreiten des Scbmttes ?„ ungeandeit bleiben, so haben dieselben. vrenn man sie fur die 
Umgebung des Punktes als Functionen von i,, betracbtet, bis zu einem endlicben 
Modul von den Character einverthiger und stetiger Functionen der complexen Tanable 
Z=>q- Setzt man also fur die Umgebung des Punktes idem inimer der Werth 1-^=0 
entsprichtj 

(0-% = Wq ('> q)’ - % <i'q) = ¥q ^ 

so lassen sich die Functionen J bis zu emem endlicben Modul von darstellen 
dnrch Eeihen von der Form 

^q q) ~ ^qO ^ql^ q~^ ^q 2 ^ q q ~i~ • 

(^f) = + 4^4 ^ 4»4 + ’ 

■wobei die c, c' Constants bezeichnen. Nach den uber die Curve vorher getroffenen 
Bestimmungen kann man dieselbe als mit all ihren Theilen in dem Gebiete liegend 
ansehen, fur das die obigen Eeihenentwicklungen gelten. Es werden also co und oj in 
dem, durch die Curve aus T" ausgesehiedenen Flachenstucke und auch noch auf der 
Begrenzung k^ desselben dargestellt durch 

" = 9 ? (^?) + (»>)» = ¥9 ¥9) + ¥9 ¥9)’ 

wobei (p, cp , 'ip, yj die aufgestellten Eeihen bezeichnen 

Nach diesen Vorbereitungen betrachte man das Integral 

+ 

(odco, 

R 

ausgedehnt in positiver Eichtung durch die ganze, aus den beiden Seiten der Schnitte 
a, I, c, I' und den ausseren Seiten der Curven k bestehende Begrenzung B der Flache T*. 
Da die Functionen co, co in der Flache T* allenthalben einwerthig und stetig sind, in- 
dem diese Flache die r Punkte e nicht mehr enthalt, so hat nach bekanntem Satze 
das obige Integral, ausgedehnt uber die ganze Begrenzung dieser Flache, den Werth 
NuU. Dasselbe 1st aber auch gleich der Summe der Integrate, die erhalten werden, 
wenn man der Eeihe nach tiber die einzelnen Begrenzungstheile integrirt. Die Aus- 

fuhrung dieser Integration hefert zwischen den Oonstanten, die das Verhalten der beiden 

28 * 




220 


Anhang III 

Functionen cw, co' an cler Begrenzung von T" unci in den Unstetigkeitspunkten s ckaracte- 
risiren, eine merkwurdige Relation^ deren Herleitnng cler Zweck der vorliegenden 
Arbeit ist. 


2 . 

Das Integial J kann man zunachst in zwei Integrale iincl J„ zerlegen, von 
denen das erste sich auf das System cler Scbmtte a, I, c, das zweite sicb auf das System 
der Scbmtte 1! und cler Cnrven I beziebt. Das Integral kann weiter als Summe 
von p einfacberen Integralen 8^ (?' = 1 , 2, , p) aufgefasst werclen, von denen das dem 

Index V entsprecbende in cler Ricbtung der Pfeile uber den Tbeil der Begrenzung der 
Flacbe T* zu erstrecken ist, dei von den beiclen Seiten cler drei Scbmtte a,, c, ge- 
bildet vvird. Das Integral dagegen kann als Summe von '> einfacberen Integralen 
(^ = 1,2,- ,i) betracbtet werden, von denen das dem Index q entsprecbende m cler 
Eicbtung der Pfeile uber den Tbeil cler Begrenzung cler Flacbe zu erstrecken ist, 
der von den beiclen Seiten des Scbnittes und von cler aussern Seite der Curve 
gebildet wird. Da ferner bei cler Ausfubrung des Integrals 8,, langs jedes der drei 
Scbnitte a,,, c, zweimal integrirt wird, einmal auf der positiven, das andere Mai auf 

der negativen Seite, und die Ricbtung der Integration auf der negativen Seite immer 
genau entgegengesetzt ist der Ricbtung der Integration in den entsprecbenden Tbeilen 
auf der positiven Seite, so kann man die beiden, auf die positive und negative Seite 
bezugbcben Tbeile von 8, durcb Zusammenfassen correspondirender Elemente m ein 
emziges Integral vereinigen, das nur uber die positive Seite zu erstrecken ist. Die- 
selbe Betracbtung ist anwendbar auf denjenigen Tbeil von T^, cler sicb auf die beiden 
Seiten des Scbmttes beziebt, man erbalt so scbliessbcb: 

0 = J= J^-\- J^, 
f {(o^doj* — o}~d(o~], 

r = l ’' = 1 V , ‘ 

[(a^dco'^— o}~dtt}'~] r CO dco'^, 

wobei also jetzt das Integral 

8,=f {co^dco'+-co-d(o'-} 

[fly, 

einmal uber die positive Seite ernes jeden der drei Scbnitte a„, 5„, c, von Anfang bis 
zu Ende in der Ricbtung der Pfeile zu erstrecken ist, und ebenso das, als Tbeil von 
auftretende Integral 
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I — C'j (If) j 

r 

einmal uber die positive Seite des Scllllltte^ ion Aiifang bis zu Ende in dei Richtun^ 
der Pfeile zu erstreckeu ist, wahrend zugleich cr, or die Weithe der Function oi in 
zwei entsprechenden Begrenzungspunkten. dcu'*. (lo)~ die Aenderungeu bezeiclinen. die 
03 ~ und 03 ~ gleichzeitig erleiden, wenn man auf emem der S<hnitte f/,, h,. c, oder m 
der Eichtung. die die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben. sick fortbewegt. 
Das Integral /S' soli zunachst berechnet werden. 

Aus den, unter (G.) aufgestellten Grenzbedingungen ergeben sich, mit Beruck- 
sicktigung der Gleickungen = 1, 5,5,,= 1, die folgenden Eelationen- 


langs a, [doA = A,flo3'~, o3'^dco~ = 03~du3~ + J[^do3~, 

langs h, [dco'’*' = B^clo3'~, u3^(lo3'~' = O3~(lo3'~ + B\d(o'^, 

langs { d = d o'", to^rZ aj'"'’ = 03~dco~ + J^d 


Eutnimmt man aus diesen Gleickungen die Wertke der Differenzen 

{co'‘'fZa>''^ — a3~do3'~], 

ausgedruckt durck dco''*' allein, und fiikrt dieselben in das Integi’al S, ein, so folgt: 


S= Xfdo3'+ + B', f dw* + J,f dco'- 

at ct 


Em Durcklaufen der ganzen positiven Seite des Scknittes a, in der Riektung der Pfeile 
fukrt nun, nut Rucksickt auf die Eigur, vom Punkte zum Punkte s,, ein Durck- 
laufen der ganzen positiven Seite des Scknittes &, m der Riektung der Pfeile vom 
Punkte t, zum Punkte r,, endlick em Durcklaufen der ganzen positiven Seite des 
Scknittes in der Riektung der Pfeile vom Punkte s, zum Punkte ti,. Bezeicknet man 
also den Wertk der Function co' m irgend einem Punkte yS der Begrenzung abgekurzt 
durck (Op so ergiebt sich 

/S', = X {(o',- co'j + r; oj;j + 4 (co'^- 

In Polge der Grenzbedmgungen ((?.) sind die Werthe der Function co in den 
vier Punkten g,, r,, s,, Z, nut dem Werthe der Function co' im Punkte verknkpft 
durck die Gleickungen _ 

a)j,= "r,= -6,0)^,+ K J 


C0'^= 4cOr,+ + X'j 

(o't^ = = 3lyBy03p^+ By All F B^^. 
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+ 

( 3 .) J coda}' ^ [X„ 00 In + (Mf' + hi r - L^Jw' ^ 

Setzt man hier far den mit dr„ multiplicirten Quotienten der Grossen co' and die 
betreffende E.eihenent\vicMung, so liefert die Integration derselben 




r 



XI n, 


^^0 



indem die, zwiscben den Grenzen a und r genommenen Integrals aller ubrigen Glieder 
der Reihe verschwinden. Futirt man den gefundenen Wertb in (3.J ein, und setzt 

M^ = - Lfy, + x; = - iVf , 

so folgt 

+ 

(4.) J'wdoo' = [Xjco' hi — N^) hit^-Y r 

b 

und hieraus ergiebt sich nacb einfacber Reduction, unter Berucksicbtigung der Gleichungen 

]Jn = \ln + 2 jt«, a}„^ = + 27r^X' , 

endlich 

(5.) cod(o'= — 'IniL^co'y^ — 2m(M^ — -t- 27i^L^L'^. 


Setzt man nun fur die beiden Integrate, deren Summe oben mit T^, bezeichnet 
wurde, die gefundenen Werthe ein, so erhalt man scbliesslich: 

T„ = — 2mL^a}x^ — 2ni{M^—N^ + 2n^L^L'^. 


4 . 

Fubrt man in die Gleichung des art 2. 




Q = J = 'ST, 


<1=1 


an Stelle von Sy und die gefundenen Werthe ein, so ergiebt sich 


V =1 (>=:1 €> = 1 


Die in diesem Ausdrucke noch vorkommenden Werthe der Funktion to fur die j? + r 
Punkte 71 und X erschemen in Folge der Grenzbedingungen ((?.) und der, ilber die 
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Aufeinanderfolge der Schnitte c und I gemachten Annahmen verkntpft durch die jj + 1 
Grleichungen 




-2-iiL\, , 03x^_^ — coj^= -27iiL'^_u 


= - 27iiL',. 


Di'flckt man. nun aus diesen Gleichungen die sammtlichen p r Functionswerthe durch 
den einen co',^ aus, indem man von der letzten Gleichung ausgehend successive bis zur 
ersten aufsteigt, setzt femer zur Abktirzui^ 

-2jrii^ = 4+g, -2niL'„^ p + r = q, 

und berucksichtigt die beiden ersten Gleichungen (Gr.), die unter Anwendung dieser 
Abkurzungen sich schreiben 

1=2 

^^.=0, ^4 = 0, 

j' = l y=l 

so folgt 


und durch Einfahniug dieses Ausdruckes erhalt man schliesslich die gesuchte Relation 
in der Form: 

0 

1=1 ^ = 1 (> = 1 

+ -f- 

+ +^^4 + +^2) 

+ -^3-1 (^^-1 + ^5) + 7 

wobei also zur Abkiirzung gesetzt ist* 

0, = 

“1" “l” 2-Z/^2C^2 • H" 

^ Zj^C^q H" "f* • * H” 

((> = 1,2,.. ,r){4+^ = -27rii^, = + n 

Sind die Functionen co, m' beide allenthalben endlich in oder T\ so baben 

29 
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Ankang IH Ueber ein Randintegral 


die Constanten L, L' sammtlich den "VVerth Null, und es ergiebt sicb dann aus der 
obigen, alle Falle umfassenden Formel die speciellere: 

0 = f(o dco = ^ C7, -i- (-/i -T -T -h jip) 

R »=i 

{^2 + ^3 + "b ^ j 
+ -r -Jp) -b -dp-dp . 

Vertauscht man in dem links stebenden Integrale die beiden Functionen w und co, so 
hat das dann entstehende Integral ebenfalls den Werth Null. Die Vertauschung von 
£0 und co' zieht aber auf der rechten Seite der obigen Gleichung eine gleichzeitige 
Vertauschung von A, und A„ und B,, X und A',, B[ und B", J, und X nach sich. 
Ma.n erhalt so fur diesen Fall die folgende Eelation. 

0 =Jf {aa:b:-b,b':x-x{ak+a:,)} 

+ + .^4 + + 

"b + + — 1"^) 

+ + ApJp, 

die von der vorhergehenden sich nur duxch die Form unterscheidet, mdem mit Hulfe 
der Grleichuugen ((x'.) die erne leicht in die andere ubergefuhrt werden kann Fur 
manche Untersuchungen ist die letztere Form vorzuziehen. 

Wurzburg, im November 1869 




Yierte Abhandlung. 

Ziir Integration der Differentialgleichnng + = 


Journal far die reine and angewandte Mathematik , Band 73, Seite 340 — 364 


Em fimdamentaler Satz der Functionentheorie lautet: 

,,Bezieht man die Punkte emer Kreisflache durch Coordmaten x, y auf em recht- 
winkliges Coordinatensystem, so existirt zu dieser Kreisflache immer eine und nnr eine 
reelle Function u der Coordinaten x, y nut folgenden Eigenschaften: 

I Die Function u ist fur die ganze Kreisflache, den Band embegnffen, eine einwerthige 
und stetige Function des Ortes Oder Punktes » y und stnmnt am Rande vollstandig 
mit einer fOr den Band willkurlich angenommenen, langs des Bandes allenthalben 
stetigen Function uberein. 

n. Die sammtlicben Derivirten der Function u von angebbarer Ordnung sind im Innem 
der Kreisflache, d. h. bis in jede endliche Nahe zum Bande, einwertbig und stetig, 

und die zweiten Derivirten genilgen der Gleichung = 0.“ 

Das bekannte Verfahren, dessen man sich bei mathematisch-physikahschen Unter- 
suchungen bedient, um eine Function u mit den erwahnten Eigenschaften zu erhalten*), 
beruht auf der unbewiesenen Voraussetzung, dass jede einwerthige, stetige, reelle, und 
mit der Periode penodische Function f{(f) des reellen Argumentes (p sich fiir jeden 
Werth des Argumentes cp durch eine PbMiiersche Beihe darstellen lasse. Nur fur den 
Fall, dass die Function f{(p) auf der Strecke von -n bis i-n nicht unendlich viele 
Maxima und Mimma. besitzt, hat Dirichlet (d. Journal Bd 4) diesen letztgenannten Satz 
bewiesen, und die Dntersuchungen von Biemann in der Arbeit: „Ud)er dte DarsteUbar- 
hett einer Fmctwn durch erne tngonometrische Beihe“, wie manche wichtige Aufschlusse 
hber die zur Darstellbarkeit erforderlichen Bedmgungen man ihnen auch verdankt, haben 
dennoch gerade for diejenigen Functionen, die unbeschadet der Stetigkeit unendlich 

*) Vergleiclie z B ^^Bas Btrichletsche m setmr Anwendung auf die Biemannschen Flachen, von 

Ca/rJ Neumann'^ pag. 5 u. fig 
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H0rr Hanh'l in einer kiirzlich ersclii0nenen Schrift') aiimnimt, dei Beiveis fur die Dai- 
stellbaikeit Bolcher Functioneii dincli tiigonometrische Eeihen sei von Paeymnn geliefert 
worden, mid znr Bestatigung dieser seiner Ansiclit auf art 10 der oben citirten Piemann- 
schen Arbeit veiweist In dem genannten Artikel hat Tliemann niir hewiesen dass, 
wenn die Function /"ly. durchiveg endlicli hleibt und eine Integration ziilasst , dann die 
Coefficienten dei tngonometrischen Reihe zuletzt unendlich Mem werden, ivomit fur 
die Convergenz der Reihe noch nichts hewiesen 1st. Iin G-egentheile bemerkt Btemann 
ausdruckhch, mit Rucksicht auf die vorangegangene Untersuchung im art 9 , dass in 
diesem Falle die Convergenz der Reihe fur einen bestimmten Werth von <p nur ahhange 
von dem Terhalten der Function f((p) in unmittelbaier Nahe dieses Werthes Und in 
der That muss man, um uher die Convergenz entscheiden zu konnen, sei es dass man 
sich dazu des im art. 9 unter HI. gegebenen Satzes oder anderer Methoden bedienen 
Avill, fiber das Terhalten der Function auch ■wenn sie allenthalben stetig 1st, noch 
weitere einschiankende Toraussetzungen treflfen. Eine solche Voraussetzung wurde z. B 
die setn. dass die Function f{(f) fur jeden Weiih cp einen endhchen Differentialquotienten 
besitzt, Oder die von Herrn Ltiyscliits in semer Arbeit uber denselben Glegenstand 
(cl. Journal Bd 63 , pag 296 — 308 j gemachte Annahme, dass der absolute Werth von 
y(^ mit positivem, abnehmendem d schneller abnimmt als erne positive 
Potenz von d, multiphcirt mit einer endlichen Constanten. Die Darstellbarkeit einer, 
nur der Bedingung der Stetigkeit unterworfenen Function f{(p) durch erne tiigonometrische 
Reihe 1st also bis jetzt noch mcht hewiesen, und es kann folglich auf diese Annahme 
auch kem Beweis des im Anfange ausgesprochenen Satzes gestutzt werden 

Zu den nachstehenden Betrachtungen fuhrte mich die Vermuthung, dass die 
Unmoghchkeit, den obigen Satz allgemem zu beweisen, sobald man fur die bekannte 
Reihenent'wicklung aufstellt, die auf dem Rande der Kreisflache m eine JPownersche 
Reihe ubergeht, lediglich in der gewahlten Ausdrucksform diren Grnind babe. Wenn 
man von emem Ausdrucke fur u veiiangt, er solle auf dem Rande selbst, seinem Werthe 
nach, mit einer fur den Rand willkurlich angenommenen Function uberemstimmen, so 
verlangt man eben zu viel. Es wurde vollkommen genugen, wenn man von einem 
Ausdrucke in a?, y, der die ubrigen fiir u aufgestellten Eigenschaften besitzt, zeigen 
konnte, dass sein Worth, wenn der Punkt x, y sich einem Randpunkte unbegrenzt nahert, 
ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen den Werth convergirt, den die fur den Rand 
willkurhch fixirte Function m dem betreffenden Randpunkte besitzt. Zur Durchfuhrung 
dieser Untersuchung kann man die eben erwahnte Reihenentwicklung fur u, die nach 


„ Untersuchimgm ubet die unendlich oft oscilhrenden umd wnstetigen Fu/nctionen^ pag 15 und pag 
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steigenden Potenzeii des Radius vectors foitschreitet. nicht beuutzen, dagegen Itihrt die 
Anwendung emer auclem, durch Summation der genannten Reilie entstehenden und 
schon von Herm C. Xeumann ''d Journal Bd 50 pag 364) aufgestellten Ausdiucksfoim 
zu dem gewunschten Ziele und damit zu einem strengen Bevreise des ausgesprocheiien 
Satzes. Dies zu zeigen, ist dei Zweck der folgenden Seiten Ich habe mich daliei nicht 
auf den Fall beschrankt, wo die fur den Rand gegebene Function allenthalben stetig 
ist, sondem auch gleich den Fall mit bemcksichtigt, wo dieselbe erne endhche Anzahl 
von Stetigkeitsunterbrechungeu, hervorgerufen durch sprungweise Aenderungen um endhche 
Grossen, besitzt Die Dntersuchung dieses letztern Falles lasst zugleich den innem Grand 
erkennen fur die merkwurdige Erscheinung, dass eine convergente Fmnet%th.% Reihe, 
die eine Function f(cf) darstellt, fur diejemgen Werthe a von cp, fur die f{(f) springt, 
den Mittelwerth aus den Werthen f(a — 0) und /‘(a-fO) hefert. Andere Falle bleiben 
hier ausgeschlossen; dagegen habe ich mit der obigen verwandte Fragen in den Kreis 
der Untersuchung eingeflochten 

Schhesslich bemerke ich noch, dass mir wahrend der Ausarbeitung dieses Auf- 
satzes eine, im XV. Jahrgange der Vierteljahrsschrift der FTaturforschenden Gesellschaft 
in Zurich fpag 113 — 128) unter dem Titel- „Uebet die Megxihon de) paiiiellen Diffemdial- 
gleicJmng = 0 fui die Flaclie eines Kieises' erschienene Abhandlung des Herm 

E A. Scliwars zukam, m der der Verfasser, unter Anwendung derselben, oben erwahnten 
Ausdracksform fur u, ebenfalls emen Beweis des zu Anfange aufgestellten Satzes geliefeid; 
hat. Da im Uebrigen meine Untersuchung, sowohl durch den Gang des Beweises als 
durch die angewandten Methoden, sich wesentlich von derjenigen des Herm Scliuaie 
unterscheidet, so habe ich ihre Veroffenthchung nicht fur uberflussig gehalten. 

1 . 

In einer Ebene sei ein Kreis vom Radius i? gegeben (s. d. Figur) Den Mittel- 
puiikt 0 desselben nehme man zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems und wahle die Axen A, Y so, dass die Richtung 
der wachsenden Abscissen die Richtung der wachsenden 
Ordinaten zur Linken hat Mit x, y bezeichne man die 
rechtwinkligen Coordinaten irgend eines Punktes P der 
Ebene, bezogen auf das System X, Y, mit r, t die Polar- 
coordinaten desselben Punktes, bezogen auf den Ponkt 0 
als Pol und die A-Axe als Polaraxe. Der Winkel t werde 
wachsend gezahlt bei emer Drehung des Radius vectors t 
von der A-Axe durch den ersten Quadranten zur T-Axe. 
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Einen beliebig gewahlten Punlct O' clei Ea-eisperiplierie. clessen rechtwinklige Coordmaten 
(f. h, des-en Polairoordinaten it, a seien, nehme man zum Anfangspunkte ernes neuen 
reclit'W'inkligen Coordinatensystems , i Die i -Axe soil durch. den Punkt 0 geben, 
und O' 0 soil die Eichtung der Tvachsenden Ordinaten sein Die 5'-Axe wird dann im 
Punkte OJ Tangente zum Kieise sein, und die Kichtung der wachsenden Abscissen soli 
die schon tixirte Eichtung der wachsenden Ordinaten zur Eechten haben. Mit x, y 
bezeichne man die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf das neue System, mit t 
die Polarcoordinaten desselben Punktes, bezogen auf ein Polaicoordmatensystem, dessen 
Pol der Punkt O', dessen Polaraxe die X'-Axe ist. Dei Winkel r weide wachsend 
gezahlt bei emer Drehung des Eadius vectors ^ von der X'-Axe durch den ersten 
Quadranten zur T'-Axe klan hat dann zwischen den vier, dem Punkte P zukommenden 
Paaren von Coordinaten die folgenden Beziehungen: 

re = 1* cos t, a; = n + sin a x' — cos ay, x' =- q cos r , 

y = rsmt, y=h — cos a x' — sina y , 1/' = 9 suit. 

Xach diesen Festsetzungen betrachte man zwei Functionen u und v der Coordi- 
naten t,t, definirt durch die Gleichungen: 


(10 


u 


(p=l- 


(tissl-i-ji 


i \ t ) cos (i — 95) + ?^’ 



2 J?/ sm (t — cp}d(p 

— 2 i2r cos — qp) ^ ^ ^ 


unter folgenden Voraussetzungen. Die Coordmaten r, t sollen einem Punkte P im Innem 
der Kreisflache angehoren, d h r ist kleiner als B vorausgesetzt Das Symbol f{(p) 
soli erne reelle, mit der Periode 27t periodische Function der reellen Yariable cp be- 
zeichnen, die, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl p von TJnstetigkeitsstellen in jedem 
IntervaEe (p (p + ^n, emwerthig und stetig ist, und deren Verhalten fur die, durch 
die Congruenzen 

q> = c^ (mod 2n), (p = c^ (mod 2n), • <p = Cp (mod 27i) 

festgelegten TJnstetigkeitsstellen charactensmt sei durch die Gleichungen: 

f{c,+0) - f{c,-0) = f(c,-i-0) ~ f(c,~0) = , /’(Cp+0) - f{c^-0) = Jij,, 

wobei , Tip irgend welche reelle endliche Constante bezeichnen. Im Uebrigen 

Sind der Function f{(p) keinerlei Bedingungen aufgelegt, sie kann behebig oft durch 
Null gehen, sie kann beliebig oft vom Wachsen zum Abnehmen ubergehen oder umgekehrt, 
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sie kann graphisch 'willkiirlich angenommeii tverclen Unter I ist eine Trillkurhclie reelle 
CoastaEte verstanden, tvelcken ^Verth man dem I auch beilegen mag, die Werthe von 
M tmd i werden dadtnxh. nickt beemflusst, da die unter den Integralzeicben Torkommen- 
den Functionen von (p sammtlicb penodisch smd mit dei Periode 2rr. 

In Folge der Bedmgung ; < i? besitzen die unter den Integralzeicben stebenden 
Functionen fur jeden Wertb von cp einen bestimmten endlicben TTertb. Da sie ausser- 
dem, als Functionen von x, if betrachtet, innerbalb der Kreisflacbe einwertbig und stetig 
sind, aucb die Grenzen der Integrate endlicbe Grossen smd, so folgt zunacbst, dass u 
und i zwei, innerbalb der Kreisflacbe, bis in jede endlicbe Kabe zum Rande, eintvertbige 
und stetige Functionen des Ortes oder Punktes a, y smd. Da femer aucb die ersten, 
nacb X und y genomnienen Diffei-entialquotienten der unter den Integralzeicben vor- 
kommenden Functionen innerbalb der Kreisflacbe einwertbig und stetig smd, so kann 
man die ersten Differentialquotienten von u und v nacb x und y durcb Differentiation 
unter dem Integralzeicben bilden, und erbalt daim, wenn man zur Abkurzung setzt. 

X = 2Rr cos (t—cp) + i?'— 2Rx cos qi — 2Ry sin (p + x^+y“, 

iVj = 2R[(B^-\-x^—y^) cos (p + 2xy smcp — 2Rx], 

= 2i2[(i2 ®— sin (p + 2xy cos 9 ) — 2By], 



(p—l — 7t (p = l — 7t 


Die ersten Derivirteii von u und v nacb x und y smd also im Innern der Kreisflacbe 
ebenfalls aUentbalben einwertbig und stetig, und da zudem zwiscben ibnen die Rela- 

tionen: ~ ^®steben, so zeigt sicb u-\-vt als erne Function der complexen 

Yariable x + yi, die mit ibren sammtbcben Derivirten von angebbarer Ordnung mnerbalb 
des Kreises aUentbalben einwertbig und stetig 1st Es ist damit zunacbst bewiesen, 
dass der Ausdruck u, wenn man die Bewegung des Punktes P auf die Kreisflacbe mit 
dem Radius R bescbrankt, eiue reelle Function der Coordmaten x, y darstellt, die mit 
ibren sammtbcben Derivirten von angebbarer Ordnung im Innem der Flacbe, d. b. bis 
in jede endlicbe Nabe zum Rande, aUentbalben einwertbig und stetig 1st, und deren- 

zweite Derivirte der Gleicbung |p + |p = 0 genugen. 
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Es soil jetzt welter untersucht werden, wie der Ausdruck u sich verhalt, wenn 
del Pimkt P dem Eaiide der Kreisflache naher tmd naker ruckt: ob dann der Wertb 
Ton u sich. einer festeu C-lrenze nabeit, oder ob etwas davoB Yerscbiedenes stattfindet. 
Zii dem Ende konnte mau untersuchen, was aus dem Integrale u wird, wemi bei 
constant bleibendem t die Yanable i sich wachsend dem Werthe B nahert Es wmi-de 
dies dem Falle entspiecheu, wo der Punkt B sich einem fasten Punkte O' der Penphene 
in der Richtung des Radius 00' nahert Das Resultat konnte unter Umstanden ein 
anderes werden, wenn der Punkt P sich dem Punkte O' m einer von 00' verschiedenen 
Richtung naherte Urn also gleich den allgemeinsten Fall zu untersuchen, wo der 
Punkt P in einer beliebig angenominenen Richtung zum Punkte O' geht, indein nur 
auf diese Weise der Gharaktei der Function w fur den Randpunkt O' klar erkannt 
werden kann, fuhre man in dem Ausdrucke u an Stelle von i und t die Coordinaten 
^ und T, von dem Punkte O' als Pol aus, ein Durch passende Wahl von r zwischen 

0 und n, die Grrenzen selbst ausgeschlossen, kann man dann fur das Heranrucken des 
Punktes P zum Punkte O' jede zulassige Richtung fixiren, und das Heranrucken selbst 
wil’d bewirkt, indein man das immer positive q unter jede Grenze sinken lasst. 

Zunachst geht nun der Ausdruck u durch Einfuhrung von q und r uber in: 

s L /* // I ^2i?p siny — 

^ sm-rj [1 — ' COS — c^l] + ^ Sin (gj — a) -f- 

(p=il—7t 

Setzt man dann, da der Werth yon u von dem Werthe der Constante I unabhangig ist, 

1 — a, und zerlegt das Integral zwischen den Grenzen a — n und a-\- n in zwei neue 
Integrale und von denen das erste die Grenzen a — n und a, das zweite die 
Grenzen a und a + jr besitzt, fuhrt femer in dem Integrale eine neue Integrations- 
vanable ein durch die Substitution 95 = a — 9 )^ , ebenso in dem Integrale erne neue 
Integrationsvariable durch die Substitution (p = a-\-(p^, so erhalt man schHesslich, 
wenn man in den Endresultaten bei cp^, cp^ einfach die Indices unterdruckt und zur 
Abkurzung ■^ = ^ setzt 



- <1 + 



n 

0 

(2% smr — 9c®)(2qp 


— 2?c sm r) (1 — cos qp) — 2 x cos t sin qp ’ 


■it 

= 2^//“(“+9’)(2 

(2x sin X — A®)i:Zqp 


— 2?csin'r) (1 — cos qp)-|- 2?ceosT sm qp + 


0 


(3.) 
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Mag nun die Function/’'''^; fCir (p = a erne Unterbrechung der Stetigkeit ei’leiden 
Oder nicht, immer lasst sicb eine positive Zahl 2y kleiner als angeben, so dass in 

den beiden Intervallen von <p = a — 2'y bis (f = a-0 und von ^ = a + 0 bis 9 = c -f- 2/ 
die Function /(y) stetig ist Zerlegt man daiin ein jedes der beiden Integi’ale und 
ill zwei neue, von denen das erste die Grrenzen 0 und 2y, das zweite die Grenzen 2y 
und 71 besitzt, setzt femer zur Abkurzung: 


(4-J 


Q- 


2y sinr — -jc® 


1 (2 — 2 /t sin rj (1 — cos qp) — 2 x cos t sin qp + ’ 

2 X sm r — y® 


^2 (2 — 2* 


(2 — 2 y sin -rj (1 — cos 9) -j- 2 ?t cos t bid. q> x^ ^ 

2y 7t 

y/ Q id(p = yJ = 

0 2/ 

2 / rt 

yJ Q2<^<P = yJ ^2 = '^3 (Z. t), 


und berucksichtigt, dass die Grossen und ibr Zeichen nicht wechseln, wie auch 
(f, x und T variiren mogen, indem die Nenner dieser Ausdrucke in der Form 

(2 — 2x sin r) (1 — cos (p) ± 2x cos t sin y + x® = [^2 cos r sin + x cos^J^+ [(2 sin r— x) sin -Ij" 


enthalten sind, ihr gemeinsamer Zahler 2xsinT — x® dagegen fiir jeden Punkt P im 
Innem der Kreisflache positiv ist und erst auf der Peripherie den Werth Null erh^lt, 
so folgt, indem man bekannte Satze aus der Theorie der bestimmten Integrale anwendet, 

= Y ~ '^1 O '’ 

= Y ^ 2 (f, X, r) f(a + 2e^y') + -1 J,'(y, x, t) 


(5) 


wobei 0^,02 zwei reelle Zahlen bezeichnen, die den Bedingungen 
genhgen, M^, zwei reelle Zahlen, die den Bedingungen G 

unterworfen sind, wenn K den klemsten, G den grossten unter all den Werthen be- 
deutet, die /(^) uberhaupt annehmen kann. TInd man mag noch bemerken, obschon 
dies durch die Bezeichnung nicht hervorgehoben wurde, dass bei festangenommenem a 
die Werthe der Zahlen 6^, 6^, von den drei Grdssen y, x, t abhangen, dass aber 

bei jeder zulassigen Wahl von y, x, r die eben aufgestellten Grenzen fur die 6 und M 
unveranderlich bewahrt bleiben 


P-B, I 


30 
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3 . 


Zur Untersuchung der vier Functionen J^, Jj, Ji ubergehend, kann man 
zunacbst bemerken, dass die beiden letzten sicb leicht auf die beiden ersten zuruck- 
fuhren lassen. Denn da in (?„ tibergebt, wenn man in dem Ausdrucke fur statt r 
die Gri’osse ti — t einfubrt, so hat man dem entsprechend auch 


(6 ) Jjy, X, %) = Ji {)', x,Jt — T:), r) = Ji' (y, x,n — r) 

Man fdhre nun in den Integralen und J[ an Stelle von (p eine neue Integrations- 


W 


, mdem man beruck- 


variable | ein durch die Gleichungen | = — tg-|-, cZ| = — 

sictogt, da^s “-’(t) 

(2*smt — rn \ 7/. 

1 J ^ \2/ (2 swit— 

Y “ 


(4 — 4» sin ^ + ** 


(4 — 4k sm — 4 cos t | -j- 1 ' 


und dass bei dieser Transformation den Werthen 9 = 0 bis ^ = 2y die Werthe | = 0 
bis g = ^ (ien Werthen ^ = 2y bis ^=7 e die Werthe | = bis | = cx) entsprechen 

Es vard dann 


(7.) 


f= 


_ tangy 


g = 0 


(2 smr — 


sm T + I® — 4 cos T i 1 ^ 

r' / . _ I (2smr — %)d5| 

[y, X, "Tj —J (4 — 4KSim;-l-K*)|* — 4cosr|-l-l ’ 




tangy 


und da das unbestimmte Integral der hinter den Integralzeichen stehenden Function 
von ^ dargestellt wird durch 


arc 


tang[- 


(4 — 4;t sin r 4- I — 2 cos r 


■] -f Const. , 


so folgt schliesslich, wenn man zur Abkurzung ^ setzt, und berucksichtigt, dass 

die Grrossen 2 sin r — und 4 — 4x: sin r + x® immer positiv sind, 


( 8 .) 


( 6-, «, r) - «c t* +«<>*« [j^] . 

J.'fe', «, r) - i - arc 


TJnter arctga, bei reeUem Arguments a, ist hier und im Folgenden immer derjenige 
einzige bestimmte, zwischen — y und + y enthaltene Werth verstanden, der entsteht, 
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'wenn man. t?arc tang / = auf diiectem Wege zwischen den Grenzen 0 und a 

integiirt. Fur em x^ositives a und ein ebenfalls positives gelten dann die Formeln: 

arc tg a =-f- - arc tgi, arc tg a - arc tg = arc tg (y^) , 

von denen die z'weite auch fur negatives /3 noch gultig bleibt, tvenn nur l + cyS>0 ist. 

Man nebme nun den Punkt P in dem, durcb die Grosse t fisuten Strahle so 
nabe zum Punkte O' liegend an, dass, wie klein auch y gewablt sei, x kleiner als tg y 
sei. Dann ist, weil tg y < 1, aucb x<l, xn < 1, dagegen « > 1. Unter dieser Yoraussetzung 
ist der Ausdruck (i—ixsmt+xyi — 2 cos r fur jeden Werth von t positiv, denn der kleinste 
Werth, den er bei vanablem t liberhaupt annehnien kann, ist (4 + x-)h — 2]/l + 
und dieser Minimumwertb ist positiv, weil (d + z^w®— 4(l + 4z®?rj = (’16 — 4 
far z < 1 und n>l immer positiv ist. Man hat also stets 


(n \ flrr to- m — + aeosr- l _ ^ T ^sinr — « 1 

\ ^ 1_ 2sinT — * J 2 ° L(4 — 4x sin T -j- it’5 ** — 2cos-cJ 


Bezeichnet femer t einen zulassigen Werth fur r, der zwischen 0 und ^ b.egt, so hat man 

. r 2 cost' n ^ j. r2 SUIT — %~] 

tg = Y - arc tg , 

, r 2 sm r — 1 r 2 sm t'*] i, F 'it, cos t “1 

L- TC0S -7--J = tg tg LiTTTilwJ’ 

und durch Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten eigiebt sich 

/7 \ j r 2 COS r' 1 ts r . ^ , r v cost n 

(P-) tg [, -- ,n7 - d = T - ^ tg L2=YiII7j 

Man erkennt nun leicht, dass diese letzte Formel noch richtig bleibt, wenn t' = y wird, 
und auch noch, wenn man an Stelle von x die Grosse n~x schreibt. Die Formel (J.) 
gilt demnach wie (a) fur jeden zulassigen Werth des Winkels x zwischen 0 und n. 
Berucksichtigt man noch, dass 


arc 


*«[o 


2 sinir 


x»jn -2cos - J - tg [ 2 ^^] = arc tg 


sm ir — %)i cos i; 




„ (4 — 4 X sin t -I- 5c*) n — 2 cos rj L2 — % sin rj LC2 — k sin T:)n — cos r. 

und dass xn durch tgy ersetzt werden kann, so folgt aus den Gleichungen (8.) 

[/,(/, z, r) = 71 - r - arc Ig ’ 


(9.) 


COS y — cos (t — 7 )J 

J'(y, z, x) = arc tg ’ 

und hieraus welter, mdem man x durch n — x ersetzt und die Gleichungen (6.) beachtet, 

P>(r. ’')--'-»rctg[srs:f^±y^], 


(10.) 


= arc tg [Tjzri^ 


2 sm t: - 


sm r -|- 7t*) -j- 2 cos z. 


0 


30 * 
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Anhang IV 


Einfachp Betiachtungen, ■vvi0 sie m d6i Tlipone der Maxiuia und Mmiina vor- 
konnuen. zeigen nun, dasN der Werth des Ausdruckes 


wenn (9, y. n reelle C4rossen bezeichnen, nnd 0<j'<^, a>l ist, immer zwischen den 
Grenzen - und -f- liegt Ebenso leicht ergiebt sich, dass, in Folge der vorher 
uber die Lage des Punktes P getroffenen Bestimmungen, die Differenz 


2 r 2 sin tr — % 

~n L(4 — 4y sin t-\- oc®) n — 2 cos r. 


fur jeden zul^issigen Werth von r zwischen 0 und n positiv ist Berncksichtigt man 
dann noch, dass for jedes reelle positive a der Werth von arctg (± 0 :) zwischen — ■ oc 
tind +a liegt, so ergeben sicb aus den Gleichungen (9) und flO) die Relationen: 


(11) 



T)<7r-T + -1, 


0 < Jiiy, 3C, t) < 


und man erbalt schliesslich, indem man mater zwei reelle Zablen zwischen — 1 
und +1, unter 4 zwei reelle Zablen zwischen 0 und 1 versteht, die Grenzen selbst 
ausgeschlossen: 

X, t) = + = 


( 12 .) 


X, •r) = T + ' 


n 

2eL 


j;{y,X,t) = -^ 


4 . 


Fuhrt man 
so folgt; 

(13.) 


die fur Pi, Pi', Pa, Pa' gefundenen Werthe in die Formeln (5.) ein, 

e-T( ^ + + 


unter der vorher gemachten Yoraussetzung, dass y eine Grosse zwischen 0 und be- 

zeichnet, die so klein angenommen ist, dass die Function f(g}) in den beiden Intervallen 
von (p = a — 2y bis (p — a — O und von <p = a + 0 bis (p = a + 2y stetig bleibt, und unter 

der fernem Voraussetzung, dass x<tg;' ist, wahrend zur Abkurzung n fur ^ geschrieben 
wurde. Die obigen Formeln bleiben also nchtig bei einer Yerklemerung von y von 
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flem fixirten Werthe au&. wenn man nur gleichzeitig auch so weit ahaelimeii lds=:t, 
class z kleiner als tg/ bleibt Setzt man nun tg;' = y, so ist r>l, cla tgy <1, und 

der Bedingung x<tgy wird genugt, wenn man 5 : = ^ setzt: es wire! clann n = v. Da 
femer. well y zwisclien <i und liegt, y<tgy ist, so kann man 

20, 7 = 20 ; tg 7 = ^ , 20, 7 = 20 ;, tg 7 = ^ 

setzen, wobei ()^0i<l, O^ 02 < 1 , indem die Weidhe von 0i, 0, nach Fruherem den 
Bedmgungen 0^0, ^1 genugen Bildet man jetzt durch Addition del Imken 

Seiten der G-leichungen TlS j die Function so folgt bei passender Anordnung 

^ _ 1 ^ A® “ "b ■:7 \f(<^ + 0) — /"(a — 0)] 

a41 . +i^[f{a-!^)-f(a~0)]^^[f(cc+i^)-fU + 0)] 

+ +ejf(c+~)] 

fur V = und, nach dem oben Bemerkten, also auch fiu’ jedes grossere v. Lasst man 

nun, bei constant gehaltenem r, durch fortwahrende stetige Yergrosserung von v die 
Grosse x, also auch q = Bx, stetig kleiner und klemer werden, so entspricht diesem 
Processe geometrisch ein unbegrenztes stetiges Anrucken des Punktes P gegen den 
Begrenzungspunkt O' in der, durch den Winkel r fixirten Eichtung, und es convergurt 
dann, wie die letzte Formel umnittelbar zeigt, gegen die feste Grenze 

(15.) = f{a - 0) + [f (a + 0) - /"(a - 0)], 

denn ma.n kann stets, wie Mein auch eine von Null verschiedene positive Zahl a an- 
genommen werden mag, dazu den Werth von q so klein, oder was dasselbe, den Werth 
von V so gross annehmen, dass die Summe der Grossen, die auf der rechten Seite der 
Formel (14.) in der zweiten und dritten Zeile stehen, fur dieses v und auch fur jedes 
grossere v ihrem absoluten Werthe nach die Zahl a nicht ubersteigt, eineiiei, welchen 
von den zulassigen Werthen r besitzt oder anmmmt 

Gehort nun zu dem Eandpunkte O', dem im ersten Polarcoordinatensysteme die 
Coordinaten r = B,t=a zukommen, ein Werth a von t, fur den die wiUkiirlich angenommene 
Function f keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, so 1 st /"(a + 0) = f (a— 0) ==/■(«), 
und die, durch den Ausdruck u dargestellte Function der Coordmaten x, y des Punktes P 
erhalt dann, wenn P vom Innern her auf irgend erne Weise m den Punkt O' ruckt, 
immer den bestimmten Werth /"(a). Erleidet dagegen die Function f fur den Werth a 
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cle^ Argument es eine Unteitirechung cler Stetigkeit, cl h ist a einem der fruher 
fixirten i> Wertlie nach clem Modul 2rr congruent, so zeigt die Tonnel 115 j, 

dass in dem Falle dei* TTei-th. den die Function u heim Einiucken des Punktes P in 
die Lage O' erhalt, von der Eiclitung, in der dasselbe geschieht, abhangig ist, und zwar 
so, dass zu jeder bestimmten Richtung ein und nur ein bestimmter TVertb von u gehort, 
der sicb mit dem, die Eichtung bestimmenden Wmkel r m dei Weise stetig andert, 
dass die Aenderungen von u den Aenderungen von x proportional sind Durch passende 
Wahl der Eichtung des Einruckens kann man dann fur u jeden Werth erhalten, der 
zwischen /’(a-O) und /’(a + O) liegt, und geht man in der, durch r = -|- fixirten Eichtung 

des Kreisradius gegen den Punkt O, so trifft man dort nut dem Werthe 2 

ein. Der Punkt O' bildet in diesem Falle einen Unstetigkeitspunkt fur die, durch den 
Ausdruck u dargestellte Function, ohne dass darum, wenn man sich die Werthe von u 
durch Ordinaten, die m den entsprechenden Punkten x, y senkrecht auf der Ebene des 
Kreises stehen, reprasentirt dachte, die daduich entstehende, uber der Kreisflache im 
Eaume ausgebreitete Flache irgendwo erne Unterbrechung ihres Zusammenhanges erlitte. 

Damit ist bevriesen, dass immer eine Fimction u existut, die ausser den, schon 
am Ende von art. 1 erwahnten Eigenschaften noch weiter die besitzt, dass sie am Rande 
der Ereisflache vollstandig mit einer fur den Band {r=B, f=t) wiUkurlich angenom- 
menen reellen Function f(t) ubereinstimmt, wenn nur f(t) der Bedingung, langs des 
Eandes allenthalben einwerthig und stetig zu sem, unterworfen 1 st. dass dagegen, wenn 
die Function f(t) die Bedingung dei Stetigkeit in der Weise verletzt, dass sie fur einzelne 
Punkte t = , cj des Eandes sprmgt, dann die Ueberemstimmung nur fur 

die von den c verschiedenen Punkte des Eandes hesteht, wahrend m den Punkten c 
selbst die Function u alle nur moghchen Werthe zwischen den Werthen f(c — 0) und 
/■(c + 0) besitzt. Im ersten Falle, wo f{i) allenthalben stetig vorausgesetzt wird, ist, 
wie Formel (14.) zeigt, die Function u fur die ganze Kreisflache, den Eand embegriffen, 
stetig" im zweiten Falle kann von der Stetigkeit der Function u nur die Eede sein in 
einem Gebiete, das aus der Ereisflache entsteht, indem man die p Punkte c durch 
ebensoviele Kreise, die diese Punkte zu Mittelpunkten haben und deren Eadien endliche, 
im Uebrigen beliebig kleine Werthe besitzen, ausscheidet. 


5 . 

Erne weitere Frage ist die, ob ausser der, durch den Ausdruck v, dargestellten 
Function u nicht noch erne zweite Function, existirt, die die bis jetzt gefundenen 
Eigenschaften von u ebenfalls besitzt: oder ob durch die erwahnten Eigenschaften die 
Function u emdeutig bestimmt erschemt Die Existenz einer zweiten Function, 
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Torausgesetzt, wu'd dann die dnrch fi = u — zo bezeiclineude Differenz der beiden 
Functionen far die ganze Kreisflache, den Rand einbegiiffen. eine einiverthige und stetige 
Function des Oites oder Punktes x. y sem. die am Rande allentbalbeii den Werth !Xnll 
besitzt. In ivelcher Ricbtmig also aucb der Pmikt P in einen Randpunkt (J einrucken 
mag, der zugehorige Weidh yon jx wird stets gegen Xull conrergiren. Damit ist aus- 
drtlcklicb festgesetzt, class fur den Pall, wo die Function u am Rande Unstetigkeits- 
punkte Cj. •• , besitzt, die Function fur diese Punkte in gleicher Weise unstetig 
werden soil wie die Function u. Was femer die Denyiiden yon (x betnfft, so werden 
jedenfalls die ersten und zweiten Deriyirten yon im Innem der Kreisflache, d h 
bis m jede endRche Xahe zum Rande, emwerthig und stetig sein, und die nach x und y 
genommenen zweiten Derivu'ten der Gleichung ^ genugen 

Erne Function fi mit diesen Eigenschaften kann aber, wie jetzt gezeigt werden 
soil, far keinen Punkt im Innern der Kreisflache emen yon Null yerschiedenen Werth 
besitzen. Das Gegentheil angenommen, sei ein Punkt im Innem der Kreisflache, 
fur den die Function fx einen yon Null yerschiedenen Werth besitze. Mit M' be- 
zeichne man den absoluten Werth von mit M" eine von Null yerschiedene fest an- 
zunehmende positive Zahl, die um eine endliche Grbsse klemer als M' sei. Da nach 
der Voraussetzung der Werth von fx durch stetige Aenderiing stets gegen NuU con- 
vergirt, wenn der Punkt P sich in irgend einer Richtung gegen einen Punkt des Randes 
bewegt, so werden die Punkte der Kreisflache, fur die der absolute Werth von fx grosser 
oder gleich M" ist, alle in angebbarer endhcher Entfemung vom Rande liegen. Man 
kann also um den Mittelpunkt 0 einen zweiten, dem ersten concentrischen Kreis ziehen, 
dessen Radius um eine endliche Grosse kleiner ist als B, und der die genannten 
Punkte sanunthch einschliesst, so dass m keinem Punkte auf der Peripherie dieses 
Kreises der absolute Werth von fx die Zahl M" ubersteigt 
Setzt man dann 


0,0 

und beschrankt die Bewegung des variablen Punktes x, y auf diese klemere Kreis- 
flache F’, ohne den, mit K' zu bezeichnenden Rand derselben auszuschliessen, so ist 
[x-{-vi in der Flache F', den Rand einbegriffen, eine allenthalben einwerthige und 
stetige Function der complexen Variable g = x-\-yi, die bis in jede Nahe zum Rande 
und auch noch auf dem Rande K' selbst einwerthige und stetige Dermrte besitzt. 
In Folge dessen hat das Integral 


1 


/ (fjb v%)dz 

-T=T- 


K* 


7 
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ausgedehnt in positiver Kichtung durch die Begrenznng K' von F' immer emen be- 
stiuunten TTerth, wenn nni der Punkt x, y der Ebene, fur den z den Werth z bat, 
nicbt auf K' selbst liegt. Und zwar ist der Werth dieses Integrals bestandig Null, 
wenn der Punkt /. y ausserbalb F' liegt, vrabrend fur eiuen Punkt x, y im Innem 
von F' der Wertb des Integi’als mit dem Wertbe uberemstimmt, den die Function 
fx-^r VI in diesem Punkte besitzt 

Bezeichnet man nun die rechtwinkligen Goordinaten des Punktes mit y^^, 
die Polarcoordinaten mit und den zugeborigen Wertb von z mit z^, so wird jeden- 

falls }\ um eine endbcbe Grdsse klemer sein als weil der Punkt P^ im Innem der 
Flacbe F\ m endlicber Entfemung vom Bande K' liegt Der Punkt y^ dagegen, 

fur den z den Wertb z^ = —e*^‘ besitzt, tvud dann notbwendig ausserbalb F' begen. 

'^1 

Bezeicbnet man nocb den Wertb, den die Function v im Punkte besitzt, durcb N^, 
wabrend der Wertb der Function fi in diesem Punkte scbon vorber durcb be- 
zeicbnet wurde, so folgt, wenn man m dem letzten Integrate an Stelle von / einmal z^, 
das andere Mai z, einfiibrt; 



JC' X' 

Trennt man in diesen beiden Gleicbungen die reellen Tbeile von den rein imaginaren, 
nacbdem man fOr z^, z„ ibre Ausdiiicke durcb Polarcoordinaten eingefubrt, und z durcb 
dz durcb B^ef'tdcp ersetzt bat, so folgt weiter, indem man den Ausdruck 
Pi — 2 Pi»i cos (^1— cp) + r\ zur Abkurzung mit Q bezeicbnet’ 

{F) 

{/‘W-An cos((.-»i)] - ^ [ii... 8 m(i - y)]) , 

— 7t 

(I^-) 

-t-rt 

sm(t^-(p)] + V [P!-Pin COS {t^-(p)]}, 

— 7t 


COS (^1- cp)] - V [Pifi sin (^1 -cp)]}, 

’“-n 


+ 7t 

[An sm (t,- p)] + V [fi- An cos A- 9 )]} . 

— Tt 


Mit Hulfe dieser Gleicbungen kann man die Wertbe und der Functionen fi 
und V fur den Punkt P^ ausdrbcken durcb die Wertbe allein, die die Function fi auf 
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der Integrationscurve K' besitzt Suhtiahirt man namlich die Gleichimg {IL\; ron (l\i 
nnd addirt die Gleichung zu (T ■, beiucksichtigt auch, dass die Function r im 
Kreisinittelpuiikte fi, 0 den ATerth Xull besitzt, so zerstoren sich die Terme nnter den 
Integialzeichen, in denen v vorkommt, uud man erhalt scMie&slich . 

Y* 1 ^ sin 

2^ J JRl — 2i^j7iCos/^i — 

Die erste dieser beiden Gleichuugen zeigt, dass zwischen dem Werthe JLQ, den 
die Function im Punkte besitzt, und den Werthen von fi am Eande K' von F' 
ein bestimmter Zusammenhang besteht. Aus dieser Gleichung sollen jetzt weitere 
Schlusse gezogen werden. Da den fruher getroffenen Anordnungen gemass der absolute 
Werth von fj, in keinem Punkte der Integrationscurve K' die positive Zahl M" uber- 
steigt, auch der Factor, mit dem unter dem lutegralzeichen auf der rechten Seite 
der in Eede stehenden Gleichung multiplicirt erscheint, wahrend der Integration sein 
Vorzeichen nicht andert, sondern, da >\< ist, stets positiv bleibt, so folgt aus der 
obigen Gleichung, unter Anwendung eines Satzes von CamJiy, 

_ El ^ nr ^ El r 

251! J i2f — 2JJiJ,cos(i, — q3) + )f = 2* J iff — 2 jBi?j COs(t, — + ’ 

— jr — 7 t 

und hieraus endlich, nach Ausfuhrung des bestimmten Integrals 

Dieses letzte Eesultat steht aber im Widersj)ruche mit Fruherm, wonach die 
positive Zahl M." endhch kleiner als der absolute Werth M' von gewahlt war, 
unter der einzigen Voraussetzung, dass der Werth den die Function fi im Punkte 
besitzt, von Null verschieden sei. Die einander widersprechenden Ergebnisse, zu denen 
diese Yoraussetzung gefuhrt hat, beweisen ihre Dnnchtigkeit und damit zugleich die 
Dnhaltbarkeit der ursprunglichen Annahme, dass die Function fj, fm: irgend emen 
Punkt P im Innern der Kreisflache, deren Eadius R, einen von Null verschiedenen 
Werth besitze Die Function jj, hat also fur jeden innern, in endlicher Entfemung 
vom Eande gelegenen Punkt der Ereisflache den Werth NuU; da sie ausserdem fur die 
gauze Kreisflache, den Eand einbegnffen, einwerthig und stetig ist, und ihr Werth beim 
Uebergange vom Innern zum Eande stets gegen Null convergirt, so ist sie fur alle 
Punkte der Kreisflache und des Eandes Null Aus fi — Q folgt aber = w, d. h. die 
Function ist mit der Function u identisch, und es existirt demnach nur erne 
Function u, die die fruher angegebenen Eigenschaften besitzt Damit ist der im An- 
fange dieser Arbeit genarmte Satz in alien seinen Theilen bewiesen. 

P-R, I 


ir __L C ' 

1 — 2ifj i, cos ('f, — + 

-7t 
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Fur alle Punkte F im 
nach. steigenden Potenzen von 
namlich 

J_ 

2 iU- — 2i?rcos t — — 2 


Innern der Kreisfladie kann der Ausdruck fur u m eine 
4- foiisclireitende Eeihe entwickelt ^verden Man hat 

jfl 

— ^ coatf—(f‘) — ^ cos 2f?— f/i T- ^ cos S(t—(f>) + 


gultig ftir jedes r, dessen TAerth kleiner als die Zahl E Multiplicii-t man hnke und 
rechte Seite dieser Gleichung niit ^f((p')fl(f und integrirt nach cp zwischen den Grenzen 

— 71 und -r 7 t, so folgt, indem man, was hier erlaubt ist, anf der rechten Seite die Auf- 
einanderfolge der Operationen der Summation und Integration andert- 


U-— Cficc) 

“ 2«J USP; cosii— 9))+r* 

— 7t 

Den Werth, den die zu unterst stehende Reihe fur einen Punkt P mit den Coordmaten 
r, t im Innern des Kreises besitzt, bezeichne man dnrch den Werth der Function u 
in demselben Punkte dm'ch Pur jeden innern, in endlicher Entfemung vom Eande 
gelegenen Punkt der Ki-eisflache ist dann 

Die in der untern Zeile stehende Eeihe geht^ wenn man r wachsend gleich E 
werden lasst, der Poim nach uber in die Fout^ersch.e Reihe 

h f +M V / ^ {t-(p)d(p 

— ?r — 

Convergirt nun diese Pom «ersche Reihe fur einen Werth der Yariable #, und bezeichnet 
Tna.n ihren Werth fur dieses t durch Si,, so ist, wie Ahel und EtricMet bewiesen, Sf, zu- 
gleich die G-renze, gegen die der Werth der fruhern, nach steigenden Potenzen 

von ^ fortschreitenden Reihe ohne Dnterbrechung der Stetigkeit convergirt, wenn r 
stetig gegen E convergirt Dieser Werth Sf kann dann aber nicht von dem Werthe 
fit + 0) + fit — 0) verschieden sem, gegen den, nach art. 4, die Function convergirt, 

M 

wenn bei constant bleibendem f' die Variable r gegen E convergirt Derm da die beiden 
Punctionen fur jedes r<E gleichwerthig sind, und ausserdem jede von 
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ihnen fur lim r = i? oline Unteibrecliung cler Stetigkeit gegen eine feste Cfienze con- 
vergirt, so konnen ilire Werthe an cler Greuze des Gebietes der Tanable r, d. b. fur 
r = R nicht verscbieden sem 

Fur die Function u sind damit zwei Ausdrucksfomien aufgestellt, das bestimmte 
Integral und die unenclbcbe Eeihe, die sich. was ibr Terbalten auf dem Eande der 
Ereisflache selbst betnfffc, wesentlich unteischeiden. Die eiste Ausdrucksform rersagt 
auf dem Eande, d. b. fur r = R, immer, indem sie doii; allentbalben den Wertb Xull 
liefert Die zweite Ausdnicksfonn kann unter TJmstanden aucb nocb auf dem Eande, 
d. b. fur r = R, sei es allentbalben oder nur m emzelnen Punkten R, t' die Function u 
darstellen, und zwar wird sie diese Darstellung, wie eben bewiesen, leisten, wenn die 
Fbwno'scbe Eeibe, in die sie fur r = R ubergebt, fuc die betreffenclen Wertbe Ton t 
convergirt Aber aucb in dem Falle, wo die Eeibe fur r=R nocb convergirt, wird 
sie nur fur die Eandpunkte, in denen f(£) keine TJnterbrecbung der Stetigkeit erleidet, 
den Wertb darstellen, den die Function u in dem Punkte besitzt, wabrend fur die Un- 
stetigkeitspunkte auf dem Eande, wo f(f) springt und die Function u unendlicb viele 
Wertbe besitzt, die Eeibe, ibre Gonyergenz vorausgesetzt, nur den einzigen Wertb 
voii all den Wertben der Function u liefert, der einem Einiucken m der 
Eicbtung des Eadius R entspncbt Alle ubrigen Wertbe, die u in einem solcben Punkte 
je nacb den verscbiedenen Eicbtungen des Einruckens erbalten kann, werden von der 
Eeibe fbr r = R nicbt mebr gebefert, sind also gleicbsam beim Debergange vom 
Trm p.rn auf den Eand ausgefallen Bei dieser, immer zulassigen Auffassung der Founer- 
scben Eeibe, wonacb sie lediglicb als Grenzform emer Eeibe die fur die Kreisflacbe 
bis m jede endlicbe Nabe zum Eande eine Function u darstellt, erscbeint, aber als 
G-renzform, die einem Anrucken vom Innem gegen den Eand in der Eicbtung des Kreis- 
radius entspricbt, erklart sicb ibr Verbalten fur die Punkte t, wo die Function f(t) 
spnngt, auf naturlicbe Weise aus dem Verbalten der Function u fur die entsprecbenden 
Eandpunkte R, t. 

1 . 

Urn den Mittelpunkt 0 des Bkeises, dessen Eadius R, bescbreibe man emen 
zweiten, dem gegebenen concentnscben Ereis nut einem Eadius R'<R. Die Flaebe 
des ersten Kreises bezeicbne man mit F, die des zweiten mit F': entsprecbend die 
Peripberien der beiden Kreise durcb K und K' resp. Unter u werde dieselbe Function 
wie vorber verstanden. Dieselbe ist eindeutig bestimmt, sobald die Function ({cp), die 
m art. 1 ausfubrlicber cbaraktensirt wurde, gegeben vorbegt, und mit Eucksicbt darauf 
moge zur Abkurzung gesagt werden, eine Function u correspondire mit einer gegebenen 
Function f((p). Unter diesen Voraussetzungen betracbte man das Integral 

31 * 
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ausgedehnt uber die Flache F' Da die Denvirten von u bis in jede endliche Xahe 
zum Rande K dei urspninglichen Ereisflaclie einvrertliig und stetig sind, so sind sie 
es jedenfalls in F' und aucb nocli auf der Begrenznng K' von F' Es besitzt also das 
obige Integral einen endlichen, positiven Werth, dei sich, wie bekannt, auch ausdruckt 
dnrch das emfache Integral 


erstreckt in positiver Eicktung nber die Begrenznng K’ von F', wenn (Is ein Element 
dieser Begrenznng, p die nach, Innen gerichtete Nomale bezeicbnet. Lasst man nun 
dnrch successive Yergrosserung von J?' die Flache F' gegen F convergiren, so konnen 
in Bezug auf den Weith Up, des obigen Doppelintegrals zwei Falle eintreten. entweder 
wachst Up. uber alle G-renzen, oder es convergirt Up. gegen einen festen Grenzwerth G. 
Im erstem Falle hat das Integral Up keine Bedeutung mehr, im zweiten Falle ist sein 
Werth Q. Dass der erste Fall immer emtritt, wenn die Function f[(p), mit der die 
Function u con-espondirt, fur einzelne Werthe c des Argumentes springt, soil zunachst 
bewiesen werden. Die folgende Untersuchung liefert diesen Beweis in allgememerer 
Form, und bildet so gleichsam eine Erganzung zu dem art. 17 der i?imaw»schen 
Dissertation, indem sie zeigt, dass eine sammt ihren ersten Denvirten einwerthige und 
stetige Function X von x und y sich nicht einer, m emem Piinkte m der gleich fest- 
zusetzenden Weise unstetigen Function fi unendlich annahern kann, ohne dass das 
Integral £1(X) aufhort endlich zu sein. 

Fixirt sei ein begrenztes endliches Stuck T der ZF-Ebene, und in demselben 
liegend ein Punkt P Pur diese Flache sei eine reelle Function fi der rechtwinkligen 
Coordinaten x, y gegeben, die sammt ihren ersten Denvirten im Innern von T bis m 
jede endhche Fahe zum Punkte P einwerthig und stetig ist, und zugleich mit ihren 
Denvirten diese Eigenschaften auch noch auf dem Eande von T besitzt Das Yerhalten 
der Function fj, im Punkte P, von dem aus man Polarcooidmaten r, t einfuhre, sei 
dadurch charakterisirt, dass wenn man m irgend emer Bachtung t auf den Punkt P 
zugeht, dann der Werth von fi ohne Dnterbrechung der Stetigkeit gegen erne feste 
Grenze 6r(^) convergirt, die von der gewahlten Eichtung abhangig, sich mit t um den 
Punkt P herum aUenthalben stetig andert, G(f) wird also eine einwerthige, stetige, 
und mit der Periode 2 ji penodische Function von t sein; der FaE, dass fur jedes t 
denselben Werth besitze, sei ausgeschlossen. Was die Denvirten von fi betnfft, so soU 
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bezuglich ihrer Existenz ocler ibres Terhaltens im Punkte P nichts festgesetzt sein 
Fur eine solcbe Function tx, behaupte ich dann, wird das Integral 


£1 (.u\ 





/5u\2| 


rr) ct, 


wenn man es uber die Flacbe T ausdehnt, kemen angebbaren TFerth erhalten, indem 
sein Wertb. je mebr sicb die Summation dem Unstetigkeitspunkte P nabert, um so 
mebr uber alle Grrenzen wacbst 

Urn dieses zu beweisen, bescbreibe man um P als Mittelpunkt einen Ea.*eis mit 
dem Radius dessen Flacbe vollstandig inneihalb I liegt, und einen zweiten, diesem 
concentnscben Kreis mit einem endlicb kleinem Radius Ausserdem fixire man zwei 
Radiivectoren t = und t = t,, die so gewablt seien, (was nacb den gemacbten 

Annabmen immer mogbcb). dass die Wertbe JT^ und Jf, Ton ,u, die man erbalt, indem 
man das erne Mai m der durcb das zweite Mai in der durcb bestimmten Ricbtung 
in den Piinkt P einruckt, endlicb verscbieden smd. Betracbtet man dann das Integral 



so bilden dessen Elements emen Tbeil der Elements des obigen Integrals ilifi), und 
da dieses letztere nur positive Elements besitzt, me also Elements sicb gegenseitig 
aufbeben, so wird der verlangte Beweis erbracbt sem, wenn man zeigt, dass der Wertb 
des Integrals dadurcb, dass man die Zablen und in passender Weise klein 
genug mmmt, grosser gemacbt werden kann als erne willkurlicb gegebene, beliebig 
gross angenommene positive Zabl 

Die Function fx ist der Annabme gemass sammt ibren ersten Derivirten in dem, 
durcb die G-renzwertbe und fixirten Gebiete, den Rand desselben einbegriffen, 
eine einwertbige und stetige Function von r und t. Man setze /x = F(r,t), und zur 
Abkurzung jF(r, (r), F(r,Q = f^(r): dann bat man nacb den uber und vorber 

getroffenen Bestimmungen hm f^(i) = (r) = JIfj. Betracbtet man nun das in 

dem Doppelintegrale vorkommende innere, von bis zu erstreckende Integral, 
so bleibt bei der Ausfubrung dieser Summation nacb t die Grbsse r constant, und fur 
die Grrenzen und hat fx die Wertbe f^{f) und resp. Unter all den Functionen 

V von t, die von t = bis t = sammt ihrer ersten Denvirten eiuwertbig und stetig 
sind, und ausserdem fur die Grrenzen die gegebenen Wertbe f^{t) resp. be- 

sitzen, existirt nun erne, fbr die das Integral 
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Anhang IT 


am kleinsten wii-d Es ist clie^ die Function y=-ct-c^, wenii man die Constanten u q 
aus den Gleichungen t[i> bestimmt, der betreflende Werth des 

Integrals tvird dann ^an liat also untei alien Umstaiiden 



ti—fi 


und daber aucb, tveil > und cl) immer positiv sind. 


ri 

Da die beiden Functionen f^(r) und f„(r) von i = q bis r = 0 stetig smd, und 

fill’ vei’scttvindendes ) die erste den Wertb ilFjj die zweite den Werth ]^2 eibalt, so 

Trarm man jedeiifaUs die positive Zahl q, ohne gegen fruhere Voraussetzungen zu ver- 
stossen, von Xiill verscbieden so klein annehmen, dass der Werth des Ausdruckes 
_ f^{))Y, der fur limr = 0 ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen die feste Grenze 
[JI4 — ifj' convergirt , in dem IntervaUe von » = 0 bis ? = 1 stets grosser als 

-^[iLTj— J/J" bleibt. Unter dieser Voraussetzung uber die Grosse von wird dann, wie 

man auch die positive Zahl q, die klemer als vorausgesetzt 1st, wahlen mag, stets 


w;,> 


2(i3 — t^) 



sein, wobei der In rein reell zu nehmen 1st. Lasst man nun, wahrend q den fest- 
gesetzten Werth behalt, q klemer und klemer werden, so kann man dadurch den Werth 

von In ohne Aufhoren grosser und grosser machen, und es wird folglich , und 
um so mehri 2 (;ii) bei successive!’ Vergrosserung des Integrationsgebietes dutch Abnahme 
von q uber jede angebbare positive Zahl heruberwachsen 


8 . 

Ganz anders stellt sich die Sache, wenn die Function /■(^), mit der die Function u 
correspondirt, allenthalben stetig 1st Wahrend, wie eben bewiesen, die Voraussetzung, 
dass f(<p) fur einzelne Werthe des Argumentes spnngt, mit Nothwendigkeit das Un- 
endlichwerden des Integrals 
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Zm IntPtriation der Ditferentiala-leichunfr ——— = 0 

weun man es uber die Kreisflacbe F vf>m Eadiu'; B ausdelmt, uach sich ziebt. konnen, 
wenn f'<f< allenthalben stetig ist, in Bezug aiif V, beide vorber genannte Falle ein- 
treten, d b es kami, je nach der sonstigen Bescbaffenbeit von /‘ V^ das Integral Fi 
enf^eder eudhch sein oder auch kemen angebbaren Wertli be&itzen. Die Richtigkeit 
der ersten Behauptung leuchtet unuiittelbar ein. man bi audit nur fur u den reellen 
Tbeil einer Function von z zn wablen, die mit ibren ersten Derivirten in der Flacbe F 
und auch nocb auf dem Eande K derselben eimveitbig und stetig ist. Den Beweis fui* 
die zweite Behauptung befert das folgende Beispiel 

Die Langeneinbeit wahle man so, dass der Radius R des gegebeiien Kreises, 

dessen Ctleichung x^ + y-—Br=0 ist, kleiner als 4" tvird. In Bezug auf diese Kreis- 
flacbe. den Rand einbegriffen, definire man eine Function u als den reellen Tbeil der 
Function 

ic V i = % — Zw f jR F "T ^ 

der complexen Variable nacbdem man zuvor diese Function fur die Kreisflacbe 

ivie folgt eindeutig bestimmt bat. Man fubre vom Punkte % = — B,, ?/ = 0 aus Polar- 
coordinateu q, r ein durcb die Gleichungen* a: = — i? + (> cos r, y^qsmr: es kanu dann 
durcb die Bewegung des Punktes x, y auf der Kreisflacbe die Variable q alle Wertbe 

von 0 bis 2 jB< 1, die Variable t alle Wertbe von — y bis -|-y annebmen, w^hiend 

alle ubrigen Wertbe durcb die Bedingung, dass der Punkt x, y mcbt uber den Rand 
der Flacbe binaus gebe, ausgeschlossen werden sollen Der unter der Quadratwurzel 
voikommende Logarithmus werde fur die Kreisflacbe eindeutig bestimmt durcb die 
Q-leicbung: — In (B+x-\-yi) = — In q — r%. mdem man unter In q den bestimmten reellen 
Wertb verstebt. den man durcb Integration von din ^ = auf directem Wege 

zwiscben den Grenzen 1 und q erbalt. Trennt man dann in der Gleicbung fur u-\-vi 
die reeUen Tbeile von den rein imaginaren, so folgt fur jedes ^ und t, das einem 
Punkte der Kreisflacbe angehort, indem — In q immer positiv ist. 

u = pw' q + T=] " sm [y arctg (^)] , v^-\ln^q-V t'] " cos [y arctg (j^)] , 

wobei unter arctg mit reellem Argumente a immer derjenige Wertb verstanden ist, den 
man durcb Integration von d arctang « = (l+a®)“^da auf directem Wege zwiscben den 
Grenzen 0 und a erbalt, und wobei ferner die in beiden Ausdrucken vorkommende 
vierte Wurzel stets positiv genommen werden soil Damit sind denn die beiden 
Functionen u und fur die Kreisflacbe, den Rand einbegriffen, vollstandig eindeutig 
bestimmt. 
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Anliang r\* 


Zxmachst ist nun klai, dass die Function u nut ihren sammtlichen Derivirten 
Ton angebbarer Ordnung iin Inneru der Kreisflache bis in jede endlicbe Xalie zum Eande 

emwerthig nnd stetig ist, und dass die zweiten DenTirten dei Gleichung + = 

genugen. Yon den beiden Punkten* x = — R, y = 0 und = — J? + l, ^ = 0 um die 
heruni die yerscMedenen Zweige der ursprunglichen Function u + rt in einander uber- 

gehen, liegt .]a der erste auf dem Rande, der zweite, der Bedinguug i2<Y gemass, 

Tollstandig aus&eihalb des Kreises. Keiner dieser Punkte kann also vom Punkte x, y 
umlaufen werden, da dessen Bewegung auf die Kreisflache, den Rand embegrifi'en, be- 
schrankt TTurde. Die Function u ist aber nicht nur iiu Innern, sondem auch noch 
auf dem Rande des Kreises allenthalben einwerthig und stetig. Piir alle Theile des 
Raudes, denen von Null verschiedene Werthe der Grosse q zugehoren, zeigt dies die 
defimrende Formel umnittelbar Um das Yerhalten der Function u fur den Randpunkt 
^ == 0 zu erkennen, fuhre man durch die Gleichung 

| = i-aictg(^j 

in den Ausdruck flir u an Stelle der Variable q eine neue Variable | ein. Es wird dann 

und da far verschwindendes q die Variable | immer gegen Null convergirt, welchen 
Werth auch r besitzen mag, ferner fur verschwindendes ^ die Function u ebenfalls 
limner gegen Null convergirt, welchen Werth auch r besitzen mag, so folgt, dass u in 
dem Randpunkte ^ = 0 den bestimmten Werth Null besitzt, und dass demnach die 
Function u fur die gauze Kreisflache, den Rand einbegriffen, durch weg einwerthig 
und stetig ist 

Fur diese Function u bilde man jetzt das Integral 


O’] ( 0 +? 


und dehne es uber die Flache F des Kreises aus Da dieses Integral nur positive 
Elemente besitzt, so wird man das Unendlichwerden desselben bewiesen haben, wenn 
man zeigt, dass es uber einen bestimmten Theil F' von F ausgedehnt schon unendlich 

wird Zu dem Ende verstehe man unter eine positive Zahl, die zwischen 0 und ^ 
liegend, sowohl von 0 wie von y endlich verschieden ist, unter q^ den Eadiusvector 



Zui Intej-ranon dei DiffereatialgleieLuns — 

<Ies Punktes der Ereispenpherie. dem der Weith t = zugehoit. 'q^ = 211 c<j& , iiiitei 
erne von Null verschiedene po.'itive Zahl. die klemer aks q_, genahlt ist D.i^ ilurch 
die Eadiivectoren t = t = — Tj und durch die Kreise ^ = <>1. 9 = 9. begrenzte Stuck F’ 
der Ebene bildet daiin emeu Theil der Flache F. wie Mem auch al& positive Zahl 
angenommeii sem mag. Da femer 


r u 
CQ 

cu 

rt 


== 4" ‘ { r sm 




cos[-larctg (j4^)]j. 
cos[|arctg('^)]| 


1st, so ergiebt sich als Werth des obigen Integrals, vrenn man es nur iiber den fixirten 
Theil F' von F ausdehnt. und dem entsprechend semen Werth durch bezeichnet. 


TJr^t ■■ 



und hieraus weiter nach Ausfuhrung der Integration, mdem man zur Abkurzung 
— hiQ^ = a, = ^ setzt. 



rf l f ji 4--)/K» + Tf ~ 

2 L “ J 


I 

■2 



+i/fj^+tr 

j 


wobei die vorkommenden Quadratwurzeln sammtlich positiv, die Logarithmen rein reell 
zu nehmen sind Lasst man nun kleiner und kleiner werden, so wachst die positive 
Zahl a liber alle Grenzen Von den drei Theilen, aus denen die rechte Seite der letzten 
Gleichung besteht, kndeid sich der dntte dadurch nicht, weil die positive Zahl /i von 
unabhangig 1st, der Werth des zweiten Theiles convergirt fur unbegrenzt wachsendes a 

gegen die feste Grenze -y? immer positive Werth des ersten wAchst mit a 

zugleich uber alle Grenzen In Polge dessen erhalt das Integral Uj,> fur verschwinden- 
des kemen angebbaren Werth, indem es uber alle Grenzen wachst, und es wird 
daher um so mehr das Integral U],, da es uber die ganze Kreisflache auszudehnen 1st, 
kemen angebbaren Werth erhalten. 

Damit ist bewiesen, dass selbst wenn die Function f(t), mit der erne Function u 
am Eande ubereinstimmt, allenthalben stetig 1st, daraus noch lange nicht das Endhch- 
sein des uber die Kreisflache auszudehnenden Integrals TT^ geschlossen werden darf Alle 
in neuerer Zeit gemachten Versuche, die Zulassigkeit des Finc^detschBu Pnncips zu 
beweisen unter der Annahme, dass zu einer allenthalben stetigen Randfunction f(f) auch 

P-B, I 32 
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i_ *- f 1- rh- 

immer ein endlicher W eith de& Inteaials U gehure, sind demnach als vf'rtehlt zu be- 
trachten. da sie sich auf eine tal^cbe Voraussetzung stutzen Xirgendwo in semen 
Schnften giebt Biemnutt zu einer solchen Annabme Teranlassnug das einzige Mai, wo 
er veiiangt, dasas von fest gegebenen Eandwerthen aus eiue Function c m‘s Innere einer 
Flache so stetig lortgesetzt werden soli, dass das Integral i2 fa i emen endlichen Werth 
eihalt ( JJissniatton <nt I'K pay. stellt er ausdrucklich die Bedmgung, dass in 
alien Begi'enzungspunkten ein M'ei'th gegeben sei, der sicli fui eine unendlich kleme 
Oitsanderung um eine unendlich kleme Grosse you derselben Orclnung andeii. 

Wurzburg, 1 Mai 1871. 
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Erster Absclinitt 

Einleitende BetraeMnngen. 


1 . 

Eine Funktion W—W(0) der komplexen Veranderliclien z von der im Funda- 
mentalsatze is Seite 182 des ersten Teiles) chaiakterisierten Art ist Lis auf eiae additive 
Konstante Lestammt, sobald fur sie die p Faktorenpaare A„ B^, »=i, 2 , ,p, im Eahmen 
der Bedmgungen niodA[^ = l, modJ5j = l und die Koustantea S, S sowie die zu un- 
eigentlichen Faktorenpaareu A, B geLorigen Konstanten 3t im Eahmen der Bedingimgen: 

= -1.2, ,p, 

1=1 ff=l 

festgelegt sind. 

Jedes GroBensystem dessen 2p Grofien A^, B^, »=i,2. ,p, den 

Bedmgungen mod^, = 1, mod^, = 1 genugen, soE eine Charakteristik genannt werden, 
und dementsprechend mLge von einer Funktion TF, welche die p GroBenpaare »= 1 , 2 , ,p, 

als Faktorenpaare besitzt, gesagt werden, daB sie zu der Charakteristik gehore Be- 

sitzt eine solche Funktion W nicht fur jeden Punkt der Flache T" denselben Wert, so ge- 

hort sie nur zu einer Charakteristik denn da eine solche Funktion fur kemen Teil 

der Begrenzung von T" konstant ist, so konnen ihre Werte langs der Begrenzung nur 
einem Gleichungensysteme von der Form (S.) genugen. Besitzt dagegen eine Funktion TF 

fur jeden Punkt von T" denselben Wert, so kann sie als zu jeder Charakteristik 
gehorig betrachtet werden; denn nach dem Fundamentalsatze wird die allgemeinste zu 
irgend einer Charaktenstik gehorige Funktion W, bei der die GroBen 2, (£ und die 

P-E, J1 1 



zu uneigentlicheD Faktmenpaaren A, B gelioiigen GruBen SC samtlich den Wert Null 
bositzon, clurch Pine 'vrillkuilitlie Kuii'^^tante C reprasentiert 

Eine Charaktenrtik (bJ b’)* Faktorenpaare . = 1 , 2 , <p, mclit 

.samtlicli uaeigeiitliche bind, soil eine gewuhnliclie oder eine gemischte Cliaraktenstik 
genannt werden, je nachdem die p Faktorenpaare samtlicli oder iiur zum Teil eigent- 

liche Sind; die Cliaraktenstik (J J) dagegen, liei der die p Faktorenpaare samtlicli 
uneigentliche sind, inoge die zui Zahlp gekorige ausgezeichnete Charakteristik lieiBen 
Zwei CTiarakteristiken ( 5 ^), zwischen deren Eleinenten fdr »'= 1, 2, ■,p 

'J3i BpJ \Bi Bp 

die Bezieliungen A,A, = 1, B,B, = 1 bestelien, sollen reziproke Charakteristiken ge- 
nannt werden. Da mod rt, = 1 , mod i>, = 1 ist, so sind je zwei eutsprechende Ele- 
mente reziproker Charaktenstiken niclit nur reziproke, sondein zugleich auch konjugierte 
ZaMen. In dem besonderen Falle, wo die 2p Faktoien A, B samtlicb weite Einheits- 
wurzeln sind, und demgemaB tur k = 1,2, ,p aus den Beziebungen =1, J5„J5, = 1 
die Beziehungen A, — A,, = B, folgeu, 1 st die Charakteristik zu sich selbst 

reziprok. Enter den zur Zahl p gehOrigen Charakteristiken kommen im ganzen 2 -^ zu sich 
selbst reziproke Charaktenstiken vor, man erhalt dieselben, wenn man in dem Symbole 

Stelle des Systems der 2p Buchstaben A^, , A/, der Eeihe 

nach die 2^^ Variationen der Elements +1, - 1 zur 2^“ Klasse mit Wiederliolung 
treten lafit. 


2 . 

Die im letzten Abschnitt des ersten Teiles gewonnene, auf zwei zu den rezi- 
proken Charaktenstiken (j^, gehbnge Funktionen W, W sich beziebende allgemeine 
Pundamentalformel (F.) soU jetzt, indem man bei den Charaktenstiken die 

eigentlichen und die uneigentlichen Faktorenpaare unterscheidet, in die fur die spatere 
Verwendung geeignetste Gestalt gebracht werden. 

Man nehme, unter • ,Xj, irgend erne den Bedingungen Xi<X 2 < <Xf, 

Xp+i < Xp +3 < •<Xji genugende Permutation der Zahlen 1, 2, •• ,p verstehend, an, daB 

bei der Charakteristik Ax ^ , • , Ax^, Bx^ eigentliche, Ax^^^, Bx^^^; ■•;Ax^, Bx^ 

uneigentliche Faktorenpaare seien. Dementsprechend smd bei der zu dieser Charakteristik 
reziproken Charakteristik Ax^, •; Ax^, Bx^ eigentliche, Ax^^^, Bx^^,; 

Ax^, Bx^ uneigentbche Faktorenpaare. Die Grenzfalle p =p und p = 0 sollen nicht ausge- 
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^c:hloS'eu sem: rler eisteie ist dahin zu luteipretieren, da6 die Faktorenpaare A, B und 
damit aucli die p Faktoienpaare A. B samtlkh eigenthche sind, der letztere dahm, daB 
die p Faktorenpaare J., B und daunt auch die p Faktoienpaare A, B samtlich un- 
eigeiitliche sind Trennt man jetzt eine jede der beiden auf der recbten Seite der 
Fundamentalformel (F.J in der eisten Zeile stehenden Summen so in zwei Teile, dafi der 
eiste die den “Werten y = 7i, Aj, • ,Aj, der zw-eite die den Werten v = 
entsprechenden Glieder enthalt, beachtet, daB fur v = , A^ A, = A^^1, 

B^ = B, = 1, (S, = S, = 0, aueb daB + (S 2 + • + 1 st, und bringt, 

indem man fur y = A^, A,, , Ap zur Abkuizung 


D, = '2-A-B„ 


A A 


a,- i + fi-4)-^,-, 




a,- i+(l- 4 ) 

•Uy 

^ + (1 - B,) 


A 

2 A A’ 

A A 
2AA’ 


setzt, die GioBen 3t., 58,, St., *=•' 1 .^,. auf Giund des im letzten Abschnitt des 
ersten Teiles Beraerkten in die durcb die Gleicbungen. 


Stv = a®. + (1 - ^ + (1 - A) 

58. = + (1 -B,)^„ + (1 - 


bestimmte Form, so nimmt die Fundamentalformel scblieBlich die Gestalt: 


f wd - e.,®., - i e,.e,,) +1’ k,, (e.. + e., + ■ + ej 

>=1 V=sl 

SR 

v=^p + l 

+ 4>r* "S z„ (5,. + 5,„ . + J-aJ, 

a=i 

a =9 __ 

2712- ^ (fi(T^(rO 271^ ^ 0 


(S’.) 


0=1 


an. In dem Grenzfalle |) =i) Mlt die auf der recbten Seite dieser Formel m der 
ziveiten Zeile stebende Summe weg, in dem Grenzfalle p = 0 dagegen fallen die in 
der ersten Zeile stehenden Summen weg und zugleicb 1 st in jedem dieser beiden Falle 
allgemein A, ==y. 
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Ei'.t.-i Alisthnitt 


3 . 

Die flem Punkte -x. <ler Z-Ehene entspreclienclen Punkte der 

Fkche T smd im ersten Teile, m Art 3 des fimften Abscluiittes, mit die 

zugehoiigen Ordnungszahlen nut - 1 , r, - 1, y, - 1 bezeichnet worden Im Anschlusse 

daran warden die im Endlicbeu gelegenen Windnngspmikte s = a^, z = a^, ' • der 

Flache T mit •••, die zugeborigen Ordnungszablen mit 

. _ 1 bezeicbnet. Weiter warden dann zu den aufgezablten (j_ + > Punkten noch 

irgend t nicbt aaf der Begrenzung gelegene Punkte z=ei, z = es, = der Flache T' 

hanzugenommen and mit ' ' •? <^5 »=s+r+/, bezeichnet In den Fallen, wo 

eine Unterscheidung der Punkte a, s nicht notig war, wuide der kurzeren Darstellung 
wegen fur diese Punkte eine einheitliche, duich die Gleichungen ai = a^+i, c(3==a^+s, , 

= «i = «s+r+n £2 = «i+.+2. = bestimmte Bezeichnimg veiwendet, zu- 

gleich wurde dann der Punkt (^=1.2, .<), dem dei Wert = e* = ffij entspiicht, 

als ein 0-facher Windungspunkt angesehen und demgemaB ihm dieOrdnungszahl»'j+,^.,.-l, 
wobei v^+r.i.t = l 1st, zugelegt 

Mit Rucksicht auf die folgenden Pntersuchungen empfiehlt es sich eine neue 
Bezeichnung einzufuhren Die den Punkten oo^, oo^, • , ooj zukommenden Ordnungs- 
zahlen sollen von jetzt an mit ii—l, tj— 1 , •• , 1 ? die den Punkten cc^, a^, , 

zukommenden Ordnungszahlen mit ,^,.— 1 beziehungsweise bezeichnet 

weiden. Zwischen den Zahlen i, fi und den Zahlen n, to bestehen dann die Beziehungen : 

"S, = « , %- 1) +5V,- 

x=l y = l = 1 

Femer bezeichne man, unter a mgend eine Zahl aus der Reihe 1, 2 , • •, s verstehend, 
den (7*®“ der s Punkte ooj^, , oo^, a^, •••, a^, s^, • , St mit i], sodaB also tj, wenn a 
eine Zahl aus der Reihe 1, 2 , q 1st, das Zeichen oo„, wenn a eine Zahl aus der 

Reihe q-\-l, • , q + r ist, das Zeichen endlich, wenn a erne Zahl aus der 

Reihe q-{-r-\-l, s 1st, das Zeichen 6 „_j_r veitritt Ist im folgenden, zur Unter- 
scheidung dieser drei Falle, -77 durch 00^ oder durch oder endlich dutch zu 

ersetzen, so soli der einfacheren Schreibweise wegen, wenn dadurch kem Mifiverstandnis 
zu befurchten steht, der bei den Zeichen oo„, sowie bei den zugehorigen 

Zeichen stehende Index unterdruckt, also statt oo^, ein- 

facher 00, a, e, t, fi geschrieben werden. Endhch mogen noch, der neu eingefuhrten 
Bezeichnung entsprechend, die der Zahl a zugeordneten, am Schlusse des ersten Teiles, 
in Art. 3 des siebenten Abschnittes, definierten Funktionen des in seiner 

Bewegung auf das Gebiet des Punktes 77 beschrankten Punktes ^ von jetzt an mit 
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n 


I'ezeichiiet werden Die zu Anfang (le.s eben geuamiten Artikels augecschrie- 
benen Gleicbimgen nehmeu rlaun die Foim 

\ t,j, J 


* 1 , 




") == ^ oO + ^al^K + ' 


an, -u-obei s,, = 5k=^ , ^ = tx' oder = aj , ^=0;-!-^; oder endlich 5 — f, 

s = « + b* 1st, je nacbdem rj den Punkt cx) mit der Ordnungszabl i — 1 oder den Punkt a 
niit der Ordnungszabl — 1 oder endlich den Punkt s vertntt, und man bat dann, 
den in dem eben genannten Artikel fur c„„, c„„, »>o, gewonnenen Grleicbungen ent- 
sprecbend. bier: 

1 





- _ 1 (rfm 

V /o’ 



(j — lj 2, , j, 

rt = l,2,3, , 


•vvobei der angebangte Index 0 bedeutet, daB der Grenzwert der zwiscben den runden 
Klammern stehenden Derivierten fur lim ^,^=0 zu nebmen 1st. Unterscbeidet man 
jetzt in bezug auf rj die drei soeben erwabnten Palle, so kann man in den voistebenden 
Pormeln die GroBe b durcb die GroBe ausdrucken und demgemaB 



setzen. In dem letzten dieser drei Falle, wo r] einer der Punkte • • •, 1st, stellen 
die auf den recbten Seiten der beiden Gleicbungen stebenden Ausdrucke die Werte dar, 
welcbe die nacb ^ genommenen Derivierten von ftir b = « besitzen 

Man kann daber aucb, wie im folgenden immer gescbeben soil. 



n=l,3,3, 


setzen. 



Zweiter Absclinitt. 

Untersttchung der m einer gewohnliclien Charakteristik (^) gehorigen Fuuktionen. 


1 . 


Es bezeichne ^ irgencl eine gewohnliche, also nur aus eigentlichen 

^ /j[\ J_ \ 

Faktorenpaaren zusammengesetzte, Chaiakteristik, die zu ihr reziproke 

Charakteristik. Der im ersten Teile gewonnene Fundamentalsatz liefert dann die samt- 


lichen zu den Charaktenstiken 


beziehungsweise gehongen Funktionen W, W, 

wenn man — unter Beibehaltung der im ersten Teile, in Art 1 des siebenten Ab- 
schnittes, angewandten Bezeichnungsweise fur die zu zwei allgemeinen Funktionen W, W 
gehorigen Konstanten — das eine Mai an Stelle des Systems der s + + +m,+p 
Konstanten £, (5, das andere Mai an Stelle des Systems der s + + - Kon- 


» 0=S V=p flf = ? 

stanten 2, ® ein jedes die Gleichungen 2:7r^^■'2„= 0, mcht 

» = 1 0=1 r = l <r=l 

verletzende System von s + %4- +ni,+p Werten treten laJEt und zu jeder so er- 
haltenen Funktion noch erne 'Willkurliche Konstante addiert. 


Die nachste Aufgabe besteht nun darm, aus den zu den Charaktenstiken 


beziehungsweise gehorigen Funktionen gewisse einfachste Funktionen, aus denen die 
allgem einsten Funktionen W, W sich linear zusammensetzen lassen, und die daher als 
Elementarfunktionen anzusehen sind, herauszugreifen und die zwischen ihnen be- 
stehenden Beziehungen mit Hilfe der in Art. 2 des vorhergehenden Abschmttes auf- 
gestellten Fundamentalformel (F.) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle ein jedes 
Faktorenpaar A^., ein eigentliches, also p und dementsprechend Ai=l, ^j=2, 

ist, so tritt, wenn man noch die GroBen Sl„ fur 7 / = 1, 2, ,p in die 

durch die Gleichungen: 



Dif- zn eiuer gewuhnlichen Charaktenstik cehungen Funktionec 


3f. 

SB. 

bestimnite Form bnnsjt — wobei zur Abkuizunsr 


3i. = c7,(£.-*l-A,;ft., 
S. = .w3.e,- 




(5,= 

A ' 2AA 




2AA 




2AA 


Z>, = 2-A-5., 


J), = 2-A,-5. 


gesetzt 1 st — an Stelle der allgemeinen Pundamentalformel (F.j hier die Formel, 


/'TT7?ir=i’(s.^.-(£.®.-ie.e,j+;je,('e,+6,+ • +e,) 

ft; v=i “ t = i 


cr = j 


+ -iji" ^ • • + 2..J — So2„ 

(7=1 (7 = 1 

a = < (7 = * /K=77ifl> __ 

27li^^ (^0^00 ^a^oo} 27tt u ^ 

0=1 0=ljt( = l 


2 . 


Der Fundamentalsatz liefert nun zu den Charakteristiken 



wenn man 


zunachst die Konstanten 2, 2 samtlich mit der Null zusammenfallen laBt und dann 
an Stelle des Systems der 2p Konstanten •• , £p, Ki, % irgend welche die 
Grleichungen : 

v=p % =p 

^©,,=0, ^e. = o 


mcbt verletzende Systeme von 2p Werten setzt, Funktionen W, W, welcke fiir keinen 
Punkt der Flache T" unstetig werden. Solcbe Funktionen mogen allentlialben endliche 
Funktionen genannt und im folgenden durck w\z\, w\3\ oder durch iu% w* oder nock 
einfacher durch w, w bezeicknet werden. Grewisse dieser Ekinktionen w, w sollen jetzt 
als Elementarfunktionen aufgestellt und allentkalben endlicke Elementarfunktionen 
genannt werden. 

Man bezeichne zunachst, unter q eine Zahl aus derReike 1, 2, -jp, unter 
(.' = 1,3, ,f) eine GroBe, die fur v = ^ den Wert 1, fm- v^q den Wert 0 besitzt, ver- 
stehend, mit zwei spezielle allentkalben endlicke, je eine willkurlicke, spater 

zu bestimmende, additive Konstante beziekungsweise Cg entkaltende Funktionen, bei 



s 


Zweiter AbsciiEitt 


denen die Xonstanten e.. (£,. -j-, die speziellen, mit d,,,, >=1.2, zu be- 

zeicbnendeii, duith die (ileichungen; 

bestimmteu Weite besitzen. und bezeicbne bei diesen Fuiiktionen^die^an ^telle der 
GruBeu 3C,. SS„ i,, k, stehenden GruBen mit i,., 35^,, sodaB 

also fur ^ = 1, 2, • • 

Idiigs a, { 1 2 u\, I ^ 1“ + 3f^, j 

kngs &, = + 


( 1 ) 


langs c,[w,,\s\^= w^\2\ + 

kngs k['iv,\z\^= 


j ^ 1^ ■^> 1^1 d" > ' 


\zY' = 


iv,. ^ 


(7 = 1,2, ,s, 


ist und die GroBen Si, S3, St, S3 mit den GroBeu k, k durcb die Gleicbungen: 


— + ( 1 — , 


(1 “ ^ + (1 — B^)k^y , 


verknupft sind Die GroBen bangeii von den m w^, beziebungsweise ent- 

haltenen willkurlichen additiven Konstanten c^, ab, und zwar in der Weise, daB beim 
Ubergang von in + die GroBe ®gv in H-A-g, beim TJbergang von Cg in Cg+A.g 

die GroBe ®g, in lg»+^g ubergeht. Infolgedessen kann man die Werte der in ^yg, Wg 
beziebungsweise entbaltenen, bis jetzt nocb willkilrlicben additiven Konstanten Cg, Cg 
immer und nur auf erne Weise so wablen, daB fur ^ = 1 , 2 , ,p. 


(3) 



£+1 

2 






Ttt 


ist, und es sind dann zugleicb, nacb dem Fundamentalsatz, die Funktionen w^, w^, 
also auch die zu ibnen geborigen GrdBen k^y, k^y, »=i> 2 , ,p, vollstandig bestimmt 

Bze so geioonnenen vollstmdtg lestimmten aUenfJialben eitdhchen Funhhonen w^\2\, • , 

w.i\s\, ••,w^\ 2 \ sollen die zu den GlimaMenstiken (^) heziehmgswezse gelmtgen 

allenthallen endhchen FlementarfunUvmen genannt werden 

Die Summe der p Funktionen w^, • besitzt, ebenso wie die Summe der 
p Funktionen , w^, fur jeden Punkt z der Flacbe T" den Wert Null. Zum Be- 
weise dieser Bebauptung beacbte man, daB die den allentbalben endlicben Funktionen . 
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zukommenden charaktenstischen Koastanten SC., S3,. 6,, 2t,, 6,, >p, auf Grand 

der Beziehungen '1.' und i2) durcli die fur v = 1.2, %j) gelteuden Gleickungen • 


3C,=SX, = 'l-.il 

0 = 1 ^ ' 0 = 1 

9=1 ' 9=1 

0 = 1 ^ 


v>c.=!f’si.=a-^.)5X„ 

9=1 ' 9=1 

(1- 

9=1 9=1 

9=1 ^ 


bestimmt sind. Aus ©, = 0, g^ = 0, »=i,2, ,p, ergibt sick nun zunachst, nach dem am 
Schlusse des Fundamentalsatzes Bemerkten, da6 fur alle Punkte der Flache T" sowoM 
die Funktion iv denselben, mit G zu bezeichnenden, als auch die Funktion tc dmselben, 
nait C zu bezeicbnenden , Wert besitzt. Um die Werte der Uonstanten G, G zu be- 
stimmen, beacbte man, dafi aus iv = G, w=G die fur »' = 1,2, •• geltenden Be- 
ziebungen: 

8(, = (l-^„)a, S3.= (l-A.)0, %=(1-I:)C, ^,= (1-B,)G 

folgen, und vergleicbe die so fur SC,, S3„, SC,,, 35^ erhaltenen Ausdrucke mit den oben fur 
diese GroBen gewonnenen Man erbalt dann‘ 


Qz=p 

^»=1 




Cv=l, 


,p) 


und sclilieBlich, indem man sowolil die p aus der ersten, wie die p aus der zweiten 
Gleichuug fur 7 / = 1,2, • ,p hervorgehendeii speziellen Gleichungen zu einander addiert 
und die Gleichungen (3.) berflcksiclitigt, 

po=2 Ts,,-T {9 - 4 ^)- - «. Ik -2 (? -" 4 ^) - - 0 - 

»=i 9=1 ^ 9=1 ^ ^ ^ ’-= 1 9=1 e=i 

Damit 1 st aber bewiesen, daB fur jeden Punkt z der Flache T'\ wie oben behauptet 
wurde, die Beziehungen. 

( 4 .) iVj\z\-\-it\\s\ + • +^v^\z\ = 0, Wi\z\-\-Wi\z\-\- • +Wp\z\ = 0 


bestehen 

Es soli jetzt untersucht werden, ob yon den beiden soeben erhaltenen Be- 
ziehungen die erste die emzige zwischen den Elementarfunktionen w^, • • die zweite 
die einzige zwischen den Elementarfunktionen , Wp bestehende lineare Beziehung 

1 st. Zu dem Ende bilde man, unter »=o, 1 , 2 , ,p, unbestunmte Konstanten ver- 

stehend, die allenthalben endlichen Funktionen: 

W = Co + CiWi + + CpWp^ M? = Co + CiW^ H 1- CpWp 


P-E, IL 
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Zweitei Ab^chnitr 


und stello sicli die Aiilgabe, die Konstaiiteii c, c* m allgeiueinster Weise so zu be- 
stimmen, claB fur jedeii Punkt dei Flache T" die Gfleichungen w = 0, if = 0 bestehen 
Sollen aber die Funktiouen tc, E fur jeden Puukt z der Flache T" den Wert Xull be- 


sitzen, so uiussen vor alleni die ihiien zukommenden, durch die Grleichungen 

0 = 1 ^ \^ = 1 / ^ = 1 \^— 1 / 


1=1 ^ 


bestimmten Konstanten Sj, 6^, , *= 1 . 2 , samtlich den Wert l^ull besitzen, oder, was 
dasselbe, es mussen die GroBen Ci, , c^, •, den Gleichungen. 


Oder den damit 


p=j> 

f=i 

aqniralenten Gleichungen: 


q=p_ 

^c,-iic, = 0, 

p=i 


» = li2, ,p. 


Ci = Ci = -- =Cp = C, Cl = C 2 = = Cp = c, 

bei denen c, c unbestimmte Konstanten bezeiclinen, genugen LaBt man dementsprechend 
in den die Funktionen « , if defimerenden Gleichungen an Stelle einer jeden der GroBen 
Cl, • • , Cp die Konstante c, an Stelle emer jeden der GroBen Ci, , Cp die Konstante c 
treten, so wird tv = 6^^ + c{ii\-\- if = Co + c(ifi+ • +if;,)j und man erkennt unter 

Beachtung der Gleichungen (4.) schheBlich, daB die Funktionen %v, w dann, aber auch 
nur dann, fur jeden Punkt z der Flache T", wie verlangt wurde, den Wert Null er- 
halten, weun 

Cq = 0, Cl = C 2 = = Cp, Cq = 0, Cl = = = Cp 

gesetzt wird. Damit ist aber gezeigt, daB von den beiden unter (4.) aufgestellten 
Beziehungen die erste die emzige zwischen den Funktionen Wi, tVp, die zweite die 
emzige zwischen den Funktionen ifi, • -, Wp bestehende hneare Beziehung ist, und es 
ist damit zugleich bewiesen, daB je — 1 der Funktionen Wi, • , tVp und ebenso je 
^ — 1 der Funktionen ifj, • •, Wp linear unabhangig sind. 

Die allgemeinsten allenthalben endhchen Funktionen 'w\s\, w\z\ werden, wenn 
man unter *= 1 . 2 , ,p, den Bedingungen: 

(5.) = = 0 


genugende unbestimmte, unter G, C keinen Bedingungen unterworfene Konstanten ver- 
steht, durch die Gleichungen: 


(6.) ffiW-c-i'iXis.M 

^, = 1 p=i 

dargestellt. Die Richtigkeit dieser Behauptung erkennt man auf Grund des Funda- 
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mentalsatzes, wenn man beachtet, (iaB die durch diese Gleichungen definierten allent- 
halben endlichen Funktionen ?r, ic, Avie aus den Eeiationen. 




^»==p- 


0 = 1 


1 = 1 , i, 


folgt, so bescbaffen sind, daB fur jedes r aus der Reihe 

langs c, {«i-5|'^= S„ eT|^|^= 2 f|^|- + 

ist, und daB diese Funktionen zudem die willkurlichen additiven Konstanten 0, C ent- 
halten. Die Gleichungen (6.) kann man aber auch, unter 5). 2) zwei 'weitere unbe&timmte 
Konstanten yerstehend, mit Hilfe der Gleichungen (4.) m die Gleichungen. 

e=i 5=1 

uberfuhren, und die bei diesen Gleichungen als Koefflzienten auftretenden GroBen (5„ — 2), 
(So — 2), e=i.3. 'P, reprasentieren dann, da die GroBen (S, S nur den Gleichungen (5) 
zu genugen haben, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten. Setzt man, unter x 
eine Zahl aus der Reihe 1, 2, -,2^ verstehend, in den Gleichungen (7.) speziell 2) = 

2) = S.., so liefert die erste derselben die Darstellung der unter (6 ) definierten allge- 
meinsten Funktion ic durch die — 1 linear unabhangigen Funktionen ^l\, • , 

^^V+iJ • •> entsprechend die zweite die Darstellung der unter (6.) definierten 

aUgemeinsten Funktion w durch die jp — 1 linear unabhangigen Funktionen ici, • • , w^_i. 

Die Konstanten e.’=i,s, ,p, des Funktionensy stems sind mit 

den jp® Konstanten ,p, des Funktionensy stems durch einfache 

Gleichungen yerknupfb. Um dieselben zu erhalten, heziehe man die am Ende von 

Art. 1 aufgestellte, auf irgend zwei allgemeine zu den Charakteristiken gehorige 

Funktionen W, W sich beziehende, Fundamentalformel (Fi ), unter o irgend zwei Zahlen 
aus der Reihe 1, 2, ^ verstehend, auf die Elementarfunktionen w„\e\, ersetze 

also in der Formel (Fj.) die darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W 
durch die entsprechenden Konstanten der Funktionen w^, Wg. Man erhalt so zunachst 
die Gleichung. 


^ ((So, - © 5 , - t K + 2 + ^a.+- •+^or) = 0, 


- I (S5,(So,) t 

r=sl v = l 

und weiter dann, indem man an Stelle der Konstanten ©, (S ihre durch die Gleichungen: 


(s:o 




(So, = (1 - ^avP) 




=1,2, 


2 * 



Zv.eitti Aii^' 1 1’ltt 


ll> 

lie'tinimU'u Weite tieteii laDt. dei] alien riheclern gemeinsaraen Faktor tii eiitfernt 
unci (lie Summatioueu nach %' unter Beachtung der Gleichimgen (3. ). der Bedeutung der 

Zeichen *= 1 , 2 . r, und insbesondere der Eelation ^ — <5'a,)=iJ — cr-i-l 

ausfiilirt, die Crleicliimg 

~ ^aa + "T + ^nn) ~ ^aq ~ 1] Y “ 

Untersclieiclefc man jetzt in heziig anf die Zahlen a, q die drei Falle o = q, a<Q, a>Q 
und Leachtet, dafi der auf der Imken Seite der letzten Gleichung zwiscken den eckigen 
Klammern stehende Ausdruck fur a = Q den Wert 0, fui a<^ den Wert 1, fur a>(> 
den Wert — 1 besitzt, so erliklt man schlieBlich die gewunschten Gleichungen: 

(8) = = J® nachdem a^Q ist. 

9 = 1,3, ,p 9,<t=1,2, ,p, ff4j, 

Diese Gleichungen liefern die Werte der Konstanten sobald man die Weite der 
Konstanten als bekannt voiaussetzt, wie umgekekrt 

In dem besonderen Falle, wo die Charakteristik zu sich selbst reziprok ist, 

also die Gleichung besteht, und demgemaB fur ^,u = l, 2, w„=iv„, 

^aq = ■^09 ist, reduzieren sich die p® unter (8.) aufgestellteii Gleichungen auf die 
Gleichungen; 

^ ^ I ^ iPi 

^OQ ' 2 ^ 

sodaJB also die Gleichungen (8.) fur jedes Funktionensystem ii\, • , tv^,, welches zu einei 
zu sich selbst reziproken Charakteristik gehort, Beziehungen zwischeii den p® 

ihm zukommenden Konstanten ^ liefern, 

Bei den Torstehenden Untersuchungen ist zwar fur _p der Wert 1 nicht aus- 
geschlossen, es kann jedoch in diesem Falle von Funktionen w, w im eigentlichen Sinne 
nicht die Eede sein, da die fur ^ = 1 auftretenden einzigen Elementarfunktionen iv^, 
den Gleichungen (4) zufolge, fur jeden Punkt z der Flkche I" den Wert Kull besitzen, 
und dementsprechend die durch die Gleichungen (6.) bestimmten allgemeinsten allent- 
halben endhchen Funktionen w, w sich fur = 1 auf willkurliche Konstanten G, C 
reduzieren. 


3 . 

• (D 

horigen allenthalben endlichen Elementarfunktionen definiert und untersucht worden 
sind, sollen jetzt weiter gewisse zu den genannten Charakteristiken gehorige Funk- 


Kachdem im vorhergehenden Artikel die zu den Charakteristiken 



T'l* z^l tiian Chaiakten-siifc gehoupren FujiktiOTiHn 
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tiouen T]' TF. w'elche nur far eiuen der Punkte entweder logarithinisch un- 

endlich oder algebraisch unendlicli Tiverden, als Elementarfunktionen aufgestellt und loga- 
rithmisch unendlich werdende beziehungsweise algebraiscli uuendlicli werdende 
Elementarfunktiouen gertannt werden 

Um zunachst die logaritbmiscli unendlich vrerdenden Elementarfunktionen zu 
erhalten, rerstehe man unter a eine Zahl ans der Eeihe 1, 2, , s und bezeichne, 

unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen, den 
a'“ der s Punkte oo^, • , oo^, Cj, , a,, ei, s, mit tj und dementsprechend die zu ihm 

fukrende Linie jetzt mit Z, . Der Fundanientalsatz liefeii dann zu den Charakteristiken 

(b)’ ( 5 ) je eiiie willkurliche additive Konstante c beziehungs’weise c enthaltende, 

Funktionen W, W, die m der Flache T" nur fur den Punkt rj unstetig werden wie 
In ^ , weim man 

= 2„ = 1, 

©, = - 


(V _ 2 ®* 


2a? 

P '■ 


.= 1 , 2 , 


F, 


setzt, alien ubngen s + )»i + - • + — 1 GroBen £ sowie alien ubrigen s + )«i+ +m, — l 

GioBeu £ dagegen den Wert Null zulegt Die so gewonnenen speziellen Funktionen TF, W 
bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vorbehaltend, 
die bei ihnen an Stelle der GroBen %, 33,, §[,, S3,, stehenden 


mit P 


P 

0 


GroBen mit beziehungsweise Fur das Gebiet des Punktes tj 

lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Gleichungen von der Form: 


(Ifl •) P g “ ® ^7 + ■ ■? 


P 

0 


= In A + c® + cfi + • 


wobei die von s unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleich sind die Werte von 

P ^ , P ^ in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP~ in der Weise ver- 
knupft, daB 




(2o) 


langs 

langs K{P\] 
langs c,[p\l 
langs l^[P 


= AP 
0 

0 

’= p 
0 


7 ] 
0 ^ 


p 

0 


'+??>, 

27CZ 

+ 27ii, 


P 

0 

P 

0 

P 

0 

P 

0 


0 

^=P,P 
^ 0 


= 

0 ^ 


= P 

0 


+ a“ 

- 27C% 

+ 27ti, 


r = l,2, 




langs einer jeden der 5 — 1 ubrigen Linien I dagegen P| 

Dabei smd die Grofien 83^*^^ mit den GroBen durch die Gleichungen: 

0 0 0 0 0 0 


n 

II 

+ 


, p 


'■=p 


z 

_ 0 

z 

’ 0 

z 

0 

z 


ist. 
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Zweitei Alisdimtt 




H/''— j, ■ 




u p 0 


verknupft, und ea sollen jetzt schlieBlich die Weiie der noch unbestimmten additiven 
Eonstanten c, c so gewahlt weiden. dafi 


^4o) 

ist. 




,Ti 0 


P 

0 


solloi the gii den Cliamkte- 


Die jetst rollsfandig hestmmten Funltionen P 

*' 0 1 " I W 1 1 

ristiken geliougen, auf den Punkf tj sidi heziehenden, logmithmsch unendltch werden- 

den Mementarfunktionen genannt icerden 

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Eonstanten ^ lassen sich 
durcb die Werte, welche die 2p Elementarfunktionen u, w fur den Punkt r] besitzen, 
ausdrilcken. Urn diese Ausdrucke zu erbalten, beziehe man die Pundamentalformel (Fi.) 
auf die Elementarfunktionen Ph , teaUL lasse also in der Formel (Fi.), nacbdem man 
bei ihr den Summationsbuchstaben u, um Verwechslungen mit der zu Anfang dieses 
Artikels eingefQhrten festen Zabl a vorzubeugen, durch r ersetzt und zur Darstellung 
der Funktion w^\g\ fur das Gebiet des Punktes g die Gleichung w^\8\ = c^o + + •, 

bei der speziell c<,o = wj7/l ist, aufgestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Eon- 
stanten der Funktionen W, W die entsprechenden Eonstanten der Funktionen P|^ 
treten. Man erhalt so zunachst die Gleichung. 


W(, 8 


'2 ((1 - 7 r + ^ S,. + (1 - f f j 

-"-f ^’2 [(1 - + (1 - + + (1 - 5 .. - 0 

und welter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der in diesem 
Artikel unter (4^ ) an erster Stelle sowie der im vorhergehenden Artikel unter (3.) an 

zweiter Stelle stehenden Gleichung und insbesondere der Eelation 

Vs=l 

=p — q-\-l ausfuhrt, auch c„o, der schon oben aufgesteUten Gleichung c„Q = w^\'ri\ gemaB, 
durch w^\ri\ ersetzt, die fur (> = 1, 2, •• ,p geltende Beziehung; 

— m — 2m = 0. 

Beachtet man nun noch, daB die Charakteristiken gleichberechtigt sind, und 

daB bei der Vertauschung von mit in w^\t]\ in %|jj| ubergeht, so 



Die zu einer gewuhnlichen CLaraktenstik gehdncen runktionen 
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erlidlt man, wenn man noch den Buchstaben (j m neuer Bezeichnung durch v ersetzt, 
schhefilich die Gleichungen. 







t=l,2, 


iP 


Es soUen jetzt die zu den Charakteristiken gehorigen algebraisch un- 

endlick werdenden Elementarfunktiouen aufgestellt werden. Man verstehe zu dem Ende 
unter a wieder eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, •, s, unter m erne Zahl aus der Keike 
1, 2, •• *, m„ und bezeickne den der s Punkte ooj, - , oo^, a^, ■ , a^, ■ •, c, auch 


hier wieder mit tj. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charaktenstikeu 
zwei, je eine willkurliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funk- 
tionen W, W, die in der Flkche T" nur fur den Punki unstetig werden wie 
wenn man _ '' 


2 =1 
e, =0, 



»= 1 , 2 , 


setzt, alien ubrigen s+» 2 i+ +«»,— ! GroBen 2 sowie alien ubrigen s+«2i+ • +>»,— ! 

Grofien 2 dagegen den Wert Null zulegk Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeicbne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sicb vor- 

bebaltend, mit , F die bei ihnen an Stelle der GroBen 35,, 35,, 

111 Z m Z\ 

stehenden Grofien mit Wfi, 35$,’’, 21$’’, 35$’’, ^$’’ beziehungsweise Fur das Gebiet des 

Punktes lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Gleichungen von der Form: 

^1- ) it - + • • •. f ^ , 


wobei die c^'"’ von g unabhangige Grofien bezeichnen. Zugleich sind die Weite von 
, pN in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise ver- 


P ’’ 

ill Z 


knupft, dafi 


(2.-) 


langs «,|P ! 
langs J,{P|^J 
langs c,{P|; 
langs Z,,jph 


= A^P 

^ m 

'=B.P 


= P 

Vi. 

■= P 


■+|$”, 
■+ 35$’’, 


P 

m 

P 

m 

P 

m 

P 


'■=XP 


f-s.ph 


-+ af> 
■+» 


= P\ 

m I 

P 


1 = 1 , 2 , ,p, 


o'=l,2, 


ist. Dabei sind die GroBen 35^’’, St^’’, 35^’’ mit den GroBen durch die 

m 7n ill >« 

Gleichungen 
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Zweitei Abscbmtt 


f/— a-BjIf-, 

verknupft, unil es sollen jetzt scMiefilicli die "Wei-te der noch unhestmimten additiven 
Konstanten c, c so gewahlt -weiden. daB 

(4..; 5'i”-u 

T =1 ^=1 

ist _ 

Die jetzt xollstandig lestimmten Funlhonen D ] , P "I sollen die zn den CliaiaUe- 

ristiken (ij gelmiyen, auf den Piinli g slcJi hezielienden. ion der Ordnnng m cdgednaisch 

unendhcli ue/denden Mementarfunltionen genamit iceiden _ 

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Konstanten ® lassen sicli 
durcli die Werte, welcke die nach z,^ genommenen Denvierten der 2jp Elementar- 
funktionen ic, id fur den Pnnkt it] besitzen, ausdmcken. Um diese Ausdrucke zu er- 


halten, beziehe man die Fundamentalformel (PJ auf die Elementarfunktionen Pj] , wj^z\, 

lasse also in der Formel(Fi), nachdem man bei ibr den Summationsbuchstaben o, um 
Verwecbslungen mit der oben eingefulirten festen Zahl a vorzubeugen, durch r ersetzt 
und zur Darstellung der Punktion iid^\z\ fur das Gebiet des Punktes ri die Gleicbung 

ii!^M = c„o + c,,z^ + c^i8l+ hei der = ^= 1 . 2 . 3 , , ist, auf- 

gestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der Punktionen W, W die 
entspiechenden Konstanten der Punktionen pj^ , tieten, Man erhalt so zunachst 


die Qleichung: 


I' = 1 


und welter dann, indem man die Summation nach r unter Beachtung der unter (4„.) 
an erster Stelle stehenden Gleichung ausfuhrt, auch durch den ihni auf Grund der 
soeben fur aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die fur 9 = 1 , 2, ,p 
geltende Beziehung: 

- m _ 27ii (^^)o= 0. 

Beachtet man nun noch, daB die Charakteristiken gleichberechtigt sind, und 

daB bei der Vertauschung von mit m w^\z\ m v)^\z\ ubergeht, so er- 

halt man, wenn man noch den Buchstaben ^ in neuer Bezeichnung durch v ersetzt, 
die Gleichungen: 



IT 


Die zu einer gewohnlichen Cliaraktenstik gehongen Punktionen 





2 


— 1 ' ' 



» = 1 . 2 , ,p, 


und schlieBlicli , indem man unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge- 
machten Festsetzungen in bezug auf den Punkt t], insoferne dieser entweder einer der 
Punkte , e, oder einer der Punkte a, oder endlicli einer der Punkte c»i, • •, 

sein kann, drei Falle unterscbeidet, die Gleichungen: 


= 

m * 

2 


m 

2 

/d”u,|J|\ 

\m — 1; ’ 

V dr 

7/1 — 1 / 

V dr /:=*’ 

II 

2 


!<“>= 
m * 

2 

/d^w.i^.+rix 

ini — 1/ 

1 dC /o’ 

— 

V dr /o’ 


2 



2 


Oty — 

m ^ 

an — 1 j ’ 

V dg? /o’ 

Jt, — 
m * 


\ dr /o- 


4 . 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB die allgemeinste zu der angenommenen 
Charakteristik gelibrige Funktion W von der im Fundamentalsatze bescbiiebenen 

Art sicli aus den in den beiden vorhergehenden Artikeln deflnierten Elementarfunktionen 
Imear zusammensetzen laBt. Zu dem Ende bezeichne man die s Punkte ooi, •••, oo^, 
cti, • , a^, , St m der vorliegenden Eeihenfolge nut tjn '“} zu ihnen be- 

ziekungsweise geiiorigen GroBen , z„ der in Art 3 des ersten Abscknitts gemachten 
Festsetzung entsprecliend, mit , z , bilde alsdann mit Hilfe von p + s der Be- 

V=p < 7=3 

dingung 23Ti 0 genugenden Konstanten ©i, , (£,, Si, S„ der »ii+ • +w, 

V = 1 < 7=1 

beliebigen Konstanten Soi, • , sowie der willkurlichen Konstante C 

die Funktion' 




Va 

S 




Vcl 




f=i 


und untersucke, wie diese Funktion W(z) sick in der Flacke T" verkalt. 

Unter Beacktung des Verkaltens der m dem Ausdrucke fur W(z) vorkommenden 
Elementarfunktionen erkennt man nun, daB W (z) erne in der Flacke T" einwertige Funktion 
der komplexen Yeranderlicken z ist, die fur jeden von den Punkten rji, • • •, jj, ver- 
sckiedenen Punkt z der Flacke T" stetig ist, fiir den Punkt 7j„ ( 5 = 1 , 2 , ,») dagegen in 
derselben Weise unstetig wird wie die Funktion. 


fciK) = ^5 In 




+ 




+ -? + 

“la 


'‘la 


F-E, n 


3 
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Zweiter Ab^ehiutt 


sodaC also die Ditteienz TP-; foi’ den Punkt ri„ stetig bleibt, und deren Werte 

in je zi\ei ent'sprechenden Begienziingspunkten in der Weise verknupft sind, daB 

langs «, [ Wur = A, TF (/j~ + %, , 

langs &, [ Tr(^r = + 33, . »=i.2, ./-> 

kngsc.(r(>'-= TT>j-+(S;., 

langs Tr/’-?j'= F’'(«)“4-27r2S„, 

ist, wobei 

9C, = 6JI, S, -j- (1 — A,) , 

S» + 1 1 ~ -S,) 


ist und der Wert der Konstante durch die Gleichung. 


S. - 2 (S. «?•’ + S„ »'•' + + s,.. SH - i + o 

a=l “ ^ ° Q=1 


geliefert -wird Die Funktion W{z) stellt daher erne zu der angenommenen Charakteristik 
gekorige Funktion TF von der im Fundamentalsatze bescbriebenen Art dar, und 

zwar die allgemeinste deiartige Funktion W, da die ihr zukominenden ■ +«?,+s 

in den Funktionen fa und den Gleichungen (S) auffcretenden Konstanten £, S un- 

bestiminte, nur der Bedingung^©, 4-2Jr^^S„=0 unterworfene GroBen sind, und sie 

r = l (T = l 

auBerdem noch. die ■willkurliche additive Konstante G enthalt Damit ist aber bewiesen, 
dafi jede zu der angenonunenen Charakteristik gehonge Funktion TF von der iin 

Fundamentalsatze beschriebenen Art sich aus den deiinierten Elementarfunktionen linear 
zusammensetzen laBt, oder, was dasselbe, daB man aus dem Ausdrucke- 


<T = 1 


no 
z i 


+ SffiP 


+ 


• + s 


am 


p\na 
°ma\ Z 



die samthchen zu der angenommenen Charakteristik gehorigen Funktionen TT” er- 
halt, und zwar jede nur einmal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten S, (£ 
und der Konstante G gebildeten Systems von + s + 1 Konstanten ein jedes 

v—p cr = 5 

die Gleichung ^®,+ 27i:i^S„=0 nicht verletzende System vonjp + w 2 iH |-m, + s+l 

v=l a=l 

Werten treten laBt. 

Jetzt ist auch der Augenblick gekommen, um den Begnflf der Elementarfunktion 
von gewissen ihm noch anhaftenden Beschrankungen zu befreien und damit zugleich 
den Begriff der allgemeinsten zu der angenommenen Charakteristik gehorigen 
Funktion TF zu erweitem. 



Dit /u einer "e.vuhnliehpn f'haiah.tPii>tik 'jehnii^'pn ritrAt)‘'.r»n 


IP 


Ziinachst erinnere man sich daran, daB die lu'&prungliche Flache T (lurch Eiii- 
tuhiung Ton o2j Schnitten a, I, c in eine einfach zusammenhangende Flache T' ver- 
wandelt wurde, und daB dann, nach Maikierung der unendlich fernen Punkte ocj. 
der im Endlichen gelegenen Windungspunkte Cj, , a, sowie der heliehig im Innem 
^on T' angenommenen Punkte s^, f,, aus dieser Flache T' die den bisherigen Fnter- 

suchungen zu Gruncle liegende Flache T" durch Einfuhiuug der s = q-^ ) ~f, den 
Punkt iPfl Diit den s genannten Punkten beziehungsweise veibindenden Schnitte l^, I, 
gebildet wurde. Em Blick auf die im Pundamentalsatz vorkominenden Gleichungen I'S.) 
zeigt nun, daB die Schnitte I niir zu clem Zwecke eingefuhrt wurden, um fur die zu 
bildende allgemeine Funktion TF eine Flache, eben die Flache T", zu geivinnen, in der 
sie emwertig ist. Liegt aber eine Funktion TF vor, fur welche die zu den Schnitten 
beziehungs-vreise gehorigen Konstanten mit der Null zu- 

sammenfallen, und dementsprechend langs eines jeden dieser ,« Schnitte I die Gleichung 
besteht, so ist cliese Funktion W auch noch in der aus T" durch Auf- 
hebung der [i Schnitte Z hervorgehenden Flache einwertig, und es konnen daher, wenn 
diese Funktion TF fur sich allein betrachtet wird, die Schnitte • •, als uber- 

flussig weggelassen werden. 

Die in Art. 2 defimerte allenthalben endliche Elementarfunktion (e=i,2, ,i>) 
und die m Art. 3 definierte algebraisch unendlich werdende Elementarfunktion pj^j ge- 
horen nun zu denjenigen Funktionen TF, bei welchen Si=S2= •• = £,= 0 ist, untl sie 
sind daher schon in der Flache T' einwertig Die in Art. 3 definierte, auf den, dort 
mit bezeichneten, a*®“ der Punkte ooj, , oo^, a^, b^, • ■ , Sf sich beziehende, 

logarithmisch unendlich werdende Elementarfunktion P ^ dagegen ist eine Funktion TF, bei 

der die GroBen 2^, , 2, durch die Gleichungen 2i=0, •• , 2„_i=0, 2<,= 1, 2(r+i=0, • , 2,= 0 

besturunt sind, und sie ist daher zwar nicht iu der Flache P', wohl aber in einer 
Flache einwertig, welche aus T' durch Ziehen nur eines, den der positiven Seite von 
Cp und der negativen Seite von gemeinsam angehorigen Punkt mit dem Punkte rj 
verbindenden Schnittes hervorgeht. 

Bei der Definition der Elementarfunktionen P wurde unter v der o*® der 

s Punkte 00^, • • •, 00,^, a^, • • •, a^, s^, • • •, S(, unter m eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • , 
verstanden Beachtet man nun, dafi in dem Fundamentalsatze t, ebenso wie »«!, -, m, 

unbestimmte positive ganze Zahlen bedeuten, weiter auch, daB die Punkte ei, £3, • ■, e* 
t beliebig im Innem von T' angenommene, von den Punkten ooi, • , 00 ^, a^, ■ , ver- 
schiedene Punkte sind, und berucksichtigt das vorher uber die Bedeutung der Schnitte Z 
Gesagte, so erkennt man, daB man bei Zugrundelegung der ursprunglichen Flache T’ 

zu jedem im Innem von T' gelegenen Punkt Elementarfunktionen P ^ , P ^ , einerlei 

3* 
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ZwPitfr Al“«elinitt 


■vvelche positive ganze Zahl untei lu verstanden wird, in tier friilier angegebenen Weise 
definieren kann, -vvenn man nur, sobald es sich um die Definition einei Elementar- 

funlction Ph baudelt, in die Flache T' einen durch keinen der Punkte oc, a hindurch- 
I 

gehenden Schnitt Z,_ einfulirt, welcher den der positiven Seite von und der negativen 
vSeite von Ci gemeinsam angekbngen Pnnkt init dem Punkte ti verbindet. 

Um schlieBlich aiicb nocb zu irgend einem Punlite 57, welcher der Begrenzung 
von T angehort, also an einem oder an zweien dei Scbnitte a,l), c liegt, Blenientar- 

funktionen P ^ , P zu definieren, fuhre man zunachst, nachdein man nocb in dem 

0 - wj r 

Falle, wo es sich um die Definition von P|^ handelt, den der positiven Seite von Cp 

und der negativen Seite von gememsam angehorigen Punkt mit dem Punkte rj 
durch einen Schnitt verbunden hat, am Schnittsystem beim Punkte ij, ohne jedoch 
den Charakter des Schnittsystems zu andern und ohne einen Schnitt uber den Punkt 77 
hinuberzuschieben, eine solche Deformation aus, da6 der Punkt 1] an keinem der 
Schnitte a,l, c mehr liegt Durch diese Deformation geht dann aus dem Schnittsystem 
ein neues Schnittsystem hervor, das an Stelle des klemen der Deformation unterzogenen 
Teiles ti des ursprunglichen Schnittsystems emen davon verschiedenen Teil enthalt, 
sich im ubngen jedoch mit dem ursprunglichen vollstandig deckt, und es geht zugleich 
damit aus ,der ursprunghchen Flache T' eine neue Flache T' hervor, fur welche der 
Punkt 7j ein im Innem gelegener Punkt 1st Unter Zugrundelegung dieser neuen 

Flache T' bestimme man ietzt zu dem Punkte ri Elementarfunktionen P ^ , P ^ in der 

vorher angegebenen Weise und kehre endlich, indem man diese Funktionen mit Hilfe 
der Grleichungen (2^ ), ( 2 „,.) auf die im ersten Teile, in Art 3 des funften Abschnittes, 
angegebene Weise uber den Schnitteil #3 hmuber in das von und begrenzte Gebiet 
als Funktionen von s stetig fortsetzt, zur ursprunglichen Flache T' zuruck. Die so fur 
die ursprungliche Flache T' gewonnenen Funktionen soUen dann als die zum Punkte rj 

der Begrenzung von T' gehongen Elementarfunktionen Pj^ . P ^ angesehen werden, 

da sie, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht, im wesentlichen dieselben Bigenschaften 
besitzen, wie die zu einem im Innern von T' gelegenen Punkt tj gehongen Elementar- 
funktionen Pj^ , P ^ . DaB man zu dem Begrenzungspunkte ij immer dieselben Ele- 
mentarfunktionen P P jg| erhalt, welche von den zulassigen neuen Flachen T' man auch 
fur ihre Bildung benutzen mag, zeigt ein Bhck auf die Gleichungen (Ij.) — ( 5 o) und 

Nachdem so der Begnff der Elementarfunktion von den ibm zu Aufa. ug noch 
anhaftenden Beschrankungen befreit worden 1st, kann man jetzt auch den Begriff der 
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Dip zu pisei gew uhnli'-hen fhaiakter^stik gHlmiigen Fankt.onpn 


allgemein&ten zu der angeuoinmenen Chaiakteristik (^) gehorigen Funktion TT" in der 
Weise erweitern, daB man m dem vorlier fur TF gewonneneu Ausdrucke: 



bei dem r,^, ■ , tj, die s = + t Puukte cq, , a^, , e. beziebuugsweise 

veidreten, t, vq, , m, unbestimmte positive gauze Zahlen bezeichnen und die Konstanten 

r-p (T=t 

2, a, G nur der Gleichung ^ S, 2jri = 0 zu genugen babeu, unter • -, «< 

» =1 a = l 

t von den Punkten oo, a verschiedene bebebige Punkte der Flacbe T versteM, die also 
teilweise oder auch alle an der Begi*enzung der Flache T liegen konnen, wenn nur diese 
Punkte als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. Zugleicb kommen, vrenn 
es sicb um die Funktion TT'T.?) allein handelt, nur so viele Linien in Betracbt, als es 
unter den GlroBen Si, •••,£, von FTull verschiedene gibt, oder, tvas dasselbe, nur so 
viele Linien l^, als in dem Ausdrucke fur W{s) Funktionen P 1 wuklich vorkommen, 

und es sind diese Linien I, , die zu den emzelnen Funktionen im Rahmen der 

^ 0 ^ 

vorher genannten Bedingung willkurlich gezogen werden kdnnen, wenn sie bei der 
Funktion W(jsi) zusammen auftreten, nur noch der Bedmgung zu unterweifen, daB sie 
getrennt veiiaufen. Die aus der Flache T dmrch Einfuhrung der fur die Fimktion 
in Betracht kommenden Lmien I entstandene Flache, m der die Funktion W{z) einwertig 
ist, soil wieder T" genannt werden, und es kann dann der fur die fruhere Flache T" 
mit Eucksicht auf die Darstellung der Funktion W{z) durch Potenzreihen aufgestellte 
Begnff des Gebietes ernes Punktes sofort auf diese neue Flache T" uhertragen werden. 

Die im vorstehenden angestellten Betrachtungen und gemachten Festsetzungen 
beziehen sich auf die zu irgend einer gewohnhchen Charakteristik gehorigen Funk- 
tionen W(z) und gelten daher auch fur die zu der reziproken Charakteristik gehorigen 
Funktionen W[z). Werden aber zwei auf dasselbe Punktsystem 7?i, • • sich beziehende 
Funktionen W{2), W(z) zusammen betracbtet, so muB fur beide erne und dieselbe Flache 
T" zu Grunde gelegt werden und zwar eine solche, welche aus T dadurch hervorgeht, 
daB man zu jedem Punkte jj, fur den wemgstens eine der beiden Funktionen P ^ , pj^j 
in W{0), W[z) wirkhch vorkommt, eine Linie zieht. 

Es soil jetzt zum Schlusse dieser Betrachtungen noch gezeigt werden, daB die 
in Art 1 dieses Abschmttes aufgestellte, unter der Voraussetzung, daB die Punkte rq,- - ,7i„ 
auf welche sich die Funktionen W{z}, W{z) beziehen, s^mthch im Innem von T liegen, 
geltende Fundamentalformel (F^.) sich ohne weiteres auf den Fall uhertragen laBt, wo 
die m dem Punktsystem (%, • • ,??,) = (ooj, • •, oo^, cti, • •, , «<) vorkommenden 
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Pimkte e,, a, teilweise odei auch samtlich Pimkte dei Begreuzung von T sind. weiin 
nur diese Punkte aLs Punkte der Flacke T betrachtet getrennt liegen. Zu dem Elide 
fubie man zimachst am Scbnittsystem bei jedem der Begienzuug von T angeborigen 
Punkte obue jedoch den Cbaiakter des Schmttsystems zu andern, eine solcbe Defor- 
mation aus, dafi kein Punkt t] mebr an emem der Scbnitte «, h, c liegt, und setze 
gleicbzeitig die Funktionen Wfs), Wiz), diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ibr 
Yerhalten an den Querscbnitten cbarakterisierenden Grieicbungen (Sj (s Seite 185 des 
ersten Teiles) auf die im ersten Teile, in Art 3 des funften Abschnitts, angegebene 
Weise als Funktionen von z stetig foit. Da nun fin- die bieidurcb entstebenden neuen 
Funktionen W(z'), W(z'), vrelcbe zu der aus der ursprunglicben Flacbe T' durcb die go- 
macbten Deformationen entstandenen, die Punkte % als innere Punkte entbal ten- 

den neuen Flacbe T' geboren, obne weiteres die Fundamentalformel gilt, und die in 
dieser Formel auftretenden Konstanten von den bei den ursprunglicben Funktionen 
W{z), W{s) vorkommenden entsprecbenden Konstanten nicbt verscbieden sind, so gilt 
die Fundamentalformel aucb fur die ursprunglicben Funktionen W(z), W(z). 


6. 

Es sollen jetzt mit Hilfe der Fundamentalfonnel (F^ ) gewisse zwiscben den 
Elementarfunktionen P, P, P, P bestebende Beziebungen abgeleitet werden Man ver- 
stebe zu dem Ende unter irgend zwei voneinander verscbiedene Zablen aus der 

Eeibe 1, 2, • •, s, bezeicbne den Ui-ten der s Punkte ooj, • , oo^, , a^, gj, , 

mit T}i, den Ua-ten mit und beacbte, dafi die auf diese Punkte rj^ sicb beziebenden 
Elementarfunktionen P, P, P, P sicb fur das Gebiet des Punktes durcb Gleichungen 
von der Form: 


P 

0 


P 

m 


Z 

0 I z 

p ^2 
m Z 


= In ;^ + ’ f I ? H ^ + 

= 4 , P|j|= ^ 

clf +<^ 5 \ + <+ •• , f|?|= z^+clfzl + . 

fur das Gebiet des Punktes rj^ dagegen durcb Gleicbungen von der Form: 


PJ = 
0 ^ 


p ’ll 
m Z 


+olf + <-h- • , 


p % 
0 ^ 




’ll 
m I Z 


+4"?^ \ + < + • 



1jj(; /u einei gf-wuhnlichcii Chaiakteiistili sehongeii Funktioiieii 


/0-. ^rOn. . ^on.' '• 


_1_ I fifm f[m iTj', „ •,! r,.' „;i 

jJ'; - ^<7,0 1 


p!>:. 

(4 


= ln-i 7®'^- y _r®'^s' y® 


^ ^2 
i z 


= - +C, 


ni47, 
'ff>0 ' 


^(7*1 '■7,2 'T^<7aii‘ 


clarstellen lassen, Tvobei die c. c von unabliangige GroBen bezeicbnen Aus der Funda- 
mentalfomiel erbalt man dann, unter Benutzung der Eelationen (^u.i, i4„,.; des Ai-t 3 
dieses Abschnittes. 



fui- E"= P 
0 

Vi 

, TF=P 
0 

Vi 

n.) 

fur E"=P 
0 

^1 

, Tf=P 

71 


IE) 

fur Tr=P 

in 

Vi 

, F=p 
// 


1— 1 

fur E"=P 
0 

'^1 

, W=P 
0 

ni 

V.) 

fiir E'^= P 

0 

Vi 

3 

II 

z 

1—1 

fur E"=P 

m 

z 

, 1F=P 

n 



die Gleicbung' 

AO a,) 


die Gleicbung' 

n 

^OlO 5 

die Gleicbung 

n 

** 

die Gleicbung. 


_ ^(0 , 

die Gleicbung 

n dl°d' 

II 

die Gleicbung. 


= )il 


wobei in der unter IV) stehenden Gleicbung das positive oder negative Zeichen zu 
nebmen ist, je nacbdem die Scbnitte c, l,^, bei eineni negativen Umlauf um in 
der Eeihenfolge c^, Cp, oder in der Eeihenfolge c^, c^, Z,,, uberscbritten 

werden Ersetzt man jetzt in den gewonnenen Gleicbungen die Grofien c, c durch die 
ibnen auf Grand der in Art 3 des ersten Abscbnittes gemacbten Pestsetzmigen ent- 
sprecbenden Ausdrucke, so ergeben sicb die gewunscbten Beziebungen: 


(I) 

(II.) 

(EL) 

(lY.) 

(V.) 

(VI) 



wobei in der unter (IV.) stebenden Gleicbung das positive oder negative Zeicben zu 
nebmen ist, je nacbdem die Scbnitte c, Z,^ bei einem negativen Umlauf um <^o 
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der Eeiheiifolae c., , oiler m tier Ileihentolge Cj, ubersclmtten 

werclen. 

Xacli den ini vorhergehenden Artikel gemacliten Auslnlirungen gel ten die Fonneln 
fl ) — (TLi fur irgend zwei Puukte ;,], j,2 der Fluche T'; nur inussen diese Punkte r^, rjj, 
wenn sie beide dei Begrenzuiig von T' angehoren, als Punkte der Flache T betracbtet 
getrennt liegen. Fur die Fonneln 1 1 1, 1 'll }. ( III. i kommt in der Flache T' nur em emziger, 
den der positiven Seite von und der negativen Seite von Cj gemeinsam angehorigen 
Punkt mit dem Punkte iji verbindender Schnitt Z,^ in Betracht; fur die Foimeln (IV.), 
(V j , (VI.) dagegen muB der genannte Punkt sowohl nut dem Punkte durch einen 
Schnitt wie nut dem Punkte durch emeu Schnitt verbunden sein. 

Die Formeln ( 1 .) — fVI.) stellen Beziehungen dar zwischen den zu irgend einer 

gewohnlichen Charakteristik gehorigeu Punktionen P und den zur reziproken Cha- 

rakteristik gehorigeu Punktionen P, und es gehen demnach, da auch umgekehrt 

(5) (5) Formeln (I)— (VI.) richtige Formeln hervor, wenn 

man darin durchweg die Zeichen P, P vertauscht 

Mit Hilfe der gewonnenen Formeln soli zunachst den die Punktionen P , P 
fur das Gebiet des Punktes tji darstellenden Gleichungeu. 



und ebenso den die genannten Punktionen fur das Gebiet des Punktes 7^2 darstellenden 
Gleichungen : 


p ni 

0 ss 


P% 



s 


n 


pm 

m g m IJsl S 



eine neue, fur die spateren Dntersuchungen notige Gestalt dadurch gegeben werden, 
daB man bei den hier an erster Stelle aufgestellten Gleichungen die Koeffizienten 
von i?” durch die ihnen auf Grund der Formeln ( 11 ), (III) entsprechenden Ausdrucke, 
bei den an zweiter Stelle aufgestellten Gleichungen die Koeffizienten von durch 
die ihnen auf Grund der Formeln (V), (VI.) entsprechenden Ausdrticke ersetzt. Es ergeben 

sich dann zur Darstellung der Punktionen P , P fur das Gebiet des Punktes r/i 
die Gleichungen: 



Die ZTi emer gc wohnhchen Chaiaktenstik gehurigen Funkt.onen. 


25 


(l.i 

P 

ni 

= bl^-r^P 



0 


- Lo 

& 


P 

hi 

= — -^fP 



m 

~ i 


b 








far das Gebiet des Punktes dagegen die Gleicliungeii- 


(3-j 

( 4 .; 


P 

ni 

= p 

hi 

0 


0 

hi 

p 

hi 

=p 

hi 

in 

- 

in 

hi 



Dem oben Gesagten entspiecbend gehen aus den Gleichungen I'lj — (.4 i vier weitere 
Gleichungen bervor, wenn man dann durcbweg die Zeichen P, P vertauscht. 

Nacb dem frCilier Bemerkten kann eine jede der drei Formeln (IV)— (VI) un- 
abhangig von den beiden anderen auf irgend zx^ei Punkte rji, % der Flacbe T' bezogen 
werden. Man verstebe jetzt unter 77, 0 irgend zwei Punkte der Flacbe T', verbinde 
dieselben in vorber angegebener Weise durcb Scbnitte I, mit dem gemeinsamen Aus- 
gangspunkt der Scbnitte c, lasse alsdann bei der Fonnel (IV.) an SteUe des Punkte- 
paares iji, 7 ]^ das Punktepaar ri, s, bei der Formel (V.) dagegen an Stelle des Punkte- 
paares t}^ das Punktepaar s, 7? treten und vertauscbe endbcb nocb in der so aus (V.j 
entstebenden Formel die Zeichen P, P, indem man gleicbzeitig den Bucbstaben n durcb 
den Bucbstaben m ersetzt. Es ergeben sicb dann die filr irgend zwei Punkte. 7j, z der 
Flacbe T' geltenden Gleichungen: 


( 5 .) 

( 6 .) 



wobei in der unter ( 5 .) stebenden Gleicbung das positive oder negative Zeichen zu 
nebmen 1st, je nacbdem die Scbnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ibren ge- 
meinsamen Ausgangspunkt ^0 der Eeibenfolge Cj, • • •, c,, l,^, I, oder in der Keiben- 
folge Cl, C2, • - •, Cp, l^, l,j uberscbritten werden. Aus diesen Gleichungen sollen jetzt 
weitere Scblusse gezogen werden. 

Die in P^LpVPhjP^ vorkommenden Bucbstaben 77, z bezeicbnen irgend 

zwei Punkte der Flacbe T' und zugleicb die diesen Punkten zukommenden Werte von 
X + yt. Man kann daher eine jede dieser vier GroBen mcbt nur, wie es bisber aus- 
scblieBlicb geschehen 1st, bei festgebaltenem Punkte rj als Funktion des m T' beweg- 
licben Punktes z, sondern auch bei festgebaltenem Punkte z als Funktion des in T' 

p-E. n 4 
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Punktf‘S tj cinsohtfn j0cl0r diosoi* ruiiktioiioii soil clio zwiscliBii cIgii 

senkrechten Strichen an tlei miteren Stelle steliende GroCe das Argument . die an der 

oberen Stelle stehende GroCe der Parameter dei Funktion genamit wei’den Beachtet 

man nun, daB eine jede dieser Funktionen eine Funktion der bei ihr als Argument 

auftretenden komplexen Veranderliclien ist, nnd dafi P '! , unter Festlialtung des Punktes 

und des Sclmittes I, als Funktion des bet\eglichen Punktes t] betraclitet, sich, wie die 

Gleichung (5.) zeigt, von der Funktion P|^ der komplexen Yeranderlichen i] nur um 

eine additive Konstante untersckeidet, ’wenn nur fur jede Lage von der Anfangspunkt 

des Schnittes \ auf derselben Seite des Scbnittes I, liegt, so erkennt man zunachst, 

dafi die Funktion P ’'I nicbt nur eine Funktion der bei ibr als Argument auftretenden 
0^1 

komplexen Yeranderbcben s, sondern aucb eine Funktion der bei ihr als Parameter 
auftretenden komplexen Yeranderhcben tj ist, und daB die Eigenschaften von P ^ als 

Funktion des Parameters obne Muhe aus den bekannten Eigenschaften von P “ als 
Funktion des Argumentes ri abgeleitet werden konnen 

Man fasse jetzt die Gleichung (6.) ins Auge, driieke die auf ihrer rechten Seite 

vorkommende GroBe P! auf Grund der aus (5) nach Ersetzung von i? durch I her- 

vorgehenden Gleichung P ^ ^ \ i durch die GroBe Pj^ aus und verbinde die so 
entstehende neue Gleichung mit der Gleichung (6 ). Man erhalt dann die Doppel- 


gleichung: 


p|^ t pj^ 

S ~ (w-ip W'H i t 


'o (™-l)'W?‘o ?/o’ 


und schlieBlich, indem man in bezug auf den Punkt tj, insofeme dieser entweder 
ein beliebiger von den Punkten a, <x> verschiedener Punkt s der Flache T' oder emer 
der Punkte •, a, oder endhch einer der Punkte ooi,---, oo^ sem kann, drei Falle 
unterscheidet und die in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetz ungen be- 
achtet, die drei Doppelgleichungen: 


1 <^P I 

1 0 fi 


<*“P - 
0 2 


(m— 1)' di 


— ds 


\ dS^ Jo (m-l)iV d^’S 
V d^ Jo (m-a)'V dS Jo' 


Bern fruher Bemerkten entsprechend gehen aus deu Gleichungen (8.) drei weitere 





^inri ::e Tja^akt^n^tik ^ehn.v-Hi Farktr m^r 




rrleichungen heiv(jr. iveun man dcirin fliirrh\Neg flie Zeif'hen P, P veitau'cht. Au< <ler 
errften dei clrei Gleicliungeu 8 , die lur .]eden von den Punkten a, ix ven.-Jchiedenen 


Punkt e der Flache T' gilt, erkennt man nun. da6 die Funktion P 
Funktion P 


eben^o wie die 


nicht nur eine Funktion dei bei ibr als Aigument auftretenden kom- 
plexen Yeranderliclien s. sondem auch eine Funktion der liei ibr alri Parameter auf- 
tretenden komplexen Yeranderlichen t] I'it, und dafi die Eigenschaften von pj’jj als 

Funktion des Parameteis ri aus den bekannten Eigenschaften von Pr als Funktion 
des Aigumentes t] ahgeleitet werden konnen Die genannte Gleicliung lelirt tveiter 
aber auch, dafi man die Element arfunktionen P ^ aus der Funktion P ^ als 

primarer durch sukzessives Deiivieren nach dem Parameter ri erhalten kann. 


6. 

Die Untersuchungen des Art. 4 haben gezeigt, dafi der Ausdruck. 

•T = 1 

+ T -P I I + S” 1 ‘5' I + + 2" ^ I I) 

+Jf (8!r'’-f |"i + |"i + • • • + 


bei dem m^, mg, n^, unbestimmte positive gauze Zahlen, die Buch- 

staben £, C unbestimmte, nor der Bedingung: 


1=1 \r = l 0 = 1 y = l / 


unterwoifene Konstanten bezeichnen, der sich also von dem in Ait. 4 fiu* W(2) auf- 
gestellten Ausdrucke nur durch die Bezeichnung unterscheidet, die allgememste zur 
Charakteristik (^) gehoiige Funktion W darstellt Das Yeihalten dieser Funktion 
}Y=W(2) fur die Punkte s, a, oo ist von der Art, dafi 


fur das Gebiet 
des Punktes 

fur das Gebiet 
des Punktes 


f£ir das Gebiet 
des Punktes oo 


( WQi) - ar'> In — +!2'sr'’— . 

I (g—cc^yt (g—a^yii ^-0 


^=1,2, ,f, 


C = l»3. 


y — 1 , 2 , ,2, 


4 ^ 
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ist, wahrend fur das Gebiet eines von den Punkten s, a, oo veischiedenen Punktes z = a 

TF(^) = 4“^ + cf\0-a) + + 

ist. Dabei bezeichnen (f‘\ cf’"\ von 0 unabhangige GrroBen. Was dagegen das 

Verhalten der Funktion W( 0 ) langs der Sclinitte a, i, c, I betrifffc, so 1st, dem in Art. 4 
Ausgefuhrten entsprechend, hier 


vsrobei 


langs a, { TF = A,W (sy + SI, , 

langs &,{ W(0y=B,W(8y + .'=1.2. ,p, 

langs c,{TF(^)+== TF(^)-+(S„ 

langs Z,,{ TF(^!)'''== W{0y + 2 m 2 ^^\ v='i. .»?. 

21,= + (1 — , 

S 5 ,= <^„©,+ (1-.B,)<^, 


1st, iind der Wert der Konstante durch die Gleichung: 





geliefert wird. 

Man betrachte jetzt die w*® Derivierte der Funktion Tf’=TF(4*). Uin ihre 

Eigenschafteu zu ermitteln, deriviere man die soeben aufgostellten Gleichungen, welcho 
das Verhalten der Funktion TF(^^) fur die Punkte a^, 00^, a und langs dor Begrcnzung 
von I" charakterisieren, n-xoal nach 0. Man findet auf diese Weise, wenn man noch 
das mit irgend einer G-roBe g gebildete Produkt ^(,17— 1 ) ■ {g—n+l) von n Faktoren 

zur Abkurzung durch (g\n) bezeichnet, daB 


fdr das Gebiet des Punktes e,, (<=1,2, . 






Ass 1 


i) die Gleichung: 


(— ^|w) 
(2 — *,)^ + " 


Xssn 


fur das Gebiet des Punktes (9=1.2. ,0 die Gleichung. 


^w 

dz'‘ 


= 


(-ir 

f »9 


(n — 1 )! 


As=n 

As=l 



n) 

\ /19 




Js. ft 




filr das Gebiet des Punktes oo„ (*=1,2, ,*) die Gleichung: 




/* 


1 = 1 '**1 ' Xml 



f 
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fur das Gebiet des von den Punkten s, a, oo verscMedenen Punktes 2 = a die Gleichung: 

4 ^ = c^:\n\n) + + (f;l^{n+2\n){3-ay + • 

besteht, und daB 

langs a,{- 
langs i,.{- 
langs c,,|- 


(S.) 


d"TF+ 

dz'^ 

d^W-^ 

1 1 

R 

II 1 

dz^^ 

1 

d^W+ 

d^W- 

dz^^ ' 

dz^^ 

d^^W+ 

d^^W- 

dz*^ ■ 

dz^^ 


*'= 1 , 2 , ,p. 




ist Die so gewonnenen Gleichungen zeigen, daB die in der Flacbe T" einwertige 
Funktion ^ eine zur Charaktenstik geborige Funktion TFist, und ^ kann daher, 
nach Art. 4 , durch Elementarfunktionen dargestellt werden 

Urn diese Darstellung zu erbalten, beachte man zunachst, daB die Funktion 
wie die fiir sie an erster Stelle gewonnenen Gleickungen zeigen, 


fur den Punkt (*=1,2, .<) unstetig wird wie die Funktion: 




TTC'.) (^) = (_ ly (,* _ 1) t P J (- A I n) 


1*1 


fur den Punkt a (?=i,2, ,r) unstetig wird wie die Funktion: 


X^np 


A = n ^^-1 


(„-l). S".. P + 2 + 2 (;i| «) i-\p 

fur den Punkt 00, (.«=i,2, , ,) stetig 1st oder aber unstetig wird wie die Funktion: 


oo 

Z 


je nachdem oder p„ ^ wi,, + 1 ist, 

endlich fur jeden von den Punkten e, a, oo verscbiedenen Punkt z = a stetig 1st. Ma.u 
erkennt dann, daB der aus und den Funktionen *=1.2, ,r, 

sowie den etwa zu im eben angegebenen Sinne gebOrigen Funktionen gebildete 

Ausdruck: 

<1 - ^ >< 


— bei welcbem der an dem letzten Summenzeicben stebende Akzent andeuten soli, 
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da6 bei der Summation diejemgen, der Reihe 1,2, angehoiigen, Werte von x aus- 
zuschlieBen smd, fur welche etwa p, < + 1 ist — erne zur Chaiakteiistik gohorige 

allenthalben endhche Funktion ■w\s\ darstellt. Zui Bestimmung dieser Fuiiktion 
verstehe man unter ri irgend emen Punkt der von den Punkten s^, , a^, , a, 

und denjemgen der Punkte oo^, , oo^, fur welche etwa unstetig wird, gebildeten 

Eeihe und beachte, da6 fur die diesem Punkte entsprechende Funktion wie aus 

den durch die Gleichungen (2„, ), (3,„.), (4,„.) des Art. 3 fixierten Eigenschaften der zu 
ihrei Bildung ausschlieBlich benutzten algebraisch unendlich werdenden Elementarfunk- 

tionen P ^ folgt, 

langs a, { (^)+ = A, + fl - 

(S^) langs = + -m, .p. 

langs G,. [W^’'^{0y= 

ist, wobei die Konstanten bezeichnen, und daB zudem fur diese Konstanten, wio 
speziell aus der Gleichung (4,„.) folgt, die Beziehung: 

2 = 0 
V = 1 

besteht. Man erkennt dann, bei Beachtung der fur gewonneneii, untc'r fS) an 

dritter Stelle sich findenden Gleichung, daB fur die allenthalben endllcll(^ Funktion /r|,s| 
langs ernes jeden der Schmtte c^, , die Gleichung = iv\s\~ besteht Baraus folgt 

aber, daB die Funktion w\s\ fur alle Punkte der Flache T" den gleichen, niit c zu lio- 
zeichnenden. Wort besitzt, oder, was dasselbe, daB 

+ 0 

1 st. Uni den Wert der Konstante c zu bestimmon, vergkucho man das unter (S.) 
charaktensieite Veihalten der auf der linkon Soito der ebon gowonnonen Gh'ichuug 

stehenden Funktion langs der Schnitte a„ &„ mit dem aus don Gleichungen (S^’'k) 

sich ergebenden Verhalten des auf der rechten Seite der Gleichung stehonden Ausdrucks 
langs derselben Schnitte. Man eihalt dann weiter dio fiir v = l,2,---,p geltendo Gleichung: 

0 = + c 

^-1 ^S=l ytsiX 

und endlich, indem man die aus ihr filr ^=>1,2, ■,p hervorgehenden Gleichungen 

addiert und die schon oben aufgestellte, fur t; = ,i), =- (e-i.s, • ,r) so wio 
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fiir 7 ] = oo^ (-'=1,2, ,j), wenn deni Punkte oo, eine Funktion entspricht, bestehende 

Beziehung ^ = q beachtet, die Gleichung 0 =pc und damit fur c den Wert 0. 

1=1 

Tiagt man jetzt den Wert von c in die fur gewonnene Gleicbung ein und ersetzt 
zugleich die in ikr vorkommenden Funktionen durch die ibnen 

entsprecbenden Ausdrucke, so gelangt man schheBlicb, wenn man noch die von 
herstammenden Glieder ordnet, zu der Gleichung. 


(PWis) 

1 / 5 ” 




y = y f 2=p„ 


9^ = 1 V^ = W/jj-{"l' ^ 


+ ^' ^ (f MSM-P 


X — nix I ^ 


welche die gewunschte Darstellung der Denvierten der Funktion W( 3 ) durch Ele- 
mentarfunktionen enthalt Mit Hilfe dieser Gleichung (D ) sollen jetzt die Derivierten 

der Elementarfunktionen w,\3\, p|*|, p|;-|, p|“*|, p|;|, p|“-’|, p|«r| (j^r^h Elementar- 
funktionen dargestellt werden. 

Man setze, unter t erne Zahl aus der Eeihe 1, 2 , •••, p verstehend, in dem mit 
W(0) bezeichneten Ausdrucke die GroBen S samtlich der Null gleich, ebenso die Kou- 

stante G, dagegen = (1-d'^^p)^, 0=1,2, ,p; dann geht W{z) in w^\3\ uber, an Stelle der 

Entwicklung der Funktion Tr(^!) fur das Gebiet des Punktes (?=i,2, ,0, aus der die in 
der Gleichung (B.) vorkommenden GroBen zu entnehmen sind, tritt die Entwicklung: 




wobei 


i = li 2 , 3 , 


1 ( d^w^\S\ \ A ©(“,) 

V ^Si n ’ 


und die Gleichung (D) liefert, wenn man sie auf diese spezielle Funktion W{ 3 ) = n\\s\ 
l)ezieht, fur die Derivierte der Funktion Wf\z\ die Darstellung’ 


2 nu... 


-”) _ 


(7'= 1,2, ,p) 


Man verstehe jetzt unter rj einen der drei Punkte e^, a^,, 00^ — wobei a eine Zahl aus 
der Reihe 1, 2 , ■ r, r eine Zahl aus der Reihe 1, 2, • • •, g; bezeichnen soil — und setze 
in dem mit 1^(2!) bezeichneten Ausdrucke die GroBe der Eins, alle ilbrigen GroBen S 

Howie dui Konstante G der Null gleich, dagegen ©j = ©5 = • • • = dann 

P 
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geh.t W{s) rcL Pi uber und an Stelle der Entwicklung der Funktion W{ 2 ) fur das Ge- 
biet des Punktes .^) tntt, den Gleichungen (3) und (1) des Art 5 gemaB, die 

Entwicklung. 


C'> -tF 

1 = 1 , 2 , 3 , 


wobei 


; = o 


wenn der Punkt von dem Punkte ri verscMeden ist, dagegen die Entwicklung' 
-to— wobei . 

(Z-ay^ ' = 0 ^ = f '• 


p 

0 


wenn der Punkt sicb mit dem Punkte ti deckt, was dbrigens nur in dem Palle, wo 
der Punkt a„ ist, vorkommen kann. Unterscbeidet man jetzt in bezug auf den Punkt ri, 
insoferne dieser entweder der Punkt oder der Punkt a„ oder der Punkt oo^ sein 
kann, drei Falle und bezieht die Gleicbung (D.), indem man zugleicb den Buchstaben Sj, 
der einen beliebigen von den Punkten a^, a^, oo^, • - oo^ verscbiedenen Punkt der 

Flacbe T' bezeicbnet, durcli e ersetzt, der Eeihe nacb auf die spezielleii Funktionen 


W(2) 


P 

0 


, = p “<T ^ ■pr(^!) = P , so erhalt man 


fiir die Derivierte der Funktion P * die Darstellung 


(D,.) 


0 ^ 




(jssf ; wwpp— 1 




“<i\p 

ft 


n/iiif—X 

' 1 -i 

^ u 



fur die Derivierte der Funktion P die Darstellung: 


(D 3 .) 


= kzllZ p “ff| 4-^ ”'y / / p p 

da" Km, 


()sst 

+ 2' ^ 
y=l 1=1 


far die Derivierte der Funktion P 

0 


ll — 

!p 

ft 

0 

Pl“e 




1 1/ 


((>ssl,2, • ,r) 


die Darstellung: 




d”P 

0 » 

^ V V 


1 r 

P % P 

“e 

dg>‘ 

Xstl 

ny>f) — X 

JL ^ i 

1 a 

Z 


(r-1,3, 


Dabei soil der auf der recbten 8 eite der Formel (Dj.) an dem Summenzeichen st«diendc 
Akzent andeuten, daB bei der Summation far den Index 9 der Wert a auszusclilieBen ist. 
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Man verstehe jetzt unter ri wiedeium einen der drei Punkte a„, oo^, unter m 
im ersten Falle die Zahl im zweiten Falle die Zahl n^, im dritten Falle die ZaMj^^, 
und setze m dem mit W(z) bezeiclmeten Ausdrucke die GroBe der Bins, alle ubrigen 
GioBen S sowie die GroBen (5i, (£,, , C der Null gleicb, dann gebt W[i) in pj^ 

Tiber und an Stelle der Entwicklung der Funktion W(s) fur das Gebiet des Punktes 
( 9 = 1 . 2 , ,0 tntt, den Gleicbungen (4.) und (2) des Art. 5 gemaB, die Entwicklung* 

wobe. 

wenn der Punkt von dem Punkte rj verscbieden ist, dagegen die Entwicklung 

l = »o X 




1=0 

wenn der Punkt sich mit dem Punkte rj deckt, was ubrigens nur in dem Falle, wo 
7/ der Punkt ist, vorkommen kann Unterscbeidet man jetzt in bezug auf den Punkt t], 
insoferne dieser entweder der Punkt oder der Punkt oder der Punkt oo,, sein kann, 
drei Falle und beziebt die Gleichung (D), indem man zugleicb den Bucbstaben der 
einen beliebigen von den Punkten «i, , a,, cjoj, •■ , cx)j verscHedenen Punkt der Flache T" 

bezeichnet, durch s ersetzt, der Keihe nach auf die speziellen Funktionen W{i) = F ®j, 

W{e) = P , W{z) = P , so erbalt man 

fur die Derivierte der Funktion P|*| die Darstellung: 


(D,.) 


d”P 

S 

m 

IS 




(— to|«) P 


«+77l 


1 A = 


v'*- ^-1 /-I 


nii^ 


— I 






nil — I 

V 


)f 


fur die Derivierte der Funktion P die Darstellung. 


(D..) 


d"P 


m 

Z 




(-sh) 


P 

n/L(a+m 




filr die w‘® Derivierte der Funktion P 

m 

rniXf, — X 


n] 

. ya ) ^ 

(—1 

P 

“o 

1 

nUg — X 

[dSZl 

JL 

n/Uff-X 

t 


'\ ye 1 - 


P 

i“? 


nii^ — Z 


X 

nf-tfj—X 




J_1\ p “o 


(<t = 1,2, ,r) 


die Darstellung: 


(D,-) 




m \z 




p = r ! = «/,, -l{- 

■5=^,^ a’ - 






\-) 




\ J(^ p 

X \diZn^f-X 


I).f 

“9 

e 


= ,s) 


P-R, XI 


6 
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wenxL + 1 ist, dagegen die Darstellung 


CD.'-) 


7U 1 


-/''“Iw) P 


1 1 V _ 

^ / 

P 

cc 

) -P 

a 

9 


V 1 f m— H 

S 


— 2. 


5 

\)ox 

z 


(T=l,2. .S) 


wenn ^ + 1 ist. 

Dabei soil der auf der rechten Seite der Formel (Dg ) an dem Summenzeiclien stehende 
Akzent andeuten, daB bei der Summation fur den Index ^ der Wert a auszuschlieBen 
ist. Was den Bucbstaben m betrifffc, so vertritt derselbe bei der Formel (D, ) die Zahl Wi, 
bei der Formel (Dg) die Zabl endlicb bei den Formeln (D?.), (B7*) die Zahl p^, und 
es ka.riTi daher, insoferne unbestimmte positive ganze Zahlen sind, 111 den auf- 

gestellten Formeln unter m irgend eine positive ganze Zahl verstanden werden. 

Nachdem so die n*®”- Dermerten der zur Charakteristik gehorigen Elementar- 

funktionen durch Elementarfunktionen dargestellt sind, laBt sich jetzt die Funktion P * , 
indem man die im vorhergehenden Artikel unter (8.) fur sie aufgestellte Gleichung 



, d“P 

z 

s 

1 0 

B 

z 

(m— 1 )' ds”' 


mit den Formeln (Dj.), (Dg.), (D^) derEeihe nach verbindet, durch Elementarfunktionen mit 
dem Argumente s darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, beachte man, daB die 
Formel (Dg) fur irgend zwei von den Punkten «i, 00^, -,00^ verschiedene 

Punkte e, s der Flache T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Flache T be- 
trachtet getrennt liegen, daB dagegen die Formeln (Dg ), (D^.) fur jeden von den Punkten 
, a„ C 50 i, , cx)j verschiedenen Punkt a der Flache T' gelten Ersetzt man darauf- 

hin bei den genannten drei Formeln m neuer Bezeichnung den Bucbstaben a durch den 
Bucbstaben s und gleichzeitig den, nur bei der Formel (Dg.) vorkommenden, Buch- 
staben s durch den Bucbstaben a, weiter dann den Bucbstaben n durch den Buch- 
staben m und vertauscht endlicb noch durchweg die Zeichen P, P, so erhalt man zu- 
nkchst drei G-leichungen, deren Imke Seiten von den GroBen 


rp 

0 


Z 

d'”P 

d'”p 


8 

0 £ 

0 

B 


ds” 


dt” 


ds” 


beziehungsweise gebildet werden Fuhrt man nun noch an Stelle dieser QrOBen auf 
Grand der oben aufgestellten Gleichung (Sg.) die GrOBen: 


(m — 1)! P 


(m-l)\P * , 


■1)1 7 ^ 


beziehungsweise ein, so erhalt man schlieBlich die drei Gleichungen: 
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(B.) ~2 


/TOfta— 1 X 

( 771 

- P “g 

1 P 


JT ^ 

JT s 

1 ^ « 


fV \ P " (-ir p<^a I 1 ^ = 

V “/ m “ff fiff mig E ~(m— 1)' 





Y P 

a 



-I ^ 'y' ”y ^ ^ ' p “e p “{>| 

— X m/,,-1 i s| 


(0 = 1,2, ,r) 


()=:r = ( 

(E-) -5?^^ J' - 

^ e=i 1=1 


/mil —1 \ 



( — 

1 


\ (^9 } 

r 

■ P 

“glphg 

771 X 

m/UQ—X 

“tI 1 1 * 


(*=i.a. ,9) 


von denen die erste fur irgend zwei von den Punkten a^, , a^, oo^, ■ , oo^ versckiedene 

Punkte s, s der Flache T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Pl&che T be- 
trachtet getrennt liegen, die zweite und dritte dagegen fur jeden von den Punkten 
cti, • , a,, oo^, , oo^ verschiedenen Punkt s der Plache T' gilt Der auf der recbten 
Seite der Formel (E„) an dem Summenzeicben stehende Akzent soil andeuten, daB bei 
der Summation fur den Index q der Wert a auszuscblieBen ist. 

Jetzt ist man auch imstande, das Verbalten der Funktionen P ® , P ® j Pi 

als Funktionen des Parameters e vollstandig zu cbarakterisieren Zunachst zeigt die 
Glleicbung (8i), daB diese Funktionen, als Funktionen des Parameters e betracbtet, zur 

Charakteristik geborige Funktionen W («) sind, die nur algebraiscb unendlich werden, 
und bei denen uberdies die Konstanten 81, SB, samtlicb den Wert Null besitzen. Als 
Funktionen W (e) mtissen sie sich aber nacb Fruberem durcb zur Cbarakteristik ge- 
borige Elementarfunktionen mit dem Argumente s darstellen lassen, und diese Dar- 
stellungen werden eben durcb die Gleicbungen (EJ, (Eo,.), (E„) beziebungsweise geliefert. 

Aus der Qleicbung (E,.) erkennt man dann weiter, daB die Funktion P als Funktion 
von e unendlicb wird wie wenn der in der Flacbe T' beweglicbe Punkt e sicb 

dem festen Punkte z unbegrenzt nabert, und daB diese Funktion im tibngen nur dann 
nocb unendlicb werden kann, und bei nicbt spezieller Lage des Punktes z aucb stets 
unendlicb wird, wenn der Punkt e sich einem der Punkte ■, a, unbegrenzt nabert. 

Was dagegen die Funktionen P * ,P * betnflft, so konnen dieselben, wie die G-lei- 

chungen (Ea.), (E*.) zeigen, nur dann unendlicb werden, wenn der Punkt e sicb einem der 

Punkte «!, •••,«, unbegrenzt nabert. Beachtet man nun nocb, daB die drei in Eede 

6 * 
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stehendeix Funktionen sich auf Grund der Gleichung (8i.) von den nach s genonxmenen 

beziehiungsweise nur um einen 


Derivxerten der drei Funktionen P 

0 


P 

0 




Zahlenfaktor unterscheiden, und daB eine jede dieser drex Derivierten gegen Null kon- 
vergiert, wenn der Punkt s dem Punkte oo^ (><= 1 , 2 , ,«) unbegrenzt zustrebt, so erkennt man 


endlicb nocb, daB die Funktionen P 

” 70 . 




, Pr stets gegen Null konvergxeren, wenn 


der Punkt s irgend emem der Punkte oo^, • • , oo^ unbegrenzt zustrebt. Das exgentum- 

beim Anrticken des Punktes s gegen emen Pxxnkt a 


licbe Verbal ten der Funktxon P 


Oder exnen Punkt 00 steht im Emklange mit der aus den Gleicbungen (8.) sxch er- 
gebenden Tatsacbe, daB die Elementarfunktxon P 


cc 

, p 

00 

z 

’ m 

Z 


mcbt in die Elementarfunktionen 


tibergeht, wenn man den Punkt « dem Punkte a bezxehungsweiso dem 
Punkte 00 unbegrenzt zustreben laBt, 


*7. 

Man lasse jetzt in dem zu Anfang des vorhergehenden Artikels aufgestellten 
Ausdrucke an Stelle einer jeden der t + r-\- Konstanten nnd der ^ Konstanten 
die Null treten Der dadurcb entstehende Ausdruck: 



bei dem unbestimmte positive gauze Zahlen bezeicbnen, 

und die Konstanten 2, G keinen Bedingungen unterworfen smd, stellt dann die all- 

gemeinste zur Charakteristik gehorige Funktion W dar, welch e in jo zwei zu emem 

der Schnitte c, I gehOngen entsprechenden Punkten denselben Wert besitzt. 

Infolgedessen ist die Funktion W{s) schon in dor aus T" durch Aufhebung der 
Sclmxtte I entstehenden Flache T' einwertig, und es darf daher far die Untersuchung 
dieser Funktion die Flache T' zu Grunde gelegt werden. Noch mOge far das Folgende 
vorausgesetzt werden, dafi fur ^ = 1,2,- •, r ist, dadurch wird die Allgoinein- 

heit der Untersuchung nicht beschrankt, da man von dem Falle, wo also otwa 

^ ist', zu dem Falle, wo also etwa + l — h ist, auch dadurch 
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ubergehen kann, da6 man den Konstanten den Wert Null 

erteilt. 

Die definierte Funktion W(8) laBt sich nun aucb durch die Derivierte emer zu 
der Charaktenstik gehorigen Funktion W und p ansgezeicbnete Funktionen W(8) 

der hier betrachteten Art linear darstellen. Um diese Darstellimg zu erhalten, setze 
man zunachst voraus, daB keiner der Punkte der Begrenzung von T' an- 

gehore, und verstebe unter a einen im Innem von T' gelegenen, von den Punkten e, a, cxi 
verschiedenen Punkt, bilde alsdann das Produkt* 

der Funktion W{z) und der zur Charakteristik gehorigen, ebenfalls in T' einwertigen 
Elementarfunktion P|®| und bestimme den Wert J" des in positiver Richtung uber die 
von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c gebildete Begrenzung 91 der Flache T' zu 
erstreckenden Integrals J ' indem man in derselben Weise vorgeht, wie es im 
ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ahnlichem Zwecke geschehen ist. 
Man erhalt dann fur J zunachst die Gleichung: 



und schlieBlich, indem man beachtet, daB fur »/ = l, 2, ,p, nachdem man noch zur 

Abkurzung 




2 2 2 2 2 G 

1=1 ^ g=ii=i ^ »'=i ;i=i ^ 

gesetzt hat, 

langs a, { Wizf = A, W(8)- + (1 - At.) , P LT= I. P 




langs bJ W(8y = B^W{8)- + (1 


P 

1 






2(1-P„) 


l«l 


da 


langs c„{TF(^)+= Tr(^)-, 


p 

a 

u. 

II 

1 

IS 

1 1 l»l 


ist, und daB daher die Werte von *P(8) m je zwei zu einem der Schnitte a, b, c ge^ 
hongen entsprechenden Punkten in der Weise verkmipft sind, daB 


langs a„| — 2 

langs — 2 


dw,,\a\ 

da 

dwy\a\ 

da 




langs c„| 4 >{ 8 y^ 
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ist, die Gleichung: 


+ -p|,“ 


[a*6a K,6j] 

Das Integral J ist aber auch gleieh der Summe der auf die Punkte ri = ey, , 

+ 

• , a/, ooi, • , (X)^; a sich beziehenden Integrale C fp(8)ds und kann daher auch 

ii 

auf Grrund der Grleichung: 


t — t —r x~~ 

J'=_^ f + f 0(0)dz + 2 f ^i^)d8+ f ^{d)dz 

(ft) ^ (“f) (“»-) w 

ausgewertet werden. Zu dem Ende hat man das Polgende zu beachten. 

1.) Ist 8 einer der Punkte Sj_, s^, , s^, so gelten fur das G-ebiet dieses Punktes s 

die Entwicklungen (vergl. Art. 6 u. Art. 5). 




•) •> /\ * •« 


a . ^'-1 


;i«l 1 = 0 


wobei z,= z—s ist, und es tritt daher in der durch Multiphkation dieser Entwicklungen 
sich ergebenden Bntwicklung der Punktion fur das Gebiet des Punktes s die 

Potenz mit dem Koeffizienten* 

dP\„ l = m-l W d-P „ 

p(«) _i_ 'V AftW 

da + X + ^ da 

auf. Dieses Ghed ist wegen dz = dz, das emzige, welches bei der Auswertung des auf 
den Punkt e sich beziehenden Integrals m Betracht koinint, und man erhalt dem- 
entsprechend. 

/ i I l = m-l 1 ,, dP I \ 

I ^ = ^ ) 

2.) Ist a einer der Punkte Cj, a^, ■, a„ so gelten fur da.s Oebiet dieses Punktes a 

die Entwicklungen (vergl. Art. 6 u Art 5): 


^ = W Citu) Xssa 


i ->? 


no) -2 p|:| 

X 

wobei Za=(z—«y ist, und es tntt daher in der durch Multiplikation dieser Entwick- 
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lungen sich ergebenden Entwicklung der Funktion fur das Gebiet des Punktes a 
die Potenz mit dem Koeffizienten: 


dP 


da 


+ 2 xSl'i, 

1 = 1 ^ 


dP 

\CL 

X 

1 ^ 


da 


auf Dieses Ghed ist wegen dz = das einzige, welches bei der Auswertung 

des auf den Punkt a sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man eihalt 
dementsprechend 


j' 4>(z)d3 = 2ni 


dP 


da 


X = n^Li „ 

I V 

^ ^ X + 

x = l 




da 


3.) Ist oo einer der Punkte oo^^, oo^, , oo,^, so gelten fur das Gebiet dieses 
Punktes oo die Entwicklungen (vergl. Art 6 u. Art 5) 




X^t 


X=Q 


P 

1 




da 




+ 2y 


dP 


Z'=l 


da 


4', 


>.-L 

wobei z „=0 ‘ ist, und es tritt daher in der durch Multiphkation dieser Entwicklungen 
sich ergebenden Entwicklung der Funktion fhr das Gebiet des Punktes oo die 
Potenz 0 ^ mit dem Koeffizienten. 



auf Dieses Ghed ist wegen dz = ~ das einzige, welches bei der Auswertung 

des auf den Punkt oo sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt 
dementsprechend : 



dP 

* da 


X^t 

+ 2 


X^l 


X 


da 


X = t-\-p 

+ ^ 

A = e + l 


SSI, 



4.) Filr das Gebiet des Punktes a endlich gelten die Entwicklungen. 


W(z)=-W{a) + 2(^“^^a, 


1=1 


P 

1 


+ 54-?^;, 

;i'=:o 


wobei z,,= z — a ist, wkhrend die c, c von z freie Konstanten bezeichnen, und es tntt daher 
in der durch Multiplikation dieser Entwicklungen sich ergebenden Entwicklung der 
Funktion 4>{z) fhr das Gebiet des Punktes a die Potenz mit dem Koeffizienten W{a) 
auf. Dieses Glied ist wegen dz =>= dz^ das einzige, welches bei der Auswertung des auf 
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den Punkt a sich beziehenden Integrals in Betracbt kommt, und man erhalt dem- 
entsprecbend. 

+ 

J* <i>{ 8 )ds == 2 niW{a). 

{a) 

Unter Benutzung der vier ira vorstekenden gewonnenen Resultate eihalt man jetzt aus 
der oben fur J aufgestellten neuen G-leicbung die Gleicbung' 


«=< I dF 

0 


2m 2 \ 


i = l 


da 


. dP ^ ] 

X = 1 


da 


— 2 I Ly 


dp 

a 

9 


0 
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a 

■ + 


X = n^ — //p 

Z = 1 


I 


dP y 

:“e) ^ P- 

^+^(1 da 


dP 



u 

n 

a 

■ + 


. dP 


x = l 


I 


+ 2 


y =1 


da 


^ = /x+i>x, , , dP 

+ 2 


da 


+ 2 mW((i) 


Setzt man nun die beiden fur J erhaltenen Ausdrucke einander gleich, la 6 t bei 
der entstebenden Gleicbung in neuer Bezeichnung zunAcbst an Stelle des Bucbstabens 0 
den Bucbstaben bierauf an Stelle des Bucbstabens a den Buchstaben s treten und 
lost alsdann die Gleicbung nacb W(ii) auf, so erbalt man fur die Funktion W( 0 ) die 
fur jeden von den Punkten e, a, 00 verscbiedenen inneren Punkt 0 der Placbe T' geltende 
Darstellung: 

®=t [ dP 

— A I 


+ 


5 = Wp — 1 

2 

X = 1 






+ 1 


dz 




-2 


dP 

0 


X = 1 




dz 

dP 


+‘T'^bs?, 


dz 


+ '5? i.*), 

+ 1 0..-, 


dg 


X — tjf+pjf , X d P\ 

4 . y 1>L «K) _lJ 

i=l*+l 




dt. 


Die bierbei auftretenden Konstanten 4 “*\ • • •, c$“*^ sind, wie aus 3 .) erbellt, die Koeffi- 
zienten, welcbe in der Entwicklung der Funktion W( 0 ) fur das Gebiet des Punktes 00^ 
den Potenzen 0°^, 0^^, beziebungsweise zukommen. Nacb der zu Anfang der 
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Untersuchung gemachten, auf den tJbergang von deni der Ableitung der Fonnel 
zu Grunde gelegten Falle n^> (? = i. 2 . ,>) za dem Falle sicli beziebenden Be- 

merkung sind bei dem zu einem bestimmten Index ^ gehorigen Gliede der auf der 
rechten Seite der vorstehenden Gleicbung in der zweiten Zeile stebenden Summe, wenn 
ist, alle Terme bis auf den ersten, wenn dagegen ist, alle Terme uber- 

haupt zu unterdrucken, sodafi also fur das ganze Glied in Wegfall kommt. 

Die auf der recbten Seite der fur W{^ gewonnenen Gleicbung vorkommenden, 
uber die beiden Seiten der Scbnitte a,„ &, zu erstreckenden Integrale sollen jetzt unter 
der, fur die Herleitung dieser Gleicbung gemacbten, Voraussetzung, daB die Punkte 
Si, •••, St sowie der zu Anfang mit a bezeicbnete Punkt 0 im Innem der Flacbe T' 
liegen, naber untersucbt werden. Erne fur diese Untersucbung notige Hilfsformel moge 
zunacbst abgeleitet werden. 

Man beziebe die fur jeden Punkt 0 der Flacbe T geltende Formel (E. ) des 
vorhergebenden Artikels auf einen Begrenzungspunkt js = ?, multipliziere alsdann linke 
und recbte Seite mit d'i^ und integnere in positivei Eicbtung uber die beiden Seiten 
der Scbnitte a,,, h,., indem man beacbtet, dafi fur m = 1, 2, 3, 






1 st, und daB sicb als Wert des bier recbts stebenden Integrals fbr w = 1 die der Funk- 
tion pI* langs c„ zukommende Konstante (£„ = — fur m = 2, 3, • die der Funktion 

IsAiigs c,, zukommende Konstante == 0 ergibt, daB also der Wert des links 
stebenden Integrals fur w = 1, 2, 3, • • • durcb - ^ dargestellt werden kann, wenn 

man unter (J,„i eine GrbBe versteht, die fur w==l den Wert 1, fur m = 2, 3, •• den 
Wert 0 besitzt Man erhalt dann die erwabnte, fur jeden von den Punkten a, <x> 
verscbiedenen inneren Punkt s der Flache T' geltende Hilfsformel. 


— I 

miig — 

Was nun das an erstor Stelle zu untersucbende, nur von den Punkten s^, • • •, 8( 
abbangige, Integral (■'= 1 , 2 , ,p) betnfft, so erbalt man filr dasselbe, wenn man 

die darin vorkommende GrOBe W(^) auf Qrund der zu Anfang dieses Artikels auf- 

V-R, u ® 






;i=i 
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Xweiter Abschmtt 


gestellten, die Funktion W(z) fur jeden Punkt ^ der Flache T' defimerenden aieichung 
durch den ihr entsprechenden Ausdruck ersetzt, zunachst die Grleickung: 

(1) /V(?)«- + 

[<,&a 

und schlieBlick, wenn man das auf der rechten Seite an erster Stelle stehende Integral 
auf Grund der Hilfsformel (H) durck Elementarfunktionen mit dem Arguments dar- 
stellt, die Gleichung 

(2) f W(l;)dt=K!^ 




wobei zur Abkurzung 


( )/ r p|“f^Ap 


(3.) 


tz=t m. = m^ — 1 \ 

XiH, >‘*'> = 2 2 2 2 “ 

■r = l 7/i = l 0 = 1 ^ = 1 


{m — 1 ) 


+• 


rt 't= t Q = T T^ss no /*l I y =s Q m= !pv /* I 

+ ^2^'^’^ + 2 2 mfU^+2 2 fi\7 

gesetzt ist. 

Das an zweiter Stelle zu untersuchende, nur von dem Punkte z abhangige, 
+ 

Integral j ,p) Mt sich durch Elementarfunktionen mit dem Arguinente 

[i4] 

darstellen. Urn diese Darstellung zu erhalten, lasse man in der Hilfsformel (H) an 
Stelle des Punktes e den Punkt z, an Stelle des Buchstaben y den Buchstaben a treten, 
setze alsdann « = 1 und vertausche endlich durchweg die Zeichen P, P. Man gewinnt 
auf diese Weise die Gleichung: 


(!•) 

wobei zur Abkurzung 
( 2 -.) 




w^'’\z) = - + ~2 2 -( I Ph^ld^srhl 

gesetzt ist. Die durch die letzte Qleichung fur jeden Punkt z der Flkche T definierte 
Funktion ist eine zur Charakteristik gehOrige Funktion W(z) von der in 

diesem Artikel betrachteten Art, die nur filr die Punkte ccj., •••, o:,. unstetig und zwar 



Die ZTi emer gewohnlichen Charaktenstik gehoiigen Funktionen 
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algebraisch unendlich wird, and deren Werte in je zwei zu einem der Schnitte a, h, c 
gehongen entsprechenden Punkten in der Weise verknupffc sind, daB 

langs a,{ = A^W^'’\3y + (1-A,) 

(3'-) langs h, { ^ = B, W^‘’\zy + (1 -B,) . = i. 2 , , 1 ., 

langs c,{ = W^^^zy, 


ist, wobei zur Abkdrzung 


7+41 Tit 


•< "i f* I ^ !* ^ ^ -f » 

=i+^ f p > U? 


gesetzt ist. Das in der letzten Zeile stehende Integral kann ausgewertet werden, 
indem man die zwischen den geschweiften Klammem stehende QroBe auf Grand der 
Formel: 

J— I «.! w fl=r ^rr^n-l 

l?l „ ^ ^ ^ P 

^ ^=1 ;i=i ^ ^ ^ 

darch die GroBe — 2 -- ^1- ersetzt and alsdann die Integration aasfahrt; man erhalt so 
far das Integral den Wert — 2(1 — and erkennt nan schlieBlich, daB 

(4'.) 


1 st, daB also nar dann einen von Nall verschiedenen Wert and zwar den Wert 1 
besitzt, wenn y = o 1 st Die soeben aafgestellte, bei der Aaswertang des Integrals 
benatzte Formel geht aus der Formel (Dj^.) des Art. 6 hervor, indem man bei dieser 
an Stelle der Zeichen w, P die Zeichen w, P treten laBt, alsdann n = l, r = y, 
z = l^ setzt and endlich noch an Stelle des Sammationsbachstabens A einen neaen Sum- 
mationsbachstaben X vermittels der Gleichnng A = — X einfilhrt. 

Mit Hilfe der Gleichangen (2) and (!'.) kann man jetzt der vorher far W{z) 
gewonnenen Gleichnng die Gestalt. 

(D.) W(z) = W^^\z) 

geben, wobei W*(z) darch die Gleichnng: 

6* 
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Zweiter Abscimitt 




“ 

y==Q 




i=l 
Z = t 


^-^x+Px 


+J{.,c<::^p:'+ j ic!r^,p:'+^j^iawp 




v=l 


— bei der die unter ( 3 ) definierte GroBe bezeicbnet — (r=i,s, ,p) durch 

die Gleicbung: 

- 7 + 5i;,I 'l“i ill, l?K) f I? 

[aJ.i'J] 

endhcb (”=1,2, .j>) durcb die scbon fraber aufgestellte Gleicbung: 

+5” f + 2 f 1“*^ + g 

*= 11=1 ^ 9 = 11=1 * >'= 11=1 * 


bestimmt ist Trotzdem die Gleicbung (D), zur Vereinfacbung der TJntersucbung, nur 
fur den Fall abgeleitet worden ist, dab die Punkte s^, , S/ sowie der Punkt 0 im 

Innem der Flacbe T' liegen, gilt sie aucb nocb, wenn die genannten Punkte teilweiao 
Oder samtlicb der Begrenzung von T' angeboren, Unter der, die Allgemeinbeit der 
Untersucbung nur scbeinbar bescbrankenden, Voraussetzung, daB die unbestimmten Kon- 
stanten (*=1,2, ,«) durcb erne Lagenanderung der Punkte Sj, ■ • nicbt beein- 
fluBt werden, andert sicb netmlicb der Wert des Ausdruckes 


v = t 

bei dem W(0) die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte lineare Vorbindung von 
Elementarfunktionen vertritt, als Punktion der ^ + 1 in T' frei beweglicbon Punkte 
61, • *, 8j, 0 betracbtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durcb stetige Bewegung in oinen 
Punkt der Begrenzung von T’ ubergebt, und es kann daber der in Kede stebende 
Ausdruck, da er der Gleicbung (D) gemaB immer den Wert Null besitzt, wenn die 
genannten Punkte im Innern der Flacbe T' begen, nicbt einen von Null verschiedenen 
Wert baben, wenn diese Punkte teilweise oder silmtbcb der Begrenzung von T' an- 
geboren. 



Die zn einer gewohnlichen Charaktenstik gekungen Funktiouen 
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Aus der so fur jede Lage der Punkte s^, St, s als riclitig bewiesenen Glei- 
cbung (D.) erkennt man nun schlieBlich, dafi die allgemeinste zur Charaktenstik 

gehorige Funktion welche in je zwei zu einem der Schnitte c, I gehongen ent- 

sprechenden Punkten denselben Wert besitzt, sich, entsprechend der zu Anfang 

des Artikels aufgestellten Behauptung, durch die Derivierte einer zu derselben Cha- 
rakteristik gehongen Funktion TV, eben der Funktion W*(s\ und die j3 ausgezeichneten, 
mit der Funktion TF’(-2) gleichartigen Funktionen TV^^\2) linear darstellen laBt. 

Dabei ist noch besonders hervorzuheben, dah diese p ausgezeichneten Funktionen 
• • •, durchaus selbstandige, von der darzustellenden Funktion TV(z) unab- 

hangige Gebilde sind, wahrend andererseits die Funktion TV*(0) in engster Beziehung 
zu der Funktion TV(z) steht. 

La6t man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion TVI^z) 
definierenden Gleichung und dementsprechend auch in der Gleichung (D) die GroBen S 
samtlich mit der Null zusammenfallen und setzt zudem noch C=l, so wird TV( 0 ) = 1 
und zugleich reduziert sich die Gleichung (D) auf die Gleichung: 


1 = 



+ ’^Vw(4 


Zum Schlusse dieses Artikels sollen jetzt noch kurz diejenigen speziellen zur 
Ohaiakteristik gehorigen Funktionen TV betrachtet werden, deren Werte m je zwei 
ontsprechenden Punkten <f+, der Begrenzung von T" in der Weise verknupft 
Sind, daB 

langsa,{l^'- = A.Tr" 

langs &„ ( 11F+ = TF", >■=1,2, , p , 

langs c„ { TV^ = TV~, 

langs { TT’*' = TV~, (r=i, 2 , 

ist. Erne jede solche Funktion TT moge eine zur Charaktenstik (^) gehorige F’-Funktion 
genannt und mit F{e) bezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit 
der zur Charaktenstik (^) gehorigen F’-Funktionen identisch mit der Gesamtheit der- 
jenigen Funktionen von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen 
die das Verhalten an den Schnitten a, b bestimmenden Konstanten ^ 1 , • , % shmt- 

lich den Wert Null besitzen. 
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Zweitei Abschnitt 


Die Denvierte einer jeden zur Charakteristik gehorigen Funktion W ist, 

wie aus den zu A.nfang des Art. 6 angestellten Unteisuckungen hervorgeht, erne zu 
derselben Charakteristik gehorige jP-Funktion DaB aber auch umgekekrt eine jede 

zur Charakteristik gehorige jP-Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben 

Charakteristik gehorigen Funktion W deckt, erkennt man, wenn man beachtet, daB die 
vorher gewonnene Gleichung (D.) sich fur eine Funktion W(is) = F( 0 ) auf die Gleichung 

(D’.) 

reduziert. Die Gesamtheit der zur Charakteristik gehorigen A’-Funktionen ist also 
auch identisch mit der Gesamtheit der Derivierten -t— der zu derselben Charakteristik 

dz 

gehorigen Funktionen W. 

Aus dem soeben gewonnenen Eesultate folgt nun schlieBlich noch, daB das mit 
emer Funktion F{z) gebildete, von einem Punkte bis zu emem Punkte g ubei eine 

ganz im Innern der Flache T" verlaufende Eurve erstreckte Integral j' F(g)dg eine zur 

Charakteristik gehorige Funktion W ist, und daB diese Funktion W, nachdem man 

F(g) durch Elementarfunktionen ausgedruckt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke W(g) 
von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden Ausdruck W*(g) 
gebildet hat, durch die Gleichung: 

z 

(P"-) J F{g)dg = W*{g) - W^{go) 

geliefert wird 

Auf die Theone der zur Charakteristik gehorigen jP- Funktionen soli aus- 
fuhrlicher erst im sechsten Abschnitt eingegangen werden 


Der zu Anfang des Art. 6 aufgestellte Ausdruck: 


^ — 1 

+|’*(a-^pN+8f<>ph + 





Die zu emer gewohnliclien Oharaktenstik gehongen Funktionen 


47 


bei dem m^, •, unbestammte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben fi, O' unbestimmte, nur der Bedingung: 



= 0 


unterworfene Konstanten bezeicbnen, stellt die allgemeiuste zur Cbarakteristik ge- 

borige Funktion W dar Auf Grand des im vorbergehenden Artikel gewonnenen 
Besultats ist man jetzt imstande, das mit dieser Funktion W(s) gebildete, von einem 
Punkte go bis zu einem Punkte g uber erne ganz im Innem der Flacbe T" verlaufende 

St 

Kurve erstreckte Integral J' W(g)dg durcb das Produkt g W(g) und Elementarfunktionen 

Sq 

linear darzustellen Man braucbt dazu nur auf das Integral das Verfabren der teil- 
weisen Integration anzuwenden und in der so sicb ergebenden Gleicbung: 


J W(g) dg^g W(g) - ^0 W{g^ -Jg dg 

•*0 ®o 

das recbtsstebende, auf die zur Cbarakteristik geborige iP- Funktion g sicb 
beziebende Integral mit Hilfe der Formel (D".) des vorbergehenden Artikels durcb 
Elementarfunktionen auszudrucken. 

Nach den zu Anfang des Art. 6 angestellten Untersucbungen bestebt 
1.) fur das Gebiet des Punktes e* (’-= 1 , 2 , ,0 die Gleicbung: 


dWjz) 

dz 





1=1 


und damit auch, da •=- 1 st, die Gleicbung: 


wobei 


ist, wenn man nocb unter <^i® versteht; 

2.) fflr das Gebiet des Punktes (p=i>8, ,•■) die Gleicbung: 

W ^ - JL^' + J. 
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Zweiter Abschnitt 


iind damit auch, da G-leichung 


„ dTF(g) ^ Sjty 

ft. K 




^=1. (.-«/. ^=0 

wobei 

ist, wsnii man nocb jede GrroBe S^'\ deren Index % nicbt der Keihe 0,1,2, •, an- 

gehort, als mit der Null identisch ansieht; 

3.) fur das G-ebiet des Punktes oo^ (>-= 1 , 2 , ,«) die Gleicliung: 

- ^ + f - t: . 


x = i 


und damit auch die Gleicbung: 




^ = 0 gtx 


wobei 




1 — 1,2, jPft 


1 = 1 , 2 , 3 , 


4.) fur das Gebiet des von den Punkten s, a, 00 verscbiedeiien Punktes = a die 
Gleicbung. 

= cf> + 2(i^'> (^-a) + 34“) (^f-a)'+ • , 


und damit aucb, da 0 


^£ 1 gj) _ ^ „;b, 4 ,.) + . . , _ 


wobei cl^“^==(^+l)a4+i 1 = 0 , 1 , 2 , , ist. 

Aus dem so ermittelten Verhalten der zur Charakteristik gehorigen J'-Punktion 

ergibt sich nun zunachst, daB 

dWjz) _ *y (q'U,) p «* J-g'Or) p J_ . o-S'W, P 1 1 


+S'(ffl-^i’l:i+%“?|:i+ +»2'> p\7\]+°'’ 



Die zu emer gewohnlielieii Charakteristik gekongen Fimktionen 
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ist, und welter dann, da der jetzt fur gewonnene Ausdruck von derselben Art 

ist, wie der den Untersuchungen des vorhergehenden Artikels zu Grunde gelegte Aus- 
druck, daB diese jP-Funktion sich der Gleichung (D') des genannten Artikels gemafi in die 

Form bringen lafit, wobei dann W*(3) durch die Gleichung. 



I V=p 


l«^) 




r = l 


bestimmt ist. Die bier auftretende Konstante wird der Formel (3.) des Art. 7 

gemaB durch die Gleichung* 




<e=:t m = m^ + l ^ = r Z=mju^ — 1 \ 

■r = l /n = l (>s=l ^ = 1 


rmiL^ 




{m—iy mil 


-k \ 

— Li I p i^\di;)ph 


+ 


. + +■ 
itsst Q=sr m = nn-hfta r* , , y = qm^Px f* i i 

2 2'i“ + 2 2 &T’' f P j'k +2 2 “j'K 


geliefert, wahrend die Konstanten S', d aus den oben unter 1.), 2), 3.) aufgestellten 
Gleichungen: 




— '^O ? 


SjW (A-1) s* Sl'i^ -ASi'^^ ^=2.3. .'"r+i 

= — (A— /*g)a^Sri',,^— ASf^’, ^=1.2. 

= AS^*\ 1 = 1, 3, ,P* 

== — Ac^*^, 1 = 1 , s, ,«* 


sich ergeben, wenn man dabei die GrdBe Siil^+i und jede GrbBe S^'\ deren Index x 
nicht der Reihe 0, 1, 2, •••, n^, angehOrt, als mit der Null identisch ansieht. 

Nachdem so die der Funktion entsprechende, mit ihr durch die Gleichung 

verknilpfte Funktion durch Elementarfunktionen dargestellt ist, 

gehe man auf die zu Anfang des Artikels aufgestellte Gleichung: 
r=B, n 


7 
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Zweiter Abschnitt Die zu emer gewobnlielien Charaktenstik gehongen Funktionen 


f W(0) ds = sW(z) - ^^0 W(0o) -f 
^0 ^0 

zuruck, ersetze in dem anf ihrer rechten Seite stehenden Integrale die Funktion 

durch und fukre die vorgeschxiebene Integration aus Man erhalt dann schlieB- 

IicIl die Gleichung: 

z 

J W{0)ds = 0W(0) - 0oW{0,) - W^(0) + W*(s,) 

^0 

und damit auck, wenn man nock an Stelle der Funktion TF"’‘'( 0 ) den ikr entspreckenden, 
vorker aufgestellten Ausdruck einfukrt, die gewunsckte Darstellung des Integrals 

z 

J‘W{z)d 0 durck das Produkt zW[s) und Elementarfunktionen. 



Dritter Absclinitt. 

Untersucliuiig der zu einer gemiscliteii Charakteristik (3) gehorigen Funktionen. 


( A A \ . 

6ine gemisclite, also aas eigentlichen und un- 
eigentlichen Faktorenpaaren zusammengesetzte, Charakteristik. Die eigentlichen Faktoren- 
paare seien ; A^^, B^, die uneigentlichen • ; A^^, B^;, dabei 

bedeutet :|3 eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • ,_p — 1, ly, X^, • , A, eine den Bedingungen 

< ^»)+ 2 < ••<^p genugende Permutation der Zahlen 1,2, ,p. 

Fur die folgenden Untersuchungen moge nun, ausschliefilich der einfacheren Schreibweise 
wegen, der spezielle Fall, wo A, = 1, A 2 = 2, • , A^ ist, zu Gnmde gelegt werden; 
es empfiehlt sich dieses um so mehr, als man, wie am Schlusse dieses Abschnittes 
ausgefuhrt werden soil, von den fur diesen speziellen Fall erhaltenen Eesultaten ohne 
Muhe zu den dem allgemeinen Falle entsprechenden ubergehen kann 

Der eben gemachten Festsetzuug gemaB soil also in diesem Abschmtte unter 


die Charakteristik 


bei der B^; •• ; A^, Bp irgend welche eigentliche 


Faktorenpaare sind, unter die zu ihr reziproke Charakteristik ^ J ver- 
standen werden. Der im ersten Teile gewonnene Fundamentalsatz liefert dann die 
samtlichen zu den Charakteristiken (^, beziehungsweise gehorigen Funktionen W, W, 

wenn man — unter Beibehaltung der im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Ab- 
schnittes, angewandten Bezeichnungsweise fur die zu zwei allgemeinen Funktionen W, 
W gehorigen Konstanten — das erne Mai an Stelle des Systems der s -1- mj, -1- +m, 

Konstanten £, der Konstanten ©i, •••, und der p — ip Konstanten_2l,,4.i, ■ -,21^, 
das andere Mai an Stelle des Systems der s-t-Wi-f- --f-w, Konstanten S, der |) Kon- 
stanten (5i, • • •, Kp und der p — )^ Konstanten 2tp+i, , ein jedes die GHeichungen 

rs=|) a^9 0^9 

^ ®,-l-27r« ^ Sff = 0, ^ ^y + 2m ^ So.“0 nicht verletzende System von -1-%-t-jp 


7* 
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Dntter AlDsclmitt 


Werten treten laBt und zu jeder so erhaltenen Fur^ion noch erne willkurliche Konstante 
addiert. Die Konstanten (Sp+i, • , fallen hier, da fur jedes r aus der 

Reihe ^) + 1, •• , J? sowohl A,, B,. wie A,, B, ein uneigentliches Faktorenpaar ist, samt- 
licli mit der Null zusammen. 

Die nachste Aufgabe bestebt nun darin, aus den zu den Cbarakteristiken 
beziehungsweise gehongen Funktionen gewisse einfachste Funktionen, aus denen die 
allgemeinsten Funktionen W, W sich linear zusammensetzen lassen, und die daher als 
Elementarfunktionen anzusehen sind, herauszugreifen und die zwischen ibnen be- 
stehenden Beziehungen mit Hilfe der in Art. 2 des ersten Abscbnittes aufgestellten 
Fundamentalfonnel (F) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle 2,i = l, = 

Ap+i = p + 1, •• •, ==jp ist, so tritt, wenn man nocb die QroBen %, 93, fur 

v = l,2, , p in die durcb die Gleichungen: 

91, = a®, + (1-A)®., “ as, + (1 - 

93, = f (i~B,)^,„ = EX + 


bestirmnte Form brmgt — wobei zur Abkdrzung 


a.- ^+(i-A) 

JJy 


2JD,X»,’ 

Ay JB^ 



^ + (1-4.) 


Ay -B, 
2D,5,’ 


Dy = 2-A[,-R„ 


D, = 2 - A,- B, 


gesetzt ist — an Stelle der allgememen Fundamentalformel (F) hier die Formel 


1/S= 1 


v=p 


(F.-) 


+ 2 (31,93,- 93,81,) 

v = p-hl 


+ 471* ^ H + + ®X,) — ^ 

fysl 0 = 1 


(T^a a=a jUss»% ^ 

(Qa^aO ^o^oo) ^Tti So^^cr//) 

<T=1 (7 = 1 /(= 1 


2 . 

Der Fundamentalsatz Uefert nun zu den Cbarakteristiken (^, wenn man 
zunacbst die Konstanten fi, S samtbcb mit der Null zusammenfallen lafit und dann an 
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Die zu emer gemiscliten Charakten&tik gehongen Funktionen 

Stelle des Systems der Konstanten Gj, , Gi, •, Gp, %^u- 

u’gend welche die Grleichungen: 


^ = 0, ^ (5, = 0 


nicht verletzende Systeme von 2p Werten setzt, Funktionen W, W, welche fur keinen 
Punkt der Flache I" unstetig werden Solche Funktionen mogen allenthalben endliche 
Funktionen genannt und im folgenden durch ^v\3\, w\z\ oder durch w”, w’ oder noch 
einfacher durch w, w bezeichnet werden Gewisse dieser Funktionen w, w sollen jetzt 
als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Elementarfunktionen 
genannt werden. 

Man bezeichne zunachst, unter q erne Zahl aus der Eeihe 1,2, •, ^, unter 

('= 1 . 2 , ,p) eine Grrofie, die fur v = q den Wert 1, fur v=¥q den Wei*t 0 besitzt, 
verstehend, mit w^\z\, w^\s\ zwei spezielle allenthalben endliche, je eine willkurhche, 
spater zu bestimmende, additive Konstante c^, beziehungsweise c^, enthaltende Funktionen, 
bei denen die Konstanten G„, Gv, ’'=^•2. ,p, und 81, „ »=?+!, ,p, die speziellen mit 

,p, beziehungsweise zu bezeichnenden, durch 

die Gleichungen: 


^QV ~ 



v = l,2, ,4 j, 


v-p + l, , p, 




bestimmten Werte besitzen, bemerke dazu, da6 ^ d,,- fur ^ = 1, 2, p den Wert 1, 


r' = l 


fur = p + 1 , ,ja den Wert 0 hat, und bezeichne dann weiter bei diesen Funktionen 
die an Stelle der Grofien 21,, 25,, 21,, 95,, ^,, ’'= 1 . 2 . .»>, stehenden_QroBen mit 

2lp„ 95p„ 2le,„ 95„,„ >)>> die an Stelle der GroBen 95„ 95„ ’'=t>+i. ,p, 


mit -'=P+i, ,p 

, sodaB also fur q = 1,2, • 



-B,WpH"+95(,„ 





J, 










r = l,a, ,p, 


V=<) + 1, jP, 


(7 ~ 1 ) 3 ^ 
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Dntter Absclnitt 


ist Tind die Grofien 35 ^^, »=i. 3 . ,p, mit den GroBen •'=1.2. ,ti, durch 

die Gleictungen. 


( 2 -) 






verknupft sind Die Grofien ^=1,2, ,p, hangen von den in w^, beziehungs- 

weise enthaltenen willkurliclien additiven Konstanten c^, ab, und zwar in der Weise, 
daB beim Ubergang von in die GroBe in » beim Ubergang von 

in Cp + die GroBe in + ubergeht. Infolgedessen kann man die Werte der 
in ^c^, beziebnngsweise enthaltenen, bis jetzt noch willkurlichen additiven Kon- 
stanten Cg, Cp immer nnd nnr auf erne Weise so wahlen, daB fur ^ = 1 , 2 , •• ,_p. 


( 3 ) 


SV=(.-i±i) 


m 


y=l, 


v'=l 




1st, und es sind dann zugleich, nach dem Fundamentalsatz, die Funktionen w^„ also 
auch die zu ihnen gehorigen Grofien »=i,2, .j, vollstandig bestimmt. 

Die so geioonnenen vollstmdig heshmmten aUenthalben endl^cJ^en FunM%onenWi\z\,—,Wg\z\, 
Wj\e\, sollen d%e zu den C\araldenst%ken 'beziehungswe%se gehorigen aUent- 

halben endhchen Elevnentat funhUonen genannt tverden. 

Die Summe der p Funktionen Wj_, w^, , besitzt, ebenso wie die Summe der 

p Funktionen w^, w^, • •, fur jeden Punkt z der Flache T den Wert Null Zuin De- 
weise dieser Behauptung beachte man, daB die den aUenthalben endlichen Funktionen. 


W = W-i_+Wi + -- +W^, W-^Wi^ + W^-^-- ■ + w^ 

zukommenden charakteristischen Konstanten St„ (£„ %, '=1.2, ,p, auf Grand 

der Beziehungen ( 1 .) und ( 2 .) durch die Gleichungen- 


9=1 9=1 

9=1 9=1 

e=i j=i 

9=1 9=1 

e.-S'( 2 'v-Vi>)T-o> 


lUl 

II 

0 

8 tv ==^ d-yTie ■= 0 , 

9 = 1 

9=1 

9=1 

©,=o, 

0 

II 




r*i) + l, ,jp, 
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bestimmt sind. Aus ©^ = 0, K,, = 0, »=t,s, undSf, = 0, 21, = 0, ergibt sicb 

nun zunacbst, nach dem am Scblusse des Fundamentalsatzes Bemerkten, daB fur alle 
Punkte der Placbe T" sowobl die Funktion %o denselben, mit G zu bezeicbnenden, als 
aucb die Funktion w denselben, mit C zu bezeiclinenden, Wert besitzt. Um die Werte 
der Eonstanten C, C zu bestimmen, beachte man, daB aus tv=G, w = C die fur 
y = l,2, , |) geltenden Beziehungen' 

folgen, und vergleicbe die so fur 35,, 21,, 35„ ’'= 1 . 2 . .v, erbaltenen Ausdrucke mit 
den oben fur diese GlroBen gewonnenen. Man erbalt dann 


f=i ?=i 

und scblieBlicb, indem man sowobl die aus der ersten, wie die |) aus der zweiten 
Gleicbung fur y = l, 2, p hervorgehenden speziellen Grleichungen zu einander addiert 
und die Gleichungen (3) berucksicbtigt, 


!■ = )) § = }) 




=19=1 




? = # / 
{9 

4» = 1 



V = 1 Q = 1 Q = 1 



Damit 1 st aber bewiesen, daB fur jeden Punkt ^ der Flacbe T", wie oben bebauptet 
wurde, die Beziebungen: 

(4.) w^\g\-{- Wi\s\ + ■ ■ + w^\ 0 \ = O, H \-w^\s\ = 0 


besteben. 

Es soil jetzt untersucbt werden, ob von den beiden soeben erbaltenen Be- 
ziebungen die erste die einzige zwiscben den Elementarfunktionen w-^, •, w^, die zweite 

die einzige zwiscben den Elementarfunktionen w^, , Wp bestebende lineare Beziebung 

1 st. Zu dem Ende bilde man, unter c,„ c,„ i'=o,i, 2 , ,p, unbestimmte Konstanten ver- 
stebend, die allentbalben endhcben Funktionen: 

W = Co + CiWi + + CpWp, W = Co + Ci«Ci + • + CpWp 

und stelle sicb die Aufgabe, die Konstanten c, c in allgemeinster Weise so zu be- 
stimmen, daB fur jeden Punkt z der Placbe T" die Qleicbungen w == 0, w = 0 besteben. 
Sollen aber die Funktionen w, w fdr jeden Punkt z der Placbe T" den Wert Null be- 
sitzen, so mtlssen vor allem die ibnen zukommenden, durcb die Qleicbungen: 
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bestimmten Konstanten samtlich den Wert Null besitzen, oder, was 

dasselbe, es mussen die GrroBen c^, ■, Cp, c^, ■ ,Cp den Gleichungen: 


0 

II 

1 

Q> 

?=») 

J’Cj-pc. = 0, 

v=l,i> 


Q = 1 

^=1 



Oder den danait aquivalenten Gleichungen: 




Cl = C2 — = C;p = C , 

Cl == C 2 = ” C^ == C j 




bei denen c, c unbestimmte Konstanten bezeichnen, gentigen, es mussen weiter aber 
aucb die den Funktionen w, w zukommenden, durch die Gleichungen: 


Q-P — 

= ^ = c„7ri, % = ^ c^dpy7ti=-c,,m, ^= 9 + 1 , ,p, 

?=i 

bestunmten Konstanten 3l„, 2ty, »=)>+i. .i>, samtlich den Wert Null besitzen, oder, was 
dasselbe, es mufi 

sein LaBt man dementsprechend in den die Funktionen w, w definierenden Qleichungen 
an Stelle einer jeden der G-roBen Ci, • , Cp die Konstante c, an Stelle einer jeden der 
GroBen c^, die Konstante c, endlich an Stelle einer jeden der GroBen c^+i, •• , Cp, 

^p+i> j^p treten, so wird w = Co + c(m’i+ w =‘%-\-c{w^->r und 

m an erkennt unter Beachtung der Gleichungen (4) scbbeBlich, daB die Funktionen w, w 
dann, aber auch nur dann, fur jeden Punkt e der Flache T", wie verlangt wurde, den 
Wert Null erhalten, wenn 

Cq “ 0, (Ij “ Cj “ * “ Cpy Cq ■= 0, = Oy = ■ ” J 

Cjj^^=0, ^Jp==0, + ^p~ ^ 

gesetzt wird. Damit 1 st aber gezeigt, daB von den beiden unter (4) aufgestellton 
Beziehungen die erste die einzige zwiscben den Funktionen Wj_, • , Wp, die zweite die 
einzige zwiscben den Funktionen w^, bestehende lineare Beziebung ist, und es ist 

damit zugleicb bewiesen, dafi je p — 1 der Funktionen Wjl, •, Wp zusammen mit den 
Funktionen Wp^^, und ebenso je — 1 der Funktionen , Wp zusammen mit 

den Funktionen • • •, ein System vonj) — 1 linear unabbangigen Funktionen bilden. 

Die allgemeinsten allentbalben endlicben Funktionen w\e\, w\g\ worden, wenn 
man unter ’= 1 . 2 , , 9 , den Bedingungen: 

V^p Vvip 

(5) v(5„--0 

Vs=l 1/aai 
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gentigende unbestinamte, unter C, G, y=p+i, ,p, keinen Bedmgungen unterworfene 

Konstanten versteht, durch die Q-leichungen: 


Q = 1 $ = ^3 + 1 (» = 1 = + 1 


dargestellt. Die RicMigkeit dieser Bekauptung erkennt man auf Grund des Funda- 
nientalsatzes , wenn man beacktet, da6 die durck diese Gleickungen definierten allent- 
kalben endlicken Funktionen w, w, wie aus den Eelationen: 


i <>,.)>) T-®.. 

^ = 1 W=1 J ^ 

? = ^3 + l 


^ = 1 \v'=l J ^ 

1 — 

— 5 Stodo,,?!* = 2t,, ’' = »| + 1. ,P, 

e=))+i 


folgt, so besckaffen sind, da6 

langs = »=i,2. ,)>, 

a^[w\sY = w\z\~ + %y, w|-er|+= w|-sf|~ + 21,,, »'=»>+i, ,p, 

ist, und dak diese Funktionen zudem die willkurlicken additiven Konstanten G, G ent- 
kalten Die Grleichungen (6.) kann man aber auck, unter S) zwei weitere unbestimmte 
Konstanten verstekend, mit Hilfe der Gleickungen ( 4 .) m die Gleickungen. 


(> = 1 + 1 



uberfukren, und die bei diesen Gleickungen als Koeffizienten j,uftretenden GroJJen ®, 
®, (1=1,2, ,ti, reprasentieren dann, da die Grofien © nur den Gleickungen ( 5 .) 
zu genugen kaben, kemen Bedmgungen unterworfene Konstanten. Setzt man, unter x 
eine Zahl aus der Reike 1, 2, • ■ verstekend, in den Gleickungen ( 7 ) speziell S) == ©,,, 
® = ©,,, so hefert die erste derselben die Darstellung der unter (6.) definierten all- 
gemeinsten Funktion w durck die p — 1 linear unabkangigen Funktionen Wj_, •, 

‘X’y+i, 7 iDKi entspreckend die zweite die Darstellung der unter (6.) 

definierten allgemeinsten Funktion w durch die p — 1 Imear unabkangigen Funktionen 

*^l> ■ ■ > ^y-lJ ^y + 1? '} '^p> ^J + l’ ' ' ■» 

Die jp® Konst^ten «,»=!, 2, ,j-, des Funktionensy stems iVi\s\, •, Wj\si\ sind mit 
den jP® Konstanten 1^,,, «,»=i, 2 , ,p, des Funktionensystems Wi\is\, ••,Wp\z\ durch em- 
fache Beziekungen verkmipft. Dm dieselben zu erkalten, bezieke man die am Ende 

von Art. 1 aufgostellte, auf irgend zwei allgememe zu den Oharaktenstiken (5), (g) 
gekorige Funktionen W, W sick beziekende, Fundamentalformel (Fj.), unter a irgend 

P-B, U ^ 
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zwei Zahlen aus der Eeihe 1 , 2 , ■ , p verstehend, auf die Elementarfunktionen w^\z\, 
wj^z\, ersetze also m der Formel (Fg.) die dann Torkommenden Konstanten der 
Funktionen W, W durch die entsprechenden Konstanten der Funktionen w^,w^. Man 
erhalt so zunachst die Gleickung: 


^ ^ S^jr(®<Tl+ + 

V = 1 ' »' = 1 

V=t) + 1 



= 0, 


und welter dann, indem man an Stelle der Konstanten £ ihre durch die Gleichungen: 




r=l,2, 


hestimmten Werte treten laBt, den alien Gliedern gemeinsamen Paktor ni entfernt und 
die Summationen nach r unter Beachtung der Gleichungen ( 3 .), der Bedeutung der Zeichen 

iPy und inshesondere dei Belation ^av' 
ausfuhrt, die Gleichung: 










o-e 


V'=^3 
r'= 1 


1''=^ 

'V ^ 

(jq ^ qv'" 
v'=s 1 




Unterscheidet man jetzt in bezug auf die Zablen g, 9 die 3 Falle u = ^, o < q, 
a>q und beachtet, daB der auf der Imken Seite der letzten Gleichung zwischen den 
eckigen Edammern stehende Ausdruck fur a = q den Wert 0, fhr o <q den Wert 

fur o>q den Wert — besitzt, so erhalt man sclilieB- 

lich die gewhnschten Gleichungen: 

(8.) = 1,,^ ± (5” Y , je nachdem G^q ist; 

Xv'ssl / Ni^sal / 

^ = 1,2) ,p, qj a = lf2j 

das darin vorkommende Produkt d^^-j hat nur dann einen von Null ver- 

schiedenen Wert und zwar den Wert 1, wenn q und ex beide der Zahlenreihe 
1, 2, •••, p angehoren. Diese Gleichungen liefern die Werte der Konstanten ^£l, sobald 
man die Werte der Konstanten ^ als bekannt voraussetzt, wie umgekehrt. 

In dem besonderen Falle, wo die Charaktenstik zu sich selbst reziprok ist, 
also die Gleichung (5) = (^) besteht, und demgemaB far u — 1, 2 , • • •, p Wg’=-Wa, 
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ist, reduzieren sich die unter (8) aufgestellten Gleicltungen auf die 
GleichuBgen: 

sodaB also die Gleichungen (8) fur jedes Funktionensystem ti’i, • •, welches zu einer 
zu sich selbst reziproken Charakteristik gehort, Beziehungen zwischen den p^ 

ihm zukommenden Konstanten B liefem 


3. 

Nachdem im vorhergehenden Artikel die zu den Charakteristiken ge- 

horigen allenthalben endlichen Elemental funktionen definiert und untersucht worden 
sind, sollen jetzt weiter gewisse zu den genannten Charakteristiken gehorige Funk- 
tionen JF, W, welche nur fur einen der Punkte entweder logarithmisch un- 

endlich oder algebraisch unendlich werden, als Elementarfunktionen aufgestellt und 
logarithmisch unendlich werdende beziehungsweise algebraisch unendlich wer- 
dende Elementarfunktionen genannt werden. 

Um zunachst die logarithmisch unendlich werdenden Elementarfunktionen zu er- 
halten, verstehe man unter o eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, , s und bezeichne, unter 

Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen, den der 
s Punkte ooj, ■ , oo^, a^, • , a^, s^, s, mit tj und dementsprechend die zu ihm fdhrende 

Linie jetzt mit 1,^ Der Fundamentalsatz liefei*t dami zu den Charakteristiken (j) 
zwei, je eine wdlkurliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funktionen 
W, W, die in der Flache T” nur fur den Punkt tj unstetig werden wie In wenn man 


s. = l, 

Sa = l, 


2 



o 

II 

II 

o 

= + iP, 


setzt, alien librigen hw,— 1 GroBen S sowie alien librigen s + +% — 1 

GroBen S dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor- 

behaltend, mit pM, P 


GrbBen 35,, 35„ 


die bei ihnen an Stelle der GrbBen 8t„ S5„ 

le an Stelle de: 
,j>, beziehungsweise. 


,D, stehenden GrOBen mit die an Stelle der 

stehenden GrbBen nut 

8 * 
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Fur das Gebiet des PunMes rj lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Glei- 
chungen von der Form: 


(loO F 


= In i + eg*! + efi 4 + 






P 

0 


= 111 ^ + C^ol + + 


wobei die <P\ von 0 unabhangige Grofien bezeicbnen. Zugleich sind die Werte von 
p|^ , pj^ in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten m der Weise ver- 

knupft, dafi 


(2c-) 


langsa,{p|; 
langs&,{p|; 
langs c,{p|j 
langsa,{p|j 
langs6,{Ppi 
langs C,{P|^ 
langs Z,{ph 


p' 

0 

= p 

0 

= p 

0 

= p 

0 

= p 

0 


- %TC% 






P 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 




p 

0 


z\ 

phl'**= 
0 \A 


p 

0 


7 ]| + 


P 

0 

P 

0 

p 

0 

p 

0 

p 

0 


0 
2 

T’ 


■+ 




V = 1, 3. 


5 -j j Pj 


r = p + l, ,p, 


langs einer jeden der 5 — 1 ubrigen Linien I dagegen P 


»2 

0 


-P 


P ^ 
^ 0 


p 

0 


ist. 


Dabei smd die GroBen 581,''^ 251’^ ’'= 1 . 3 . mit den GroBen r=i,% 

o’^^o o o 0 0 

durch die Gleichungen: 




( 8 .) 






S'” --^8.2f + (l -£.)»> 


verknupffc, und es sollen jetzt schlieBlich die Werte der noch unbestimmten additiven 
Konstanten c, c so gewahlt werden, daB 


(4o) 

1st 


» 


0 

r=l 


, P 

0 


sollen (ke 0 u den CharaMe- 


Pie ^etst mllstm^g hestimmten P'unUtonen P| 
nsUhen (I gehongen, auf den PmU ij sich le 0 iehenden, loga/ritimisch mendlich werden- 
den JElemenfarfmMtonen genmnt werden. 
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Die zu einei gemischten Oharaktenstik gekongeii Funktionen 

Die bei diesen Elementarfuiiktioneii auftretenden Konstanten ^ lassen sicb 
durch die Werte, welche die Elementarfunktioneii to, w fui den Punkt ?/ besitzen, 
ausdrucken. Urn diese Ausdrucke zu erhalten, beziehe man die Fundamentalformel (Fg.) 

auf die Elementarfanktionen , w^\s\, lasse also m der Formel (Fg ), nacbdem Tna.Ti 

bei ihr den Summationsbucbstaben a, um Verwechslungen mit der zu Anfang dieses 
Artikels eingefubrten festen Zahl a vorzubeugen, durcb -t ersetzt und zur Darstellung 
der Funktion w^\z\ fur das Gebiet des Punktes t} die Gleicbung w^\z\ = c„o 
bei der speziell c^o = ist, aufgestellt hat, an Stelle der damn vorkommenden Kon- 
stanten der Funktionen TF, W die entspiechenden Konstanten der Funktionen P ^ , w^\z\ 
treten. Man erhalt so zunachst die Gleichung: 


»=? f /"-(j 




r = pr/r'=^ 


>p Kti 


— ^ Sg^m — 2m Cg 





und weiter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der in 
diesem Artikel unter (4o.) an erster Stelle sowie der im vorhergehenden Artikel 
unter (3 ) an zweiter Stelle stehenden Gleichung und insbesondere der Relation 

+ + ausfuhrt, auch c^o, der schon oben aufgestellten 

r = 1 v'=i 1 

Gleichung CgQ = w^\ri\ gemaB, durch Wp|7/| ersetzt, die fur (> = 1, 2, geltende Beziehung: 

— — 2mw^\Ti\ = 0 . 

Beachtet man nun noch, daB die Charaktenstiken (^, gleichberechtigt sind, und daB 
bei der Vertauschung von nut in w^\ri\m Wf,\ri\ libergeht, so erhalt man, 

wenn man noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch v ersetzt, schlieBlich 
die Oleichungen: 

(5o) = 2w,\ri\, r=i.8. ,p 

Es sollen jetzt die zu den Charaktenstiken gehbrigen algebraisch un- 

endlich werdenden Elementarfunktionen aufgestellt werden. Man verstehe zu dem Ende 
unter a wieder eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, -,8, unter m erne Zahl aus der Reihe 
1, 2, • • , wig und bezeichne den <t*®“ der s Punkte ooi, , oo^, a^, , a^, Ci, • • , «, auch 
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hier wieder mit jj. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Cliai-akteristiken (^, 
zwei, je eine wiUkurliclie additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funk- 
tionen W, W, die in der Flache T" nur fur den Punkt rj unstetig 'werden wie , wenn 

e'r, 

man 


Q 

'‘^am 

= 1, 

Q 

= 1, 


% 

= 0, 


= 0, 

r = 1, 2, , |3, 

2t, 

= 0, 


= 0, 

r = ^) + l, yp, 


setzt, alien ubTigen s + Wj + • + m, — 1 GroBen S sowie alien ubngen s + — 1 

GroBen S dagegen den Wert Null zulegt Die so gewonnenen speziellen Funktionen 
W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor- 

behaltend, nut P ^j, P ^ ; die bei ihnen an Stelle der GroBen 

>-= 1 , 2 , ,t), stehenden GroBen mit ’' = <. 2 , ,p die an Stelle der 

GroBen ’'=<>+ 1 . ’P, stehenden GroBen mit ’'=p+i. <p, beziehunaswcise 

Fur das Gebiet des Punktes ri lassen sick dann diese Funktionen darstellen durch 
Gleichungen von der Form: 




= i + • , 


wobei die von s unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleich sind die Wcrto von 

, P in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weiso ver- 

knupft, daB 


( 2 ».) 


langs &,(P|^ 
langs 

langs 


P 

m, 

P 

m 


P 

m 


.T+ 

7l\- 


n - 

e ' 


P 

in 

P 

in 

P 

m 

P 

m 

P 

m 

p 




Ti H 

s 


P 

m 

P 




langB |;|'+ fi,« |s«, 

langs 

langs c.(j>|;|*_ P 


r 

m 




■+ 
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ist. Dabei sind die GroBen 31 ^ gW ,=1,2, mit den GroBen ’=1,2. ,p, 

"ft 7H th f/t Tfi ^ ^ ^ ^ 

durch die Gleiclningen. 

(8„) S'’-(i-A)fA 


verknupffc, und es sollen jetzt schlieBlich die Werte der noch unbestimniteii additiven 
Konstanten c, c so gewahlt werden, dafi 


5 V=o, 5 V=o 

v = l r = l 

ist. 

Die jetzt vollstandig heshmmten FunJchonen P ^ . P ^ sollen die zu den Gharakte- 

^ — m Z m Z 

nsUhen Q. (I) gehongen, auf den PmM rj stcli besieJienden, von der Otdnung m cdgebraiscli 
unetidhcli iverdenden Plenxentarfwriktiomn gencmnt werden. 

Die bei diesen Elementarfunktionen auffcretenden Konstanten ^ lassen sich 
durch die Werte, welche die nach genommenen Derivierten der 2jp Elementar- 
funktionen w, w fur den Punkt r] besitzen, ausdrucken. Um diese Ausdrucke zu er- 

halten, beziehe man die Fundamentalformel (Fj.) auf die Elementarfunktionen ,w^\s\, 

lasse also in der Formel(F8.), nachdem man bei ihr den Summationsbuchstaben a, um 
Vemechslungen mit der oben eingefuhrten festen Zahl a vorzubeugen, durch t ersetzt 
und zur Darstellung der Funktion w^\ 0 \ fur das Gebiet des Punktes rj die Gleichung 

, bei der = ,m=i. 2 .s, , 1st, auf- 

gestellt hat, an Stelle der darm vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W die 

entsprechenden Konstanten der Funktionen , w^\ 0 \ treten Man erhalt so zunachst 
die Gleichung: 


f /»'=)) 


- ^fvpj j - 2mmc^^= 0, 


und weiter dann, indem man die Summationen nach y unter Beachtung der unter (4„,) 
an erster Stelle stehenden Gleichung ausfuhrt, auch durch den ihm auf Grund der 
soeben fur aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die fur ^ = 1,2, , j) 


geltende Beziehung: 





Beachtet man nun noch, daB die Oharakteristiken (^, gleichberechtigt sind, und 
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da6 bei der Vertauscbung von mit 

man, w ann man noch. den Buchstaben ^ in 

Gleicbungen: 


(5,n-) 




2 


(m — 1) > 


/ri^\ 

I /o’ 


in w^\z\ in tv^\z\ ubergeht, so erhalt 
neuer Bezeichnung durch v ersetzt, die 




(m-i)' 


. Jo 


v = l,2, 


und schliefilich, indem man unter Beaclitung der m Art. 3 des ersten Abschmttes ge- 
machten Festsetzungen in bezug auf den Punkt ri, insoferne dieser entweder einer der 


Punkte «!, 

, St Oder 

emer der Punkte a^, • 

•, Oder endlicb einer der Punkte ooi, • •, 00 ^ 

sein kann, 

drei Falle 

unterscbeidet, die Gleichungen: 




©(*) 

2 fdTwM] 

= - 

2 



{m- 

-D'V 

OVy 

m 

(m — 1) • 

1 ■*r h.,’ 

//» N 



©(“) = - 

2 



(m- 

-1)' 1 dC /o’ 

Ovy 

m 

“ 1)' 

[ dC /o’ 




@(0®) — _ 

2 



in ^ (m 

dQ /o’ 

m ^ 

(m ~ 1) ' 

V dC Jo 


4 . 

Es soli jetzt gezeigt werden, daU die allgemeinste zu der angenommenen 
Charakteristik gehbrige Funktion W von der im Fundamental satze beschriobenen 

Art sicb aus den in den beiden vorbergehenden Artikeln definierten Elementarfunktionen 
linear zusammensetzen laBt. Zu dem Ende bezeichne man die s Punkte oo^, , oo^, 
«jL, • •, a^, s^, St in der vorliegenden Reibenfolge mit , 7j„ die zu ihnen be- 

ziehungsweise geborigen GrroBen Zj^, , z,, der in Art 3 des ersten Abscbmttos ge- 
machten Festsetzung entsprecbend, mit z,j^, • , z,j^, bilde alsdann mit Idilfo von + s 

v=p o=s ^ 

der Bedingung ^ (5, + ^ = 0 genugenden Konstanten 

1/=1 ffsssl 

Si, - S„ der |-w, beliebigen Konstanten Soi, • , 0 = 1 . 2 . sowie der 

willkurlichen Konstante C die Funktion. 




na 

g 


+ S,iP"/ + -- + 2, 





T 

Q = P + 1 


z\-\- 


C 


und untersucbe, wie diese Funktion W{z) sicb in der Flacbe T" vorhblt. 

Unter Beacbtung des Verbaltens der in dem Ausdrucke fdr W{z) vorkommendon 
Elementarfunktionen erkennt man nun, da6 W{z) eine in der Flacbe T" einwertige 
Funktion der komplexen Veranderhcben z ist, die filr joden von den Puiikten rji, rj, 
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verschiedenen Punkt n der Plache T" stetig ist, fur den Punkt tjg (.a=i,s, ,») dagegen 
in derselben Weise unstetig wird wie die Funktion: 






sodaB also die Differenz — fur den Punkt r}a stetig bleibt, und deren Werte 

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verknupft sind, daB 


(S) 


ist, wobei ftir v = \, 2, 


langs a,{ W{df . 
langs W(zy = 1 
langs Cy { W{zy' = 
langs a„{ W[zy = 
langs ly[ W{3y = 
langs Cy{ W{zy = 
langs la[W{zy = 


[yW{Zy+%y,' 

;Tr(0)-+S5,, ■ 
w{zy+(iy,, 
w{zy+%, ■ 

W{Zy+^y, ' 

w{zy, 

W{zy + 2m2a, 


-By)^y 



v = l,2, 


v = ^) + l, ,p, 


( 7 = 1 , 2 , 


ist, und der Wert der Konstante fur >' = 1,2, durch die Gleicbung* 


(7 = « 

(r=l 










>=1 


Q=P + l 


r'=l 


geliefert wird. Die Funktion W(js^ stellt daker eine zu der angenommenen Charakte- 
ristik (j^ gelaorige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschnebenen Art dar, und 

zwar die allgemeinste derartige Funktion W, da die ihr zukommenden j9+mi+* 
in den Funktionen und den Gdeichungen (S) auftretenden Konstanten ©i, 

s unbestimmte, nur der Bedingung + 2a-0 unterworfene 

G-roBen sind, und sie auBerdem noch die willktlrlicbe additive Konstante C enthklt. 
Damit ist aber bewiesen, daB jede zu der angenommenen Charakteristik gehbrige 
Funktion IV von der im Fundamentalsatze bescbriebenen Art sich aus den definierten 
Elementarfunktionen linear zusammensetzen laBt, oder, was dasselbe, daB man aus dem 
Ausdrucke: 

P-K, u 


9 
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no) - 2 (s. fl'i + rl’i + + 8...,£|?|) - ^ + ;f ., a *,», 


die samtlicliea zn der angenommenen Chai-aktenstak gehongen Funktionen W er- 
halt, unci zwar jede nur einmal, wenn man dann an Stelle des von den Konstanten 
fi, 2t und der Konstante C gebildeten Systems von p + + s + 1 Kon- 
stanten ein jedes die Gleichung nicht verletzende System von 

r=l ff=l 

4- + • • -h -f s -f 1 Werten treten laBt. 

In derselben Weise, wie es m Art. 4 des vorhergehenden Abschnittes an der 
entsprechenden Stelle geschehen ist, kann man jetzt bier unter wortlicher Wieder- 
holung des dort Gesagten den Begnff der Elementarfunktion von den ihm noch an- 
haftenden Beschrankungen befreien und damit den Begrifll der allgememsten zu der 

angenommenen Charakteristik gehongen Funktion W in der Weise erweitem, da6 

nifl.u m dem soeben fur W gewonnenen Ausdrucke W{z), bei dem %,•••,»?, die 
s = q-\-T + t Punkte cxi^, , oo^, a^, , a^, beziehungsweise vertreten, t, , w, 

unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen und die Konstanten £, K, St, G nur der 

Gleichung ^ (£„ + 2jt« ^ = 0 zu genugen haben, unter Si, , t von den Punkten oo, a 

vs=l <T = 1 

verschiedene beliebige Punkte der Flache T' versteht, die also teilweise oder auch alle 
an der Begrenzung der Flache T' hegen konnen, wenn nur diese Punkte als Punkte 
der Flache T betrachtet getrennt hegen, Zugleich kommen, wenn es sich uni die 
Funktion TF’(- 2 !) allein handelt, nur so viele Lmien in Betracht, als es unter den 
Grofien • , S, von Null verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nur so viele Linien Z,^, 

als in dem Ausdrucke fur W(^) Funktionen P ] wirklich vorkommen, und es sind 
diese Linien l„, die zu den einzelnen Funktionen P 1 im Rahmen der in Art 4 des 

vorhergehenden Abschnittes genannten Bedingung willkhrlich gezogen werden konnen, 
wenn sie bei der Funktion W(i!) zusammen auftreten, nur noch der Bedingung zu unter- 
werfen, dafi sie getrennt verlaufen. Die aus der Flache T' durch Emfuhrung der fhr 
die Funktion W{8) in Betracht kommenden Linien I entstandene Flache, in der die 
Funktion W{ii) einwertig ist, soil wieder T" genannt werden, und es kann dann der 
fur die fnihere Flache T" mit Rhcksicht auf die Darstellung der Funktion W{») durch 
Potenzreihen aufgestellte Begnff des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue 
Flache T" libertragen werden. 

Die im vorstehenden angestellten Betrachtungen und gemachton Fcstsetzungen 

b)°“\b\ • • jsJ 1 • -1/ 
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Die zn emer gemiscliten Chaiaktenstik gehongen Funktionen 

gehorigen Funktionen W(z) und gelten daher auch fur die zu der reziproken Charakteristik 
(5) “ 1 1) g®liorigen Funktionen W {s) Werden aber zwei auf dasselbe Punkt- 

system ,77, sich beziebende Funktionen W( 3 ), W(0) zusammen betracbtet, so muB 

fur beide eine und dieselbe Flacbe T" zu Grunde gelegt werden und zwar erne solcbe, 
welcbe aus T' dadurcb bervorgeht, daB man zu jedem Punkte 77, fur den wemgstens 

eine der beiden Funktionen P ^ , P in W(s), W(/) wirklicb vorkommt, eine 
Linie Z, ziebt. 

SchlieBlich kann man auch noch die am Schlusse von Art. 4 des vorhergehenden 
Abscbnittes m bezug auf die Fundamentalformel (F^) angestellten Betracbtungen wort- 
lich auf die Fundamentalformel (F^.) ubertragen, also zeigen, daB die Fundamental- 
foimel (Fa) auch dann gilt, wenn unter den Punkten 771, ,77,, auf welche sich die 

Funktionen W(e), W(z) beziehen, Punkte der Begrenzung von T' vorkommen; nur 
mussen diese Punkte als Punkte der Blache T betrachtet getrennt hegen. 

5 . 

Es handelt sich jetzt darum, fur die zu den gemischten Charakteristiken 
(b) = {b[ ill 1) ’ (5) = (t ill !) geliongen Elementarfunktionen P, P, P, P die- 
selben Untersuchungen anzustellen, wie sie in Art. 5 des vorhergehenden Abschnittes 
fiir die zu den gewohnlichen Charaktenstiken gehorigen Elementarfunktionen 

P, P, P, P durchgefuhrt worden sind Zu dem Ende bezeichne man wieder, unter Oi, 
irgend zwei voneinander verschiedene Zahlen aus der Eeihe 1, 2, s verstehend, den 
der s Punkte cxj^, , oo^, a^, Ci, ■ , mit %, den Uj™ mit 772, beachte, daB 

die Gleichungen, welche die auf diese Punkte sich beziehenden Elementarfunktionen 
P, P, P, P fbr die Gebiete eben dieser Punkte darstellen, genau dieselbe Form haben 
wie die zu Anfang des genannten Artikels aufgestellten Gleichungen, und lasse dann 
an Stelle des in der Fundamentalformel (Fg.) vorkommenden allgemeinen Funktionen- 
paares W, W die den sechs ebendort gewahlten speziellen Funktionenpaaren bier ent- 
sprechenden Funktionenpaare treten Man erhalt dann Eelationen zwischen den GroBen c, c 
von genau derselben Form, wie die im genannten Artikel erhaltenen sie besitzen, und 
erkennt so zunachst, daB die Gleichungen ([.) — (VI) in Art 5 des vorhergehenden Ab- 

schnitts auch fttr die zu den gemischten Charaktenstiken gehongen Elementar- 

funktionen P, P, P, P gelten. Beachtet man dann noch, daB die Gleichungen (I.) — (VI.) 

die einzige Grundlage far alle weiteren in dem genannten Artikel angestellten Unter- 

9* 
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sucliuiigeii bilden, so erkennt man schlioBlicli, daB die samtlichen dort erhaltenen 
Eesultate, vor allem die Grleichungen ( 1 .) — (8.), aucli fur die zu den gemischten Charakte- 
nstiken g) = J 1 ), (5) = (| 5J J J) gehorigen Elementarfunktionen P, P, P, P 

gelten 


6. 

Die Untersuchungen des Art. 4 haben gezeigt, da6 der Ausdruck. 


wi^) = 2 p| ;*1 + p| ? I + + p\ ? I) 

- S’” 


+»£^£l:i) 


0-= 1 


<7 = ^ + 1 


bei dem n^, , n^, unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben S, ( 5 , St, G unbestimmte, nur der Bedingung: 


2 + 2’ + -f = 0 

v = l \ir = l ^ = 1 x = l / 

unterworfene Konstanten bezeichnen, der sicb also von dem in Art. 4 fur W{ 0 ) auf- 
gestellten Ausdrucke nur durcb die Bezeichnung unterscheidet, die allgemeinste zu der 

angenommenen Charaktenstik gehorige Funktion W darstellt Das 

Verhalten dieser Funktion W=W( 2 ) fur die Punkte e, a, <x> ist von der Art, da6 


fur das Debiet 
des Punktes 



fur das Gebietf 
des Punktes a^j 


Tr(^) = S(“'^ln 


. X = na J 1 = 00 

{e — (* — 


fur das Gebietf 
des Punktes 00,1 



-i- 1 = 00 ^ 

Zssl X = 0 




(jssl, 2 f ,r. 


pt = t j 2 i j iff 


1st, wahrend fdr das Gebiet eines von den Punkten e, a, 00 verscMedenen Punktes «?«=»<* 

= 4*^ + ci‘‘^(^—a) + a)* + • • • 
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Die zu einer gemischten Chaiaktenstik gehongen Funktionen 

ist. Dabei bezeichnen c^‘‘\ c'°°\ von 2 unabhangige GroBen. Was dagegen das 
Yerhalten der Funktion W(2) langs der Scbnitte a, b, c, I betrifffc, so ist, dem in Art. 4 
Ausgefuhrten entsprechend, hier 

langs a, { W (ey = A,W (2)- + §(,,' 

langs h { w( 2 y = B, w( 2 y + a, r= 1, 2. , 

langs c,{Tr(^)+= TF(^)-+©^, 

langs a,{Tr(^f)+= W{2)--{-%,, 

langs &„{ Tr(^)+= »=i>+i, ,t, 

langs c, { Tr(j0)+ = W{2y, 

langs l,j l^Wiyy = TF'(<?)“ + n=^u >»»5. 

wobei fur v = l, 2 , • p: 

ist, nnd der Wert der Konstante fur >' = 1 , 2 , •••, p durcb die Gleicbung. 


7t = q 


-^=1 A=o ^ p=i;i=o ^ x=i x=o ^ 


2 a,a„+o3'#... 


a=p + l 


geliefert wird. 

Aus dem Yorstebenden erkennt man nun, daB das Yerhalten der Derivierten 


der Funktion W=W( 2 ) far die Gebiete der Punkte e*, a„, 00^, a und langs der 

Begrenzung von T" dutch Gleichungen charakterisiert wird, welche genau dieselbe 
Form haben wie die in Art. 6 des vorhergehenden Abschmttes an der entsprechenden 
Stelle aufgestellten, trotzdem die GroBen A^, B^ hier samtlich den Wert 1 

besitzen. Daraus folgt aber zunachst, daB die in der Flache T” einwertige Funktion 

eine zur Charakteristik gehorige Funktion W ist, und weiter dann — da die in 
dem genannten Artikel an der entsprechenden Stelle gemachten SchlAsse sich mit ge- 
nngen, durch die hier vorkommenden uneigentlichen Faktorenpaare ,Ap,Bp 

bedingten, Modifikationen auf den vorliegenden Fall ubertragen lassen — daB die dort 
erhaltene Gleichung: 
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welche die Darstellung der Derivierten der zu emer gewohnlichen Charaktenstik 

gehorigen Funktion W(z) durch Elementarfunktionen entlialt, auch. im vorliegenden 

( A. \ /A. A 1 1 \ 

jb) - (bJ JbI 1 ij gehort, die Dar- 


steEung von durch Elementarfunktionen liefeit Beachtet man nun noch, daB 

dz 

beziehungsweise 


die den Elementarfunktionen ^vAz\ 


1 p 

£ 

, P 

“o 


, P 

B 

, p 

cc 

, P 


1’ 0 

Z 

’ 0 

2 

’ 0 z 

’ m 

z 

’ m 

Z 

’ )n 

Z 


zukommenden Grofien sich hier genau so ausdrucken lassen wie in Art. 6 des vor- 
hergehenden Abschmttes, so erkennt man schlieBlich, dafi die dort abgeleiteten Glei- 
chungen (Di ) — (D/.) und damit zugleich die auf Grund dieser Gleichungen ebendort ab- 
geleiteten Gleichungen (E*.), (E^ ), (E«,.) sowie die im Anschlusse an diese letzteren 

Gleichungen gemachten Bemerkungen auch im vorliegenden Falle, wo J J j , 


7 . 

Man lasse jetzt m dem zu Anfang des voihergehenden Artikels aufgcstellton 
Ausdrucke an Stelle emer jeden der t + r-{-q Konstanten So, der |) Konstanten (£ und 
der jp — ^ Konstanten SI die Null treten. Der dadurch entstehende Ausdruck: 



■r = l ' ^ 


+ • 







bei dem ,mt, n^,- unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnon, 

und die Konstanten S, G keinen Bedingungen unterworfen sind, stellt dann die all- 

gemeinste zur Charakteristik gehbrige Funktion W dar, welche in 

je zwei zu einem der Schnitte Cj, oder der Schnitte I 



Die zTi einei gemiseliten Chaiaktenstik gehongen Eunktionen 
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gehongen entsprechenden Punkten S*~ denselben Wert besitzt. Infolgedessen ist 
die Punktion Wi/) scbon in der aus T" durcb Aufbebung der Schnitte I ent- 
stehenden Flache T' einwertig, und es dai'f daber fCir die tTntersucbung dieser Funktion 
die Flache T' zu Grunde gelegt werden Nocb moge fur das Folgende voraiisgesetzt 
werden, da6 fur ^ = 1,2, ,r ist, dadurch wird die Allgemeinheit der Unter- 

suchung nicht beschrankt, da man von dem Falle, wo > /u,^, etwa = + g ist, 

zu dem Falle, wo ^ etwa = fi^ + 1 — h ist, auch dadurch Ubergehen kann, daB 
man den Konstanten > S!L“+ 2 -i den Wert Null erteilt. 

Die definierte Funktion W(s) laBt sich nun auch durcb die Dermerte einer zu 
der Charakteristik gehongen Funktion W und p ausgezeichnete Funktionen TF(^) 

der bier betracbteten Art linear darstellen Urn diese Darstellung zu erbalten, setze 
man zunacbst voraus, daB kemer der Punkte Cj, , e, der Begrenzung von T' angebore, 
und verstehe unter a einen im Innem von T' gelegenen, von den Punkten s, a, cx> 
verscbiedenen Punkt, bilde alsdann das Produkt. 

der Funktion W(g) und der zur Cbaraktenstik gehongen, ebenfalls m T einwertigen 
Elementarfunktion p|®| und bestimme den Wert J des in positiver Ricbtung uber die 
von den beiden Seiten der Schnitte a, I, c gebildete Begrenzung 31 der Flache T' zu 
erstreckenden Integrals J' ^{z)ds, mdem man m derselhen Weise vorgeht, wie es im 
ersten Teile, in Art 1 des siebenten Abschnittes, zu ahnlichem Zwecke geschehen ist, 
Man erhalt dann fur J zunacbst die Gleichung. 


+ _ + 

J" = r = ^ /*(^ ~ ^ 


und schlieBlich, mdem man beachtet, daB hier, nachdem man noch fur >' = 1,2, •• ,p 
zur Abkurzung 

<^s=i jlssjTiy Qs=rX=:nf, y^qX=p^ 

«sl i = l ^ ^ = 1 Jl = l ^ X = 1 1 = 1 ^ V=1 

gesetzt hat, 

langs a,{ Tr(i)*-J,W(tr+(l-A,)S„ f 1.1'- ' 

langs l.{ f |.1*-B,P|1'- 2(1-5.) 

togs «.{ fT- fr- 
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langs a, { TT (^y = W(i)~, 

langs 'by\^W[ay= W {sf + , 

laBgs Cf\^W{zy= W{zy , 


P 

1 

P 

1 

P 


a 

+ 

p 

a 


> 

z 


1 

z 



a 

z 

+ 

p 

1 

a 

z 

— 

o dw^\a\ 

^ da ’ 

a 

+ 

p 

a 



z 


1 

z 




r = p + l, 


,P, 


ist, und da,R daher die Werte von m jo zwei zu einem der Sclinitte a, b, c ge- 

horigen entsprechenden Punkten ^+, in der Weise verknupft sipd, da6 


langs a,[ ^ {zy = - 2 

i^gs K[ {zy = <i>(zy - 2 
langs Cy\^^{zy = *^{zy , 


{w{zy-w{zy) + 
(TP'(^)+-Tr(^!)-) + ^, 



r = l,2, ,p, 


langs , 

langs J,( «(»)+-#(*)-- 2 


Tr (^)+ + ^, p |;|^+2 


dw^\a\ 

da 




langs c^\^^(zy = 


r = p + l, ,p, 


ist, die Gleichung: 


f W(i)di,~2 2 ^ f 




Das Integral J ist aber auch gleich der Summe der auf die Punkte r] = Si, ■ •, e^, 

+ 

«!, , a/, ooi, • , ooj; a sick beziebenden Integrate J' ^{z)dz und kann daher auch auf 

drund der Q-leichung: 


f + J ^{z)dz + ’'^ J 0{z)dz+ J 4>(z)d 


ausgewertet werden. Man erhalt dann, wie ein Blick auf die in Art. 7 des vorhergehenden 
Abschnittes an der entsprechenden Stelle durchgefilhrten Untersuchungen zeigt, for J, 
genau so wie in dem genannten Artikel, die Q-leichung: 



Die zu einer gemischten Charaktenstik gehongen Funktionen 
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J= 

i — l 


Q = r 

+ 2m ^ 


aw- 


dp 

0 

a 

L 

da 




; 

1 ® 

/7i 

a 

n 

- + 


/=*7ny— 1 

4 - ^ 




- 271*^1 

y = l I 

+ 2mW(a). 


dP 

00 


0 

a 

+ 

da 


A==l 


X = l^ 




dP 

a 

da 


a 

da 


00 

a 


;=i 




+ ^ 4 £K) . I “ 

Z = + 1 




Setzt man nun die beiden fur J erhaltenen Ausdrucke emander gleick, laBt bei 
der entstebenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunachst an Stelle des Buchstabens s 
den Buchstaben hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben s treten und lost 
alsdann die Gleichung nach W{^ auf, so erhalt man fCir die Funktion W{z) die fur 
jeden von den Punkten e, a, oo verschiedenen inneren Punkt 8 der Flache T' geltende 
Darstellung: 





•(~x) 


dP 


0 e 

J - 

■ + 




dP 


1 z 

- 

“ + 


+ 2 


^ = *x +Pjf , 


dP 


x=i 


2 + 1 


dz 


i f W(m- J; 


r = 1 


v = p 


v=p 

Ttt ^ 
V:^P + 1 


dw^\z\ 

dz 


+^.:s».jp 

y =5 1 y. * . 




J w{i)di; 




Die hierbei auftretenden Konstanten 4"*^ 4°^’, ■ • 4?^ sind die Koeffizienten, welche in 

der Entwicklung der Funktion W(8) fdr das Gebiet des Punktes oo^ den Potenzen 
beziehungsweise zukommen. Nach der zu Anfang der Untersuchung 
gemachten, auf den Dbergang von dem der Ableitung der Formel zu Grunde ge- 
legten Falle n^> (?“=i>2, .e zu dem Falle sich beziehenden Bemerkung sind 

bei dem zu einem bestimmten Index q gehOrigen Ghede der auf der rechten Seite der 

:p-b, IX 
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vorstehenden Gleichung in der zweiten Zeile stehenden Summe, wenn = ist, alle 
Terme bis auf den ersten, wenn dagegen ist, alle Terme uberhaupt zu unter- 

drucken, sodaB also fur n^<fi^ das ganze Grlied in Wegfall kommt 

Die auf der rechten Seite der fur W(0) gewonnenen Gleichung vorkommenden 
Integrale sollen jetzt unter der, fur die Herleitung dieser Gleichung gemacbten, Voraus- 
setzung, daB die Punkte Sj, * • *, St sowie der zu Anfang nut ci bezeicbnete Punkt 0 im 
Innem der Flacbe T' liegen, naher untersucht werden Zwei fur diese Untersucbung 
notige Hilfsfornieln mogen zunacbst abgeleitet werden. 

Man beziebe die nach Art 6 auch im yorliegenden Falle fur jeden Punkt 0 der 
Flacbe T' geltende Formel (E^ ) des Art, 6 des rorbergebenden Abscbnittes auf einen Be- 
grenzungspunkt 0 = ^, multipliziere bnke und recbte Seite mit und integriere das eine 
Mai, unter v eine Zabl aus der Eeibe 1, 2, • • , p verstebend, in positiver Eicbtung tber 
die beiden Seiten der Scbnitte u,,, das andere Mai, unter v eine Zabl aus der Eeibe 
p _l_ verstebend, in positiver Eicbtung uber die positive Seite des Scbnittes i»„. 

Beacbtet man nun, daB im ersten Falle fur m = l, 2, 3, 



1 

(»» — !)' 



(r = l,2, ip) 


1 st, und daB sich als Wert des bier recbts stebenden Integrals fur m = l die der Funk- 


tion F 
0 


langs zukommende Konstante (5,, = 


2m 


fur on = 2, 3, 


die der Funktion 


0 


dm" 


langs c„ zukommende Konstante = 0 ergibt. 


daB also der Wert des links 


stebenden Integrals fur w = l, 2, 3, ■ • durcb dargestellt werden kann, wenn 

ma.Ti unter erne GroBe verstebt, die fur m = l den Wert 1, fur w = 2, 3, ■ • den 
Wert 0 besitzt, so erbalt man die fCir jeden von den Punkten a, 00 verscbiedonen 
inneren Punkt e der Flacbe T' geltende Hilfsformel: 



7 2 4 I 


■ 1)1 


^=sr Z = mfia- 
^ = 1 1=1 


f 

Ht(i — 1 \J r. 


P 


(>'= 1 , 2 , 



Beacbtet man dann weiter, daB im zweiten Falle far w =• 1, 2, 3, • • • 
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ist, und da6 der Wert des hier rechts stetenden Integrals fur m = l der Differenz 


©, — der der Funktion P 


langs c,,, a, beziehungsweise zukommenden Konstanten 


K. = 0, §1^ = 0, fiir m = 2, 3, der Differenz der der Funktion 



s 

0 

jSf 


langs c,, 


beziehungsweise zukommenden Konstanten (£„ = 0, St, = 0 gleich ist, daB also das links 
stehende Integral fur m = 1, 2, 3, • den Wert 0 besitzt, so erhalt man die fur jeden 
von den Punkten a, oo verschiedenen umeren Punkt e der Flache T' geltende Hilfsformel. 


(H,) 



^i»ii -l| 

mft,. 




— — ( f P 


(v=i)+i, ,j>) 



Was nun die an erster Stelle zu untersuchenden, nur von den Punkten •, e, 
+ + 

abhangigen, Integrate CW(^)dl^ (*= 1 , 2 , (i'=))+i. ,p) betrifft, so erhalt man, 

wenn man die darm vorkommende GroBe W(^) auf Grund der zu Anfang dieses Artikels 
aufgestellten, die Funktion W{0) fur jeden Punkt s der Flache T' definierenden Glei- 
chung durch den ihr entsprechenden Ausdruck ersetzt, fur das erste Integral die 
Gleichung: 


(li) 


T ^ a 

< 7 ? = ^ 771 = 772 ^ 

/ w{t)dt-2 2 SS'> 




7< = 2 m=!p^ 

i%+2 2 

y=l 771 = 1 




fbr das zweite Integral die Gleichung: 


/» I I ^5=r7n=TCp n , x — S "‘—Px /> 1 

(1. ) /it © « =2 2 2S'> /p| ?| fs\‘(\^ii-2 2 a- /p|”i 

b'^ bt 


iv = p + l. 


yP) 


und schlieBlich, wenn man bei jeder dieser beiden Gleichungen das auf ihrer rechten 
Seito an erster Stelle stehende Integral auf Grund der Hilfsformeln (Hi), (Hj) be- 
ziehungsweise durch Elementarfunktionen mit dem Argument darstellt, die Gleichungen. 


( 2 ,) 


+ 





(» = )) + l, ,jp) 


10 * 
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wobei zur Abkurzung fur r = 1, 2, • , p 

,ft) = 


(3.) 


*=i»r^i e=i /=i rV,±r'“^ 


?K)f|::l 


+ 


2 5r^ 


= ^ Q=:r m = np ^ x = qm-=p^ /» i i 

^ci->+^ 2 ^'y \S "i «+ A A Sir" / ? ?K. 

« = 1 ^ = lm = l 1*4 J ±1 ^ y = l 7 n = l ‘ ' 




fur y = ;|J + 1, • • > _p dagegen 


— x\ 


(8..) 


*=i m=mj f = r j ( . 

,«()=, X' ^ -x \ L 

-“■1' ^ ^ ^ ^ (■«) 11 1 miL 1 

t = lm = l 5 = 1 1 = 1 '■ ■' *' 


■) 


fcli'kOfl:: 


+ , 


o = rm=np , , x = q m=Px /» i i 

^ 6+ &+ 

"v I' 

gesetzt ist. 

Die an zweiter Stelle zu untersuchenden, nur von dem Punkte z abhangigen, 
+ + 

Integrale f ("= 1 . 2 . .p), (ff=p+i. ,p) lassen sick durch Elementarfunktionen 


K.i] 


ii 


mit dem Argumente z darstellen. Um diese Darstellungen zu erhalten, lasse man 
in den Hilfsformeln (Hi), (H^.) an Stelle des Punktes e den Punkt z, an Stelle des 
Buchstabens v den Bucbstaben a treten, setze alsdann m = 1 und veitausche endlich 
durchweg die Zeichen P, P. Man gewinnt auf diese Weise die Gleichungen: 


(o=l>2, ,p) 


((T = )) + l, ,|l) 


vrobei zur Abkurzung 


(S'.-) ’^'>(')=7+is| ’’^“W-41 ‘Irifl l?l«) f r. 




(or=i,a, ,w 


(0f = tl + l, 


>p) 


gesetzt ist. Die durch die Gleichung (2i) zu 0 «= 1, 2, • • durch die Gleichung (2^.) 
zu a ^ p + 1, -tp fur jeden Punkt z der Flache T' defimerte Punktion W^^\z) 1 st eine 
zur Charakteristik gehorige Punktion W(z) von der in diesem Artikel betrachteten 
Art, die nur filr die Punkte a^, • a, unstetig und zwar algebraisch unendlich wird, 
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und derenWerte in je zwei zn einem der Schnitte a,'b,c gehongen entsprechenden Punkten 
in der Weise verkntipft sind, da6 


( 3 '.) 


Ihngs a^[ = A,W^°\ 2 y + (1— 

langs K{ = £,W^<’y 0 )- + 

langs c,,{ 


langs a, { W^‘’^( 0 y = 
langs &,{ = 

langs c,{ W^‘'\ 0 y = 
ist, wobei zur Abkurznng 


w^‘’\zy, 

w^<’\zy, 


r = l,2, ,^3, 


r = Jj + l, ,p. 


fur a = 1, 2, • , li: 




V 19 = 1 ^ ^ J 

[**■»;] 


v = l, 2, 


fur (T = :J) + 1, , jp. 




gesetzt ist. Die in der letzten Zeile stehenden Integrale konnen ausgewertet werden, 
indem man bei jedem von ihnen die zwischen den geschweiffcen Klammern stehende 
GroBe auf Grund der Formel: 


ds 


-t:2 


^ = r 2=^/p — l 


f=i 


.! = 1 


„ p > 


durch die GrbBe — 2 ersetzt und alsdann die Integration ausfahrt; man erhalt so 
ftir das links stehende Integral den Wert — 2^^ ^w'— das rechts stehende 

den Wert 2^^a7ii und erkennt nun schlieBlich, daB fur o' = 1,2, , p, v = 1, 2, ,p: 


(4') 

ist, daB also nur dann einen von Null verschiedenen Wert und z-war den Wert 1 
besitzt, wenn y = o ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung der Integrale 
benutzte Formel geht aus der nach Art 6 auch im vorliegenden Falle geltenden 
Formel (Di.) des Art. 6 des vorhergehenden Abschnittes hervor, indem man bei dieser 
an Stelle der Zeichen w, P die Zeichen io, P treten laBt, alsdann n = l, T = y, z=^ 
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Diittei’ Abscinitt 


SGtzt und endlich noch an Stelle des Siimmationsbuchstabens A einen neuGn Summations- 
buchstabGn X vGrniittGls der Grleicbung X = X Ginfuhrt. 

Mit HilfG dGr aioichungGn (2i.), ( 23 ) und (li.), {![) kann man jetzt dor vorber 
fur W(8) crhaltenGn GlGichung die Gestalt: 

(D ) W(^) = + 2 

r = l 

geben, wobei W*(0) durcb die Gleichung. 



v=p 


j 


r=l 


— bei der fur y = 1 , 2 , ■ ,p die unter ( 3 i.), fur v = |) + 1 , • , jp die unter {S3.) 

definierte Grofie bezeichnet — fur v=l, 2, • ,p durcb die erste, fur v = 

durcb die zweite der Gleicbungen: 




^ = 1 / = i • q 

l^v^^vS 

(v = l,2, ,^3) (V=:^) + l, ,ij) 

endlich ,p) durch die schon fruher aufgestellte Qleichung: 


t=t X = m^ = x-q 

^.=2 2 Si''’ +2 2 +22 sf*) +C2 

t-l Z = 1 ^ X = l ^ y^l 1^1 ^ v'^1 

bestimmt 1st. Trotzdem die Gleicbung (D.), zur Veremfacbung der Untersucbung, nur 
fur den Fall abgeleitet worden 1st, daB die Punkte e^, ■ • , c< sowie der Punkt g iin 
Innern der Flacbe T' liegen, gilt sie aucb nocb, wenn die genannten Punkte teilweise 
Oder samtbcb der Begrenzung von T' angehoren Unter der, die Allgemeinbeit der 
Untersucbung nur scbeinbar bescbrknkenden, Voraussetzung, daB die unbestimmten 
Konstanten ,0 durcb eine Lagenanderung der Punkte 81 , 83 , ••, 8 , nicbt be- 

einfluBt werden, todert sicb nambch der Wert des Ausdruckes: 




Vssp 


Vsat 
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bei dem TV{ 0 ) die zu Anfang dieses Artikels angeschnebene bneare Verbmdung von 
Elementax-funktionen vertritt, als Funktion der ^ + 1 in T' frei beweglichen Punkte 
Si, , Sf, 0 betrachtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durcb stetige Bewegung in 
einen Punkt der Begrenzung von T' ubergeht, und es kann daber der in Rede stebende 
Ausdruek, da er der Grleicbung (D) gemaB immer den Wert Null besitzt, wenn die ge- 
nannten Punkte im Innern der Flacbe T' liegen, nicbt emeu von Null verscbiedenen 
Wert baben, wenn diese Punkte teilweise oder samtlicb der Begrenzung von T' an- 
geboren. 

Aus der so fur jede Lage der Punkte z als ricbtig bewiesenen Gleicbung (D.) 

erkennt man nun scblieBlicb, daB die allgemeinste zur Cbaraktenstik geborige 
Funktion TF’(^), welcbe in je zwei zu einem der Scbnitte oder 

der ^ + r + g Scbnitte I gebongen entsprecbenden Punkten denselben Wert be- 

sitzt, sicb, entsprecbend der zu Anfang des Artikels aufgestellten Bebauptung, durcb 
die Derivierte einer zu derselben Cbaraktenstik gebongen Funktion W, eben der 
Funktion W*{z), und die ^ ausgezeicbneten, mit der Funktion W{^ gleicbartigen 
Funktionen W^^^(z'), • , W^^\z) linear darstellen laBt. Dabei ist nocb besonders bervor- 
zubeben, daB diese p ausgezeicbneten Funktionen *, W^^\z) durcbaus selb- 

standige, von der darzustellenden Funktion W(z) unabbangige Gebilde sind, wabrend 
andererseits die Funktion W*(z) in engster Beziebung zu der Funktion W{z) stebt. 

LaBt man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion W(z) 
defimerenden Gleicbung und dementsprecbend aucb in der Gleicbung (D ) die GroBen 2 
samtlicb mit der Null zusammenfallen und setzt zudem nocb (7=1, so wird W(z) = l 
und zugleich reduziert sicb die Gleicbung (D) auf die Gleicbung: 


1 = 



Z 


+ 2W<-^\z) 


Zum Scblusse dieses Artikels sollen jetzt nocb kurz diejenigen speziellen zur 
/A.\ /A. A 1 1 \ 

Cbaraktenstik i ij gebongen Funktionen W betracbtet werden, deren 

Werte in je zwei entsprecbenden Punkten der Begrenzung von T" in der Weise 

verknupfb sind, daB 

langs a,( W'''= A^W~, 

= ByW~, ’= 1 . 2 , ,t, 

lilngs c,{ Tr‘^= W~, 
langs ?4Tr+= W-, 
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Dntter Abschnitt 


ist. Eine jede solche Funktion W moge eine zur Oharakteristik gehorige jP-Funktion 
genannt und mit F(8) bezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit 
der zur Cliaraktenstik gehongen F’-Funktionen identisch mit der G-esamtheit der- 

jenigeu Funktionen W(s) von der zu Anfang dieses Artikels defimerten Art, bei denen 
die das Verbalten an den Schnitten ■ ,^p bestimmenden Kon- 

stanten ti, •••, samtlich den Wert Null besitzen 

Die Derivierte ^ einer jeden zur Oharakteristik gehongen Funktion W ist, 
wie aus dem zu Anfang des Art 6 Bemerkten hervorgeht, eine zu derselben Charakte- 
nstik gehOnge iP- Funktion. Da6 aber auch umgekehrt eine jede zur Oharakteristik 

gehorige Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben Oharakteristik ge- 
horigen Funktion TF deckt, erkennt man, wenn man beachtet, dafl die vorher gewonnene 
Gleichung (D.) sich fur eine Funktion W(ii) = F(z) auf die Gleichung: 

(D'.) 

reduziert. Die Gesamtheit der zur Oharakteristik gehorigen jP-Funktionen ist also 

auch identisch mit der Gesamtheit der Dermerten ^ der zu derselben Oharakteristik 
gehorigen Funktionen W 

Aus dem soeben gewonnenen Besultate folgt nun schlieBlich noch, dafi das mit 
einer Funktion F[8) gebildete, von einem Punkte Za his zu einem Punkte 8 fiber eine 

s 

ganz im Innern der Flache T" verlaufende Kurve erstreclcte Integral F(8)d8 eine zur 

Oharakteristik Q gehorige Funktion TT ist, und dafi diese Funktion W, nachdem man 

F(8) durch Elementarfunktionen ausgedruckt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke W{8) 
von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden Ausdruck 
W*{8) gebildet hat, durch die Gleichung* 

z 

(D".} jF(8)d8^W*(8)~W*(8o) 

Zq 

geliefert wird. 

Auf die Theorie der zur Oharakteristik gehfirigen J'- Funktionen soil aus- 
fuhrlicher erst im sechsten Abschnitt eingegangen werden. 
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8. 


Der zu Anfang des Aid;. 6 aufgestellte Ausdmck* 




-jrS’sAW + j? 2 a.».W + o, 

<7=1 ' ■* 


a=p 

2 

a = J) + l 


bei dem , nit, •? Pi’ ’’Pi unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch- 

staben S, (£, St, G unbestimmte, nur der Bedingung: 

5' (S. + + '2 Sr'’ + 2 4“*’ ) = 0 

V = 1 \r = l (> = 1 y = l / 

unterworfene Konstanten bezeichnen , stellt die allgemeinste zu der angenommeiien 
Obarakteristik = ^ 1 gehonge Funktion W dar, Auf Grand des im vor- 

hergehenden Artikel gewonnenen Eesultats 1st man jetzt imstande, das nut dieser 
Funktion W{0) gebildete, von einem Punkte bis zu einem Punkte z uber erne ganz 

z 

im Innern der Flacbe T" verlaufende Kurve erstreckte Integral f W{z)dz durcb das 

Produkt zW{z) u'nd Elementarfunktionen linear darzustellen Man braucht dazu nur 
auf das Integral das Verfahren der teilweisen Integration anzuwenden und in der so 
sick ergebenden Gleichung 

j W{z)dz^zW{z)-z,W{z,)- J 0^^dz 

das recbtsstehende, auf die zur Charakteristik gehorige 2^- Funktion z—j^ sich be- 
ziebende Integral mit Hilfe der Formel (D" ) des vorhergehenden Artikels durch Elementar- 
funktionen auszudrucken. 

In derselben Weise scblieBend, wie es in Art 8 des vorkergebenden Abscknittes 
an der entsprechenden Stelle gesckehen ist, gelangt man hier unter wortlicker Wieder- 
kolung des dort Gesagten zu der die erwaknte Darstellung befemden Gleicbung- 


J W{z)dz =- zW{z) - ZoWiz,) - W*{z) + W*{z,). 

*0 


p-R, ir 


11 
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Dnttei Absehnitt 


In dieser Gleichnng vertritt W*(s) den Ausdruck. 


I A — Wiy 

I x-j i n'{ 


W*( 2 ) = - 2 \ F\i\ + ^ ? 

*=1 1 “ I ® I ^=1 * ^ I 

— P 4 .^ y Hi £’(.“() p 


+2k <=:“?? P7 +,:s\mf\7 

y=:X '' >=1 >t = I* + l 


bei dem zur Abkurzung iux v = 1,2, •■, p 

t = t m=mt+l ^ = rX=mfit-l (,,(* ) ( „ ™) 

rr'fs.. .«) V XI X? X" _ \ J 


,*«)= V y y y _± 2 — 

^ ^ -5 (to— 1)1 

ir = l «j = l 0 = 1 2 = 1 ^ ' 


K f P > dl^PY<^ 

— % \J •rrif.u-l s / I 


\ty 


(> = rm = nfli-/ffl , y = s^=Px n 1 1 

; 2 2'^’ + ^ ^ 2r'> /p h? ^ ^ 2^^ / p “i 

,=x .=i.=i 


fur y = ^) + 1 , • , jP dagegen 


>t = t w=mr + l q-r}.-mft(i-l o'(er) 

7 ?"'(«a, >«^)= V V y y 

^ ^ ^ ^ 

fszl m = l ^ = 1 2 = 1 ' 


^ = 7 m = n() + ^(p /i , ^ = ^"i-Px /» I 

^ ^ s:,™ / i> “« (if + J' S>' / P ? (if 

0 = 1 ni=l I x = lw=l «/ 



J 

1 

s 

1 + 

^ £' («r) 

\ f‘e ^ 

■(/.,/-. 1 :; 

V 


mn^ — l 


V V 

gesetzt 1 st, wahrend die Konstanten S', c aus den Gleichungen: 

Sl^'*^=-fi,S^)— Si‘’'\ S'/'''^ = — (2— l)e* Si'ii-ASi*"^ ^=-2>3. ."'r+i 

i,Si^°°*’ = 2 Si“*>, ^=i.s. .?* 




• 2 cr*\ 


^ = 1 .S. .?* 


2 = 1 , ii ; I 


sich ergeben, wenn man dabei die GroBe S^^Vi GrOBe S|^^ deren Index x 

nicht der Beihe 0, 1, 2, ■ •, angebOrt, als mit der Null identisch ansi(iht and unter 
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die Koeffizienten versteht, welche in der Entwicklung der Funktion W(s) 
fur das Grebiet des Punktes oo^ den Potenzen beziehungsweise zukommen. 


Damit ist die Theorie der zu der gemischten Charaktenstik = ^ 

gehongen Funktionen soweit entwickelt, wie es im vorhergehenden Abschnitte fur die 
zu einer gewbhnhchen Charaktenstik gehongen Funktionen geschehen 1 st. Die in 


diesem Abschnitte angestellten Untersuchungen und erhaltenen Resultate lassen sich 
nun unmittelbar auf den Fall ubertragen, wo statt der gemischten Charaktenstik 

(^1 1 1 ) gemischte Charaktenstik bei der Bjj, Ax^, 

eigentliche, Ax^_^=l, Bx^^^=l', Ax^=l, Bx^=l uneigentliche Faktorenpaare sind, vor- 
liegt. Man braucht zu dem Ende nur an alien denjenigen Stellen, wo aus der Zahlen- 
reihe 1, 2, ji die Zahlenreihe 1, 2, , p oder die Zahlenreihe p + 1, :|3 + 2, ,p 

herausgegrijffen wird, die Zahlenreihe 1,2, ,p durch die Zahlenreihe Aj, Aj, 
die Zahlenreihe p + 1, 13 + 2, , p durch die Zahlenreihe A^+i, A^^. 2 , • , A^ zu ersetzen 


11 



Vierter Absclmitt. 

Untersuchiing der zn der ausgezeielmeten Charakteristik gehdrigen Funktionen. 


1 . 

Die ausgezeichjaete, nach fruherer Definition nur aus uneigentlichen Faktoren- 
paaren zusammengesetzte, Charakteristik ist mit der zu ihr reziproken 

Charakteristik 5^) “ (i 1) i^^^itisch, also erne zu sich selbst reziproke Charakte- 
ristik Auf Grand des im ersten Teile gewonnenen Fundamentalsatzes erhalt man die 
samtlichen zur Charakteristik gehongen Funktionen W, wenn man an Stelle des 

Systems der s + mi+ Konstanten S und der p Konstanten •••, 31 ^ ein jedes 

die Gleichung nicht Terletzende System von s-|-Wi + - Werten 

< T =:1 

treten lafit und zu jeder so erhaltenen Funktion noch eine willktirliche Konstante C 
addiert. Die Konstanten fallen hier, da fur jedes v aus der Reihe 1, 2 , 

A^, By em uneigentliches Faktorenpaar 1st, samtlich mit der Null zusammen. 

Zunachst sollen nun, um auch im vorliegenden Falle ein System von Blementar- 

funktionen zu erhalten, aus den zur Charakteristik gehdrigen Funktionen W 

gewisse spezielle Funktionen herausgegriifen und, unter Beihehaltung der im ersten Teile, 
in Art. 1 des siebenten Abschmttes, angewandten Bezeichnungsweise, mit Hilfe der in 
Art 2 des ersten Abschnittes aufgestellten Fundamentalfonnel (F) untersucht werden. 
Da im vorliegenden Falle ein jedes Faktorenpaar Ay, By ein uneigentliches, also ^3 -= 0 
und dementsprechend Ai = l, ^3 = 2, • 1st, so tritt an Stelle dor allgemeinen 

Fundamentalformel (F.) hier die Formel: 

Eihmasn, B , Theone dei ALelschen Funktionen I, Art 8. (Qesammelte Werke, 2 Aui , S 88—144; 

S 104, 106) 
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J (81,33,- SB, 2f,) 

(P.-) + 4n> I' S,^(S,,+ §,„.+ •••+ § J -in' 2 &A 

0=1 a=l 

0=9 — a — sju — niff 

- 2m (S,c„o- 2„c<rt,) - 2m 2 2 = 0 

ff=l ^=1 

Wegen J2x,= 0, = 0 hat die Sumine5\,„(S.,,„+S,^^^^^+ • + wenn man 

die dabei auftretenden GroBen Q ,2, durch die Gleichnngen S, = 2. , £ = S 

definiert, far a) = l, 2, 3, . denselben Wert wie die Summe 2'2x^(Sx,+ 2;,^^^+- +2,.), 

and man kann daher bei der vorstehenden Formel die Complexion x^, Xg, • , x, durcb 
eine ibrer zyklischen Permutationen ersetzen. 


2 . 

Der Fundamentalsatz liefert nun zur Cbaraktenstik (J J), wenn Tna.-n zunacbst 

die Konstanten 2 samtlich mit der Null zusammenfaUen laBt und da, mi an Stelle des 
Systems der p Konstanten SIi, • irgend welche Systems von p Werten setzt, Funk- 
tionen W, welche fur keinen Punkt der Flache T" unstetig werden. Solche Funktionen 
mogen allenthalben endliche Funktionen genannt und im folgenden durch u\z\ oder 
durch u’ Oder noch einfacher durch u bezeichnet werden. Gewisse dieser Funktionen u 
sollen jetzt als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Elementar- 
funktionen genannt werden. 

Man bezeichne zunachst, unter q erne Zahl aus der Eeihe 1, 2, -yp, unter 
dp,, 0 '=i. 2 , ,p) eine GrbBe, die fur v = q den Wert 1, fur »' + ? den Wert 0 besitzt, ver- 
stehend, mit u^\z\ eine spezielle allenthalben endliche, eine willkdrliche, spater zu be- 
stimmende, additive Konstante enthaltende Funktion, bei der die Konstanten 3l„, ’'= 1 . 2 . .p, 
die speziellen, mit 21^,,, »'=i, 2 , ,p, zu bezeichnenden, durch die Gleichungen = 

»'=i, 2 , ,p, bestimmten Werte besitzen, und bezeichne bei dieser Funktion die an Stelle 
der GroBen 25,, *'= 1 . 2 , >p, stehenden GroBen mit »=i, 2 , ,p, sodaB also ftir (> = 1, 2, • ■,p'. 



langs a, 

langs J, = u^\g\- -h 
langs c,[u^\zY = u^\z\-, 
langs lai'V'qW = 


r = 1 , 2 , 




cr = l, 2, 
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Vierter Absclimtt 


ist Wahlt man nun noch den Wert der in enthaltenen willkurliclien additiveu 
Konstante so, daB fur ^ = 1, 2, ,p. 

( 2 .) 

ist, so ist damit zugleich, nach dem Fundamentalsatz, die Funktion vollstandig 
bestimmt. 

Die so gewonnenen vollstandig hestwimten allentlialhen endlichen FunJcUonen u^\8 \ , • •, ^p\^\ 
soll&n di6 zuT (JkarakteTistik ^ gehong&n allentJialben endlichen FlenientarfunM/onen 
genannt werden.*) 

Die p Elementarfunktionen sind linear unabhangig Zum Beweise 

dieser Bebauptung bilde man aus ibnen und den unbestimmten Konstanten c^, c^, • • , 

die allentbalben endlicbe Funktion u = Cq + ^ h und stelle sich die Aufgabe, 

die Konstanten c in allgemeinster Weise so zu bestimmen, daJJ fur jeden Punkt z der 
Flache T" die Gleichung u = 0 bestebt. Soil aber die Funktion u fur jeden Punkt 2 
der Fldcbe T” den Wert Null besitzen, so konnen, da dann die ibr zukommenden, 

Q = p 

durcb die Gleicbungen 91,, == >'=1.2. ,p, bestimmten Konstanten 9 Ii, 91^ 

9=1 

samtlicb mit der Null zusammenfallen mbssen, die Grofien Cj, • , nicbt von Null 
verscbieden sein, und es kann weiter aucb Cq nicbt von Null verscbieden sein, da fur 
= 0 der mit u bezeicbnete Ausdruck sicb auf reduzieit. Damit 1st be- 
wiesen, daB eine Gleicbung von der Form 0 = Co + + + Cj,u^ nur dann fur jeden 

Punkt g der Flacbe T" besteben kann, wenn die Konstanten Cg, Ci, • , samtlicb den 
Wert Null besitzen, oder, was dasselbe, daB die Funktionen , ■,Up linear unabbangig sind. 

Die allgem emste allentbalben endlicbe Funktion u\z\ wird, wenn man untor 
G, 9li, •, 91p keinen Bedingungen unterworfene Konstanten verstebt, durcb die Gleicbung: 

( 3 -) 

()=i 

dargestellt. Die Kichtigkeit dieser Bebauptung erkennt man auf Grund des Funda- 
mentalsatzes, wenn man beacbtet, daB die durcb diese Gleicbung definierte allentbalben 

endlicbe Funktion %, wie aus der Eelation — ^ == 91^ folgt, so bescbalfen ist, 

dafi langs = + 9l,„ ’'=1.2. ,p, ist, und daB diese Funktion zudem die will- 

kurlicbe additive Konstante C entbalt.*'*') 

■*) RiHjULinr, B , Theorie der AbelBoten Fimktionen 1, Art. 4; n, Art. 18 (Geeammelte Worke, 2 AuJl, 
S 88—144, S 105, S 129) 

Riemann, B., Theone der Abelschea Funktionen I, Art. 4 (Qoeammolte Worke, 2 Aufl, S 88—144; 

8 105, 106) 
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Die zu der aTisgezeiclineten Cliaraktenstik geiiorigen Dunktionen 


Zwischen den Konstanten 
bestehen die Bezieh ungen 


des Funktionensystems • •, 


a<q 


TJm dieselben zu erbalten, beziebe man die am Ende von Art. 1 aufgestellte, auf 
irgend zwei allgemeine zur Cbarakteristik geborige Punktionen W, W sicb 

beziebende, Fundamentalformel (P3.), unter q, a irgend zwei Zablen aus der Reibe 
1,2, ••,p verstebend, auf die Elementarfunktionen u„\s\, ersetze also m der 

Formel (Fg) die darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W durcb die ent- 
sprecbenden Konstanten der Funktionen u^, u„. Man erbalt so zunacbst die Gleicbung; 

v = p 

^ = 0 


und weiter dann, indem man die Summation nacb v ausfubrt, die fur q,a = l,'2,- •,p 
geltende Gleicbung %„ = aa^*) 

Die durcb die Gleicbung (3) definierte allgememste allentbalben endlicbe Funktaon: 

9=1 

ist so bescbafifen, da6 fur ?/ = l, 2, ,p‘. 

langs a„ {m'*' = it" + langs &, {it+ = it" + 23^ 

ist, wobei 23v durcb die Gleicbung. 

g=i 

dargestellt wird Entsprechend der im ersten Teile am Scblusse von Art. 6 des secbsten 
Abscbnitts gewonnenen Gleicbung bestebt daber bier, wenn man den reellen Teil der 
Punktion u mit it^^\ den lateralen Teil mit it®i und die zu §[,, 23, konjugierten GroBen 
mit 25, beziebungsweise bezeicbnet, die Gleicbung' 



Das auf der linken Seite dieser Gleicbung stebende Integral kann nur dann den Wert 
KTull annebmen, wenn it sicb auf eine Konstante reduziert, oder, was dasselbe, wenn 
die in dem Ausdruck fur u vorkommenden unbestimmten Konstanten Stj, • -,91, 
samtlicb der Null gleicbgesetzt werden Sind die GrOBen 9ti, Stg, • • •, % mcbt samtlicb 


•) Ribmanjj, B , Theone der Abelschen Punktionen. II, Art 20 (Geeainmelte Werke, 2 Aufl , S. 88—14.4, 
S 180, 181) 
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der Null gleich, so sind aucli die ilmen entsprechenden GrofSen Si, Sa, • , nicht 
samtlich der Null gleich, da im auderen Falle die auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung stehende Surmne und damit auch das Integral den Wert Null haben wurde, 
ohne dafi die GroBen 21 samtlich verschwinden. Das System der p Gleichungen 

0 = *-= 1 . 2 . ,p, hat daher nur die eine Losung 2ti = 0, 913 = 0, ,91^ = 0, oder, 

(» = 1 

was dasselbe, die Determinante • o,pp der GroBen $.*'= 1 , 2 , ,p, besitzt 

einen von Null verschiedenen Wert. 

Man setze jetzt, unter fl?i,a: 3 , , 0 ;^ irgend_preelle GroBen verstehend, 91, = ’=i> 2 , 

Q~P - 'i Q~ P r rf 

dann wird = — 95, = 95,= — ^aj^apv) wobei die zu = + 

^9=1 p=i 

konjugierte GroBe bezeichnet, und es geht dementsprechend die letzte auBer- 

halb des Textes stehende Gleichung, wenn man noch ihre linke und rechte Seite mit 

Y multiphziert, uber in die Gleichung: 


tJJ + [-dT) + [-w) + V 


l\2l ^=pv=p , 

' (i = ]r = l 


By 


Das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral 1 st niemals negativ und 
kann nach vorher Bemerktem nur dann den Wert Null annehmen, wenn die GroBen 
,Xp samthch der Null gleich gesetzt werden. Infolgedessen hat der auf ihrer 
rechten Seite stehende Ausdruck nur fur a5i= 0, aj 2 = 0, ■ •, ajp=0 den Wert Null, fur 
jedes von 0, 0, ••, 0 verschiedene Wertesystem a^i, a^a, , dagegen emen negativen 
Wert Daraus ergibt sich nun schlieBlich, daB die mit den reellen Teilen dei 
y GroBen ,p, gebildete Determinante • a'pp, deren Eleraente 

wegen 9 ,^= 1 , a, ,p, durch die Beziehungen a',= a^p, ,p, verknupft sind, 

^=P v^p 

einen von Null verschiedenen Wert besitzt, und daB die Form ^ ^ eine ne- 

gative quadratische Form ist.*) 

Infolge des Nichtverschwindens der Determinante ^ ± duass • • • a'^p laBt sich ein 
System = von jp GroBen immer und nur auf eine Weise mit liilfe von 

2p reellen GroBen x, X in die durch die Gleichungen: 


vs=jP r=sp rssjo 

61 = ^ *,%,+ AiTtt, 63 = ^ x,a2,H- AaJii, • Cp-^ ^ x^Up^i- XpTit 

vssl v=iX r=sl 

bestimmte Gestalt bringen. Zum Beweise dieser Behauptung hat man nur zu beachten, 
daB fur reelle x, X das aufgestellte System von p Gleichungen, wenn man noch den 


*) BiEUAim, B , Theorie der Abelscliea Funktioneu. II, Art 21. (Gesamnielte Werke, 2. Aufl , S 8S — 144; 
S 131, 132) 
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reellen Teil von (e=i,s, ,?> durch e', den lateralen durch e'i bezeiclmet, mit dem 
Systeme der 2p Qleichungen; 

^ V—p v^p v=p 

v—1 v = l 

V—p v=p 

XyQf^j, 62 = XyOr^r "t" ~ 

V — 1 l-= 1 V = 1 

aquivalent 1 st, und da 6 diese letzteren Gleicbungen fur jede der 2p Unbekannten 
Xi, x^, , Xp, Xi, Xs, , Xp einen bestimmten, reellen Wert liefern*) 

Zwei GroBensysteme (e) = e^\e^\- |e^, (^==e,\e^\- |e^, die m solcber Beziebung 
zueinander stehen, daB die dem ersten zukommenden GroBen x, X sicb von den dem 
zweiten zukommenden entsprechenden GroBen x, X nur um ganze Zahlen unterscbeiden, 

V =p 

Oder, was dasselbe, deren Elements durcbji Gleichungen von der Porme^ = ig + h^ni, 

v = l 

9 = 1 . 2 , ,p, bei denen die Bucbstaben g, h ganze Zablen bezeichnen, verknupft sind, sollen 
nacb Riemann kongruente Systeme genannt werden. Sind zwei Systeme (e), (e) 
kongruent, so soli diese Beziebung durcb e^\e^[ • •\ep^\\ei\- ■ ■\ep oder kUrzer durcb {e) = (^ 
angedeutet werden 

3. 

Nacbdem im vorbergebenden Artikel die zur Cbaraktenstik geborigen 

allentbalben endlicben Punktionen W definiert und untersucbt worden sind, sollen jetzt 
zunacbst solche zur Cbarakteristik Q geborige Punktionen W betracbtet werden, 
welcbe zwar unendlicb, aber nur logaritbmiscb unendlicb werden. Auf Grund des 
Pundamentalsatzes erhalt man die samtlichen zur Cbarakteristik Q geborigen, 

nur logaritbmiscb unendlicb werdenden Punktionen W, und zwar jede nur einmal, wenn 
man die + - +m, Konstanten S„i, <’= 1 .*. samtbcb mit der Null zu- 

sammenfallen laBt, weiter dann an Stelle des Systems der s Konstanten •, S, ein 

ff = « 

jedes von 0, ,0 verscbiedene, die Gleicbung ^S<,= 0 nicbt verletzende System von 

(; = ! 

s Werten und unabbangig davon an Stelle des Systems der p Konstanten 91i, • • •, ein 
jedes System von p Werten treten laBt, endlicb nocb zu jeder so erbaltenen Punktion 

eine willkdrlicbe Konstante G addiert Unter den zur Cbarakteristik Q geborigen 
Punktionen W gibt es also keine, welcbe nur fiir einen der Punkte logaritb- 

*) Ribmann, B , Theone der Abelschen Funktioneu I, Art 16 (Gesammelte Wexke, 2 Aufl , S 88—144, 
S 126, 126) 

V’-’Sl, n 


12 
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miscli unendlich wird; wolil aber gibt es solche, die fur zwei dieser Punkte loganthmisch 
unendlich werden.'*') Die einfacbste derartige Funktion soil jetzt aufgestellt und naher 
untersucht werden. 

Man verstehe unter a, d irgend zwei Zahlen aus der Eeihe 1, 2, s und be- 
zeichne, unter Beachtung der in Art 3 des ersten Abschmttes gemachten Festsetzungen, 
den a*®” der s Punkte oo^, • • •, oo^, • •, e^, ■ , e, mit t;, den a'‘®“ mit rj und dem- 

entsprecbend die zu den Punkten ri, r} fubrenden Linien Ig, jetzt nut l,j, l^, beziebungs- 

weise, Der Fundamentalsatz liefert dann zur Gharaktenstik eine, die willkur- 

liebe additive Konstante c enthaltende, Funktion W, die in der Flache T" nur far die 


Punkte 71, 7j' unstetig wird, und zwar fur den Punkt ri wie In fur den Punkt rf wie 
— In-^, wenn man S<,= 1, 2o'= — 1 setzt, alien ubngen s + OT] + - +%— 2 GrroBen fi 


dagegen sowie den GroBen Stj, • •, 81^ den Wert Null zulegt. Die so gewonnene 
spezielle Funktion W bezeiebne man nun, die Bestimmung der additiven Konstante c 

sicb vorbehaltend, mit , die bei ibr an Stelle der GroBe 35,, stehende OroBe nut 


das Gebiet des Punktes ri laBt sicb dann diese Funktion durcb eine Gleicbung 
von der Form: 


( 1 -) 


n 


nn 

z 


» "t” ^tfO “I” “H "b ‘ ’> 


fur das Gebiet des Punktes r/ dagegen durcb eine Gleicbung von der Form: 


(!'•) 


n 


vv 

e 


= “ + <^<^24 + 


darstellen, wobei die c von s unabbangige GroBen bezeicbiien Zugleicb sind die Werte 


der Funktion iT 
Weise verknupft, daB 


in je zwei entsprecbenden Begreiizungspunkten c?'*', in der 


( 2 .) 


langs 

Ikngs 

Idngs 

langs 

langs 


= JT 


n 


n 


= n 


n 


7]7} 

Z 

TJT]' 

Z 

\m' 
\ z 

nn 


7J7] 


■+ 

7 

-f- 

— 2m, 




langs einer jeden der $ — 2 ilbrigen Linien I dagegen II 


rjrj 

z 


IT 


vv 


ist Yon den in den 


*) Eibmann, B., Theone der Abelschon Punktionen I, Art 4 (GesaBomelte Werke, 2, Aufl , S. 88—144, S. 100.) 
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Grieichungen (1.), (1'), (2) vorkommenden Konstanten sind die Konstanten c^oj c^o di® 
einzigen, welche von der in iT enthaltenen 'willkurlichen additiven Konstiante c 
abhangen, und zwar gebt beim Ubergang von c in c + h die GroBe in + die 
GroBe in Co-a + Tc liber. Infolgedessen kann man den Wert der in j enthaltenen, 
bis jetzt noch willkurlichen additiven Konstante c immer und nur auf eine Weise so 
wahlen, daB 

(B ) = 0 

ist, und es ist dann zugleich die Funktion 77 voUstandig bestiinmt, einerlei welche 

zwei Punkte aus der Eeihe cxi^, , ooj, a^, • , a^, e^, , Sf man auch unter tj, t} 

verstehen mag. 

Die p bei der Funktion n auftretenden Konstanten 33?’’'*^, >'= 1 . 2 . ,p, lassen 

sich durch die Werte, welche die p Elementarfunktionen u fur die Punkte i], rj be- 
sitzen, ausdrucken. Um diese Ausdrucke zu erhalten, beziehe man die Fundamental- 

formel (Fj.) auf die Funktionen U lasse also m der Formel (Fj), nachdem 

man bei ihr den Summationsbuchstaben o, um VerwecBfelungen mit den zu Anfang 
dieses Artikels eingefiihrten festen Zahlen o, a vorzubeugen, durch t ersetzt und zur 
Darstellung der Funktion u^\s\ fur die Gebiete der Punkte ri, rj die Gleichungen 
= + , *<J^l = Co'o + Cyi^,;'+Co -24 + ‘ ’ speziell 

Cfl'o = '^ 5 lV| 1 st, aufgestellt hat, an Stelle der dann vorkommenden Konstanten der 

Funktionen W, W die entsprechenden Konstanten der Funktionen treten. 

Man erhalt so zunachst die Gleichung: 

^ (— — 2mc„o + 2mc„fo=0 

Vc=l 

und welter dann, indem man die Summation nach r ausfuhrt und c„o, Cg-o, den schon 
oben aufgestellten Gleichungen c„o = 'Wpl7j|, c„-o = '2^glV| geniaB, durch ^6" 

ziehungsweise ersetzt, die fur p = 1,2, • • ■,p geltende Beziehung: 

— — 2mu^\'ri\ + 2mu^\7l\ = 0 . 

Ersetzt man nun noch den Buchstaben q m neuer Bezeichnung durch v, so erhalt man 
schlieBlich die Gleichungen. 

( 4 ) — 2 (%,,| 7 ?| — >p 

Man verstehe jetzt unter Ui, Uj, irgend drei Zahlen aus der Reihe 1, 2, , s 

und bezeiohne den der $ Punkte oo^, • •, oo^, a^, • -, a„ Si, , e< mit %, den Uj*” 

12* 
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mit 7^2, den Cs'” mit Die zu diesen drei Punkten i] fuhrenden Linien l„^, l„^ mogen 
bei einem negativen Umlauf nm den gemeinsamen Mnndungspunkt der Scbmtte c, I 
in der durcb die Permutation der Zahlen a^, charaktensierten Reihenfolge 

l„ , L , L kberschritten werden. Bildet man dann die zu den Punktepaaren rji, r^, rj^ 
gehbngen Punktionen U , 11 und bezieht die in Art. 1 aufgestellte Funda- 

mentalformel (F3) auf diese beiden Funktionen, laBt also i^'der Formel (P3) an Stelle 
der dann vorkommenden Konstanten der Punktionen TP, TP die entsprecbenden Kon- 

stanten der Funktionen 11 treten, so erbalt man unter Beachtung des am 

Schlusse von Art. 1 Bemerkten zunachst die Gleicbung: 



1st, und scbliefilicb nacb einfacben Uberlegungen die G-leichung. 


( 5 ) 


n 


ViVi 

= 77 

% 

Vi 




bei der auf der rechten Seite das negative oder positive Zeicben zu nehmen 1st, je 
nacbdem die Scbmtte bei einem negativen Umlauf um den gemeinsamen 

Mnndungspunkt Scbmtte c, Z m der Reibenfolge Ig^, Ig^ oder in der Eeihen- 

folge Ig^, Ig^, Ig^ uberscbritteu werden. 

I f 

wurde unter ti der a*", unter r( der a'*'® 

der Punkte cso^, • • •, oo^, a^, • , «i, • • , verstanden Beacbtet man nun, dafi in dem 

Fundamentalsatze t eine unbestimmte positive ganze Zabl bedeutet, und dafi die Punkte 
Cl, • Sf t beliebig im Innem von T' angenommene, von den Punkten oo^, -, 00, 
verscbiedene Punkte sind, so erkennt man, dafi man bei Zugrundelegung der ursprilng- 

bcben Flacbe T' zu je zwei im Innem von T' gelegenen Punkten ■»?, tj' eino Piinktion 

/ 

n in der frtiber angegebenen Weise definieren kann, sobald man nur in die Flacbe T' 

zwei durcb kemen der Punkte 00, a bindurcbgebende Scbmtte l^> eingefiibrt bat, 
welcbe den der positiven Seite von Cp und der negativen Seite von gememsam an- 
geborigen Punkt mit den Punkten i], rl verbinden. 
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Welter kann man dann durch Betraehtungen, die den in Art. 4 des zweiten Ab- 

scbnittes far die Funktion P ^ angestellten ganz ahnlich sind, zeigen, daB erne Fiinktion 

/ 

n mit den oben angegebenen charakteristiscben Eigenschaffcen aucb in dem Falle exi- 

stiert, wo einer der Punkte ri, r/ der Begrenzung von T' angehort, und aucb nocb in dem 
Falle, wo die Punkte rj, r! beide der Begrenzung von T' angeboren, wenn nur diese 
beiden Punkte als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. 

ScblieBlicb laBt sicb durch die am Ende von Art. 4 des zweiten Abscbnittes an- 
gewandte ScbluBweise aucb nocb zeigen, daB die soeben abgeleitete Formel ( 5 ) obne 
weiteres auf den Pall ubertragen werden kann, wo die Punkte iji, ri^, % teilweise oder 
samtbcb der Begrenzung von T' angeboren, wenn nur diese Punkte als Punkte der 
Flacbe T betracbtet getrennt begen. Die von der Formel (5) sicb nur durcb die Be- 
zeicbnung unterscbeidende Formel: 

( 5 .) = 

— bei der auf der recbten Seite das negative oder positive Zeicben zu nehmen ist, 
je nachdem die Schmtte l,^, l^, bei einera negativen Dmlauf um den gemeinsamen 
Mundungspunkt <^o Scbnitte c, I in der Eeibenfolge 1^, I, oder in der Eeiben- 
folge Z,, l^, Zf uberscbritten werden — gilt dementsprecbend fur irgend drei Punkte 
der Flacbe T' , wenn nur diese Punkte als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. 

Aus der Formel (5.) erkennt man nun, daB die Funktion 77 nicht nur bei festgehaltenem 

Punktepaare 77 , ^ eine Funktion der komplexen Yeranderlicben z, sondem aucb bei fest- 
gehaltenem Punktepaare 7/, z erne Funktion der komplexen Yeranderlicben 1 st, und 

daB die Eigenschaften von 77 als Funktion von ^ obne Mube aus den bekannten 
Eigenscbaften von als Funktion von ^ abgeleitet werden konnen. 

4 . 

Yon der im vorbergehenden Artikel definierten Funktion 77 ausgehend kann 
man jetzt in folgender Weise erne Funktion bilden, die nur fur einen Punkt der 
Flacbe T' logaritbmiscb unendlicb wird 

Man verstebe (s. Pig. 1) unter ri irgend einen im Innem der Flacbe T gelegenen, 
unter ^ einen der positiven Seite des Schnittes ,p) angehorigen Punkt, 

bezeichne mit denjenigen Teil des Schnittes dessen positive Seite sicb von bis X, 
orstreckt, mit 6" den nocb ilbngen Teil des Schnittes dessen positive Seite sicb also 
von X t>is erstreckt, ziebe nach den Punkten tj, X von dem der positiven Seite von 
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und der negativen Seite von gemeinsam an- 
gehorigen Punkte aus zwei Schnitte \ in der 
Weise, daB die Sclinitte c,l bei einem negativen 
Umlauf urn ihren gememsamen Mundungspunkt 
in der Reihenfolge Cp, l,^, \ dberschritten 

werden, und denke ^ich alsdann nach Anleitung 
des vorhergebenden Artikels die zu dem Punkte- 

paare ri, ^ geborige Funktion U gebildet. Da 

der Punkt % der Begrenzung von T' angebort, 
wird durcb den Scbnitt \ die den Scbnitt ent- 
baltende, einfacb zusammenbangende Flacbe T' 
in zwei einfacb zusammenbangende Flacbenstucke 
zerlegt, von denen das eine, mit T'y zu bezeicb- 
nende, durcb die positive Seite von die beiden 
Seiten der Scbnitte a^, die negative Seite von und die positive 

von das andere, mit zu bezeicbnende, dagegen durcb die negative Seite von l^, die 
positive von h", die negativen Seiten von die positiven von a^, und die beiden 

Seiten der Scbnitte Ip, Cp, \ begrenzt ist Zu der die Scbnitte 

Z,, Zf entbaltenden Flacbe T’ definiere man jetzt eine neue Funktion n dadurcb, daB 
man 



( 1 -) 


fur jeden Punkt g von T/ -h 27 i*, 
fur jeden Punkt g von 


setzt. Da diese Funktion von g in irgend zwei zum Scbnitte ^ geborigen ent- 

sprecbenden Punkten denselben Wert besitzt, so ist sie aucb nocb in der nur 

den Scbnitt entbaltenden Flacbe T' einwertig, und es soli daber bei der Betracbtung 
dieser Funktion der Scbnitt \ als uberflussig weggelassen werden Bezogen auf die 
von den beiden Seiten der Scbnitte a, I, c und des Scbnittes begrenzte, mit T" 

zu bezeicbnende, Flicbe besitzt nun die Funktion n die folgenden Eigenscbaften 

Fur jeden Punkt g der Flacbe T", der eine solcbe Lage bat, daB die Punkte g,T],^ aid 

Punkte der ursprflnglicben Flacbe T betracbtet getrennt liegen, ist sie einwertig und 

stetig, far den Punkt rj wird sie unstetig wie In ^ , fQr den Punkt ^ dagegen unstetig 

*>? 

wie — Inj^; zudem sind ibre, allgemein mit IT za bezeicbnenden, Wei-te 
in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten i?" in der Weise verknbpft, daB 
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langs a, = ^|^/| , > = 1.2, 

langs ^ — 2(mJ— »=i,2, ,9-i,e+i, 

langs j; (^h;T = n f + 2;rf, 

( 2 .) 

langs i ; I - 2{ul-u^, 

langs c, {^1 (^gv27T2, .= 1 . 2 , 

langsZ,{/r|f|" = ff|f|- + 2^. 

1 st 

Die Funktion JJ laBt sich in einheitliclier Weise durch eine Funktion n mit 
dem Argumente ^ darstellen Zn dem Bnde brauckt man nur bei einer jeden der 
beiden zur Definition von H aufgestellten Gleicbungen die auf der rechten Seite vor- 

kommende Funktion II ^}\ nacb Hinzunabme eines dntten Scbnittes L mit Hilfe der 
Formel (5 ) durcb die Funktion II ^ auszudrucken. Die Formel (5.) liefert nun, wenn 
3 ein Punkt von T^' ist, die Gleichung 11^^ =11 ^ — ni, da in diesem FaUe die drei 

Schnitte I bei einem negativen Umlauf um den Punkt 0*^ unter alien Dmstanden 
in der Reibenfolge Z,,, I, uberscbritten werden; sie liefert andererseits, -wenn z ein 
Punkt von ist und der Scbnitt L von dem der positiven Seite von Z, und der 
negativen Seite von \ gemeinsam angehorigen Punkte aus gezogen wird, die Glei- 

chung /7 = i7 + m, da in diesem Falle die drei Schnitte I bei einem negativen Um- 

lauf um den Punkt 0^ in derEeihenfolgeZ,, l„ \ uberscbritten werden. Eliminiert man jetzt 
init Hilfe dieser Gleichungen die Grdfie aus den genannten Definitionsgleichungen, 
so erkennt man, dafi fur jede Lage des Punktes g die Gleichung: 

(3-) I’/l - -fflTl + 

besteht, wenn nur der Scbnitt I, so gezogen ist, daB bei einem negativen Umlauf um 
den Punkt 0^ die Schnitte c,l in der Eeibenfolge Cj, , 1^,1, hberscbritten 

werden Daraus folgt aber das fbr die weitere Untersucbung im Auge zu bebaltende 

Eesultat, daB die Funktion ilh/l fur Jeden Punkt ^ von ht mit der Funktion 
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der komplexen Veranderlichen b uberemstimmt und dementsprechend ") in der vorher 
eingefahrten, von den beiden Seiten der Schmtte a, b, c und des Scbmttes begrenzten 
Flacbe T" erne stetige Funktion des Punktepaares s ist, wenn nur die Punkte 0 
als Punkte der Flacbe T betrachtet getrennt liegen, und der Punkt 0 von dem Punkte rj 
verscbieden ist. 

Es soil jetzt das uber die positive Seite des Schnittes in positiver Eichtung 

+ 

zu erstreckende Integral — — f d'lA betrachtet werden. Man erkennt zunachst, 

dafi dieses Integral fur dasjenige Punktgebiet G, welcbes alle Punkte 0 der Flacbe T 
mit Ausnabme der am Scbnitte b^ gelegenen Punkte und des Punktes umfaBt, eine 
Funktion: 

j\l =-^ Tilh/ du\ 

der komplexen Veranderlicben 0 liefert, welcbe fur jeden von rj verscbiedenen Punkt 0 

von G einwertig und stetig ist, fur den Punkt rj dagegen unstetig wird wie In^, 

+ ^ 

da iT F ^ ^ 

9 ^ n j+ 

nur nocb zu untersucben, was das Integral fbr die nicbt dem Gebiet G angeborigen 
Punkte 0 von T" darstellt 

Es moge unter 0 ein auf der positiven oder negativen Seite des Schnittes b^ 
gelegener, aber von den Punkten q^, r^, tp verscbiedener Punkt verstanden und um 
ibn als Mittelpunkt eine Kreisflacbe abgegrenzt werden von so kleinem Eadius d, dafi 
diese Flacbe weder einen Wmdungspunkt a nocb den Punkt ri entbalt, und ihre 
Peripherie, ebenso wie die Peripherie jeder kleineren konzentrischen Kreisflache, mit 
dem Scbnitte b^ nur zwei Punkte utp, Itp gemeinsam hat, dagegen dutch keinen Punkt 
ernes der ubrigen Scbnitte a, b, c, Z, hindurcbgebt. Dabei soli die Bezeichnung so 
gewkhlt sein, dafi em den Punkt / in positivem Sinne umkreisender Punkt an der 
Stelle nip von &p nach b~ ubertritt, Beim Scbnitte b^ fiihre man nun an Stelle 
des Stuckes denjenigen Kireisbogen lit^p, welcber vom Punkte 0 ' dutch das Schnitt- 
stuck ritpltp getrennt 1 st, als neues Schnittstbck ein, bezeicbne den so geAnderten 
Scbnitt ftp mit 6p, die dutch diese Scbnittilnderung aus T" bervorgehende neue Flacbe 

*) Vgl Haetogs, F , Zur Theorie der analytischen Funktionen raebrerer tmabhangigex Veriindcrlicbon, ins- 
besondere uber die Daratellung derselben durcb Eeiben, welcbe nach Potenzen oiner Verilnderhchen fortachroiten. 
Mathematische Annalen C2 (1906), S 1— '88, S 12 
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mit T" und verstehe unter G dasjenige Punktgebiet, welckes alle Punkte der Flache T" 
mit Ausnahme der am Sclimtte gelegenen Punkte und des Punktes umfaBt Das 

mit der zu T" gehongen Punktion ilh/ gebildete Integral — T liefert dann 

fur das Q-ebiet G eine Punktion der komplesen Veranderlicben z, welche fur jeden 
Ton 7j verscMedenen Punkt z von G einwertig und stetig 1 st Da dieses Integral aber, 
wie die Grleicbung (3) zeigt, fur jeden Punkt des Punktgebietes G, der nicbt zugleich 
dem durch das Scbnittstuck in^ und das Ereisbogenschnittstuck begrenzten 

Placbenstucke angehort, denselben Wert besitzt wie das ursprungliche uber den 
Schnitt erstreckte Integral, und jeder solcbe Punkt z auch dem G-ebiete G angehort, 
so liefert es zugleich die stetige Fortsetzung von als Punktion der komplexen 

Yeranderhchen z uber das Schmttstuck hinuber bis in jede Nahe des Kreisbogen- 
schnittstuckes und speziell fur den am Schnittstuck gelegenen Punkt z = z 

den dieser stetigen Fortsetzung entsprechenden Wert der Punktion ^ , sodaB 
also ^ durch die Gleichung: 

J, = r Tihf dd 

f « I ** / e |« ? 

bestimmt 1 st Scheidet man nun aus dem auf der rechten Seite dieser Gleichung 
stehenden Integrate denj'enigen Teil aus, welcher sich auf das Kreisbogenschnittsttck 
bezieht, und beachtet, daB dieser ausgeschiedene Teil mit gegen Null konver- 
gierendem S selbst gegen Null konvergiert, so erkennt man, daB man die GroBe 
auch durch die Gleichiing: 



definieren kann, aber auch, da j’edes der beiden hier auftretenden Integrate fur hm(J‘ = 0 
unabhangig von dem anderen konvergiert, den in der Theorie der bestimmten Integrate 
liblichen Pestsetzungen gemaB, durch die Gleichung: 


+ 



In ahnlicher Weise laBt sich weiter zeigen, daB das urspnlngliche, hber b* er- 
streckte Integral auch in dem Palle, wo z einer der Punkte |)^, q^, ist, den der 

E-B, n 13 
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stetigen Fortsetzimg von ] als Funktion der komplexen Veranderlichen g ent- 
sprechenden Wert dieser Funktion liefert. Man hat dabei nur zu beachten, daB die 
auf der recbten Seite der Gleichung (3.) stehende Funktion U als Funktion von ^ 

in je zwei zum Schnitte oder zum Schnitte gehorigen entsprechenden Punkten 
denselben Weit besitzt, und daB daher der Wert des in Kede stehenden, auf einen 
Punkt s des Gebietes G bezogenen Integrals durch eine stetige Deformation des Schnitt- 
systems an der gemeinsamen Mundungsstelle der Schnitte ci^, keine Anderung er- 
leidet, wenn nur bei dieser Deformation keiner dieser Schnitte bis zum Punkte z vor- 
geschoben oder uber diesen Punkt hinubergeschoben wird. 

Die bisherigen Untersuchnngen haben ergeben, daB durch die Gleichung: 



erne in der Flache T" einwertige Funktion der komplexen Veranderlichen z geliefert 
wird, welche fur jeden von verschiedenen Punkt z von T" stetig ist, fur den 

Punkt 77 dagegen unstetig wird wie In— Was nun das Verhalten der Funktion r 
langs der Begrenzung von T" betrifft, so smd, wie sich auf Grund der Gleichungen (2 ) 
in sogleich anzugebender Weise ergibt, ihre, allgemein mit ^ « 2 ;u bezeichnenden, 

Wertein je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verknupft, daB 


( 2 '.) 


langs 

langs &,{ h j; h ■- 2ut - 

langs + +2a^^ + ni, 

langs c,[ Jf, 1 ■- dg,2ji«, 

langs 


r=l,2, ,p, 

v=!l,2, ,(>-1,^ + 1, tPi 


r-=l,2, 


ist. Von diesen Gleichungen entsteht die erste, zweite, vierte und fdnfte, indem man 
die entsprechende unter (2.) stehende Gleichung links und rechts mit — multi- 

■h 

pliziert und alsdann, unter Beachtung der Gleichung —~f = 1 , tlber in positiviir 
Bichtung integriert Zu der dritten Gleichung dagegen gelangt man auf folgende Weise, 
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Zunaclist ergibt sich nach dem vorher uber die Definition von Gesagten fur die 

Differenz der Werte ^ ^ von ^ m irgend zwei zum Schnitte gehOngen 

entsprechenden Punkten ir die Gleichung. 



Zu jedem bei dem ersten der beiden bier rechts stebenden Integrale in Betracbt 
kommenden Punkte ^ bat nun das Punktepaar z~ eine solcbe Lage, dafi es zu dem 
von ^ bis sicb erstreckenden, im Anfang dieses Artikels mit &" bezeicbneten Teile 
des Scbnittes gebort; zu jedem bei dem zweiten Integrale in Betracbt kommenden 
Punkte ^ dagegen bat es eine solcbe Lage, dafi es zu dem von bis ? sicb erstrecken- 
den, im Anfang mit bezeicbneten Teile des Scbnittes gebort. Infolgedessen ka.rm 

man die Differenz II bei dem ersten Integrale, auf Grund der vierten 

unter (2.) stebenden Gleicbung, durcb — 2 (' 2 t’— bei dem zweiten Integrale, auf Grund 
der dntten unter (2.) stebenden Gleicbung, durcb — 2(«<^ — -h 27r« ersetzen. Man er- 
balt dann, wenn man zugleicb nocb zur Grenze ubergebt, die Gleicbung: 

+ /[-2(w’-w|) + 2jt«]dw?| 

tf *+ 

und scbliefilicb, indem man die recbts vorgescbriebenen Integrationen ausfubrt und die 
Eelationen = + 7zi, beacbtet, die gewunscbte, das Yerbalten von ^ 

langs des Scbmttes cbarakterisierende Gleicbung. 

— Jp ^ = — 2«<’ 4- -f- 2ajj-(- 

Dafi diese Gleicbung erbalten bleibt, wenn der Punkt sicb mit dem Punkte L oder 

s 

dem Punkte deckt, erkennt man obne Mube. 

In der Funktion (?=i,a, ,v) besitzt man jetzt erne Funktion, die nur fur 

einen Punkt der Flacbe T" logaritbmiscb unendlicb wird, und damit eine Funktion von 
der zu Anfang dieses Artikels verlangten Art, bei der jedocb, wie die Gleichungen (2'.) 
zeigen, der Scbnitt eine AusnahmesteUung einnimmt Dm diesen Nacbteil zu be- 

seitigen, deflniere man zur Flacbe T" eine neue Funktion, ^|g|j durcb die Gleicbung: 



13 * 
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indem man beachtet, da6 bei der Pnnktion einen im Innem der Plache T ge- 

legenen Punkt bezeichnet, imd daB diese Funktion ^ fur jeden von verschiedenen 
Punkt der Flacbe T", also msbesondere aucb fur jeden zu einem Schnitte h gehorigen 
Punkt ;s = C' stetig ist Die definierte Funktion ist eine in T" einwertige Funktion 
der komplexen Veranderlicken g, welcbe fur jeden von ri verscbiedenen Punkt ^ der 
Flacbe T" stetig ist, fur den Punkt rj dagegen unstetig vfird wie In — , sodaB P ^ 
sicb fur das Gebiet des Punktes rj darsteUen laBt durcb eiue Gleicbung von der Form: 

(Ifl.) P|]| = In -^ + + 

wobei die c von z unabhangige Grofien bezeichnen, und deren, allgemein mit P ^ P ^ 
zu bezeichnenden, Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten qP~ in der 
Weise verknupffc sind, daB 

langs 

laiigs !.{p|;|*-p|;|- + 2m 
ist. Dabei vertntt 27<:, die durcb die Gleicbung: 



bestimmte GroBe; der Akzent an dem Summenzeicben soil andeuten, daB boi dor 
Summation der Wert ^ = y ausgescblossen ist Man erkennt scbboBlicb aber aucb 

»=? ^ II 

nocb, unter Beachtung der Relation ^ j dul= -pm, daB fur die Funktion PI dio 
Gleicbung: 


(3.) 

ot 

bestebt 

D%e gewonnem Fmlction p|^|, die zugleich aucli, wie ms dem Fmidcmentalsatze 
folgt, durch die sod>en gemmten Eigenscliaften vollstimdig bedmmt isi, soil die zwr CkaraUe- 



101 


Die zu der ausgezeielineteii Charakteiistik gehongen Pnnktionen 

rtstik geliorige, auf den PunJct rj sicli hezieliende, logarithnusch unendlicli werdende 

PHlementarfunlcUon genannt icerden. 

Mit Biucksicht auf die spateren Untersuchungen soli jetzt nocli gezeigt werden, 
da6 die Gleichungen (2u) und ( 3 o) sich. so umformen lassen, da6 in ilmen nur noch 
Integrale, deren Integrationswege vollstandig von den Schnitten &i, • , 1 )^ losgeldst 

sind, vorkommen. Zu dem Ende drucke man die in den genannten G-leichungen stehen- 
den, auf die positiven Seiten der Schmtte h sick beziehenden Integrale durch Integrale 
aus, welche sich auf die negativen Seiten dieser Schmtte beziehen, indem 1113,11 beachtet, 
daB fur 9 = 1,2, langs 1st, und daB die zweite unter ( 2 o.) auf- 

gestellte, auf den Schnitt (•'=1,2, ,p) sich beziehende G-leichung in die Form. 


P 

0 








gebracht werden kann. Die Gleichungen (2o), (Bq.) gehen dann zun^ichst uber in die 
Gleichungen : 


0 = 1 t/ 0 = 1 


(» = 1,2, ,p) 





Der Integration sweg des m der ersten dieser beiden Gleichungen vorkommenden 


“T 

Integrals uidu^^ (?=i.2, ,v-i,v+i, ,p) fuhrt von einem Punkte auf der negativen Seite 

des Schnittes zu dem entsprechenden Punkte auf der positiven Seite, wahrend der 

+ 

Integrationsweg des in der zweiten Gleichung vorkommenden Integrals 


dul 


(r=i,2, ,p) von einem Punkte auf der negativen Seite des Schnittes zu dem ent- 
sprechenden Punkte auf der positiven Seite fuhrt. Da aber das Integralelement u^du^^ (?-f=v) 
fiir je zwei zum Schmtte gehorige entsprechende Punkte das Integralelement 

fur je zwei zum Schmtte a, gehorige entsprechende Punkte 0'^, z~ denselben 

Wert besitzt, so kommt filr keines der beiden in Eede stehenden Integrale der seinen 
Integrationsweg treffende Schnitt beziehungsweise m Betracht, und es konnen 
da, h er ihre Integrationswege auch als in sich zurilcklaufende angesehen werden. Dem- 
entsprechend kann man die Integrationswege der samtlichen in den letzten beiden 
Gleichungen vorkommenden Integrale, ohne daB diese Integrale erne Wertanderung er- 
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leiden, durch Deformation vollstandig von den Schnitten h loslosen, wenn nur allgemein, 
also far V = 1,2, • ,j 3 , die von dem Integrationswege b~ und dem neuen Integrations- 
wege begrenzte Eingflache, von Teilen des Schnittes a„ abgesehen, kemen Teil eines 
der noch ubngen Schnitte a, i, c, I und auch niclit den Punkt ri enthalt Man gewinnt 
so schliefilich die mit den Gleichungen (2^), (3o) aquivalenten Gleicbungen; 



wenn man noch bei der Linie (v=i, 2 , ,j)) als die positive Kichtung des Durchlaufens 
diejenige ansieht, welche zu der ms Innere der eben eiwahnten Kmgflache gerichteten 
Normalen so hegt, wie die positive Richtung der Z^-Achse zur positiven Eichtung der 
X-Achse. 


5 . 

Es sollen jetzt die einfachsten zur Charakteristik gehorigen, nur alge- 

braisch unendlich werdenden Funktionen W aufgestellt und naher untersucht werden 
Zu dem Ende verstehe man unter wieder eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, , s, 

unter m eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, und bezeichne den der s Punkte 

ooi, , ooj, «i, , a,., Si, • •, Sf auch hier wieder mit tj. Der Fundamentalsatz liefert 

dann zu der Charakteristik eine, die wdllkurliche additive Konstante c enthaltende, 

Funktion W, die in der Flache T" nur fhr den Punkt 7} unstetig wird wie 4i, wenn 

man = 1 setzt, alien ubngen s + H -l-m, — ! Grofien fi dagegen sowie den 

p GroBen Stj, • ,81^, den Wert Null zulegt Die so gewonnene spezielle Funktion W 
bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstante c sich vorbehaltend, mit 

Pr , die bei ihr an Stelle der GroBe stehende GroBe mit Fhr das Gebiet des 
Punktes rj laBt sich dann diese Funktion darsteUen durch eine Gleichung von der Form. 


( 1 .-) 




wobei die von z unabhangige GroBen bezeichnen. Zugleich sind die Werte der 
Funktion Pj^j in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in derWeise ver- 

knUpft, daB 



Die zu der ausgezeichneten Ciarakteristik gehongen I’unktioneii 



*=p\ 

n 

\z 

m 1 

z 

\n 

II 

n 

K 

m 1 

z 

n 


n 

z 

TO 

z 

\n 

^=P 

n 

1 ^ 

TO 1 

z 


r=l,2, ,p, 


o'=l,2, 


ist. Die in P ^ enthaltene, bis jetzt noch willktirliche additive Konstante c bestimme 
man nun scbliefilich dadurch, daB man fur die Funktion pM das Besteben der Gleichung; 


MM\ 


d< = 0 


fordert. 

Die so voUstcmdig lesUmmte Fvm,U%on P soli die sur GJiaraUettsUh ^ gehonge, 

auf den PmiU t] stcli lezieliende, von der Ordnung m algebraisch unendlich werdende Me- 
menfarfunkkon genannt warden.*) 

Durcb dasselbe Verfahren, Welches im vorhergebenden Artikel zur Dmformung 
der Gleicbungen (2o.), (3o.) benutzt wurde, lafit sicb aucb die Gleicbung (3„.) so um- 
formen, daB in ibr nur nocb Integrals, deren Integrationswege vollstandig von den 
Scbnitten bs, ■ losgelost sind, vorkommen Zu dem Ende gebe ma.n ibr mit 
Hilfe der zweiten unter (2,„.) aufgestellten Gleicbung zunacbst die Gestalt: 


im\ 


y=X 


und fubre dann die Integrationswege der in dieser Gleicbung vorkommenden Integrals, 
indem man beacbtet, daB das Integralelement P|^ dul ,p) fur je zwei zum Scbnitte 

geborige entsprecbende Punkte s'^, z~ denselben Wert besitzt, durcb Deformation in 
Integrationswege /?i, /? 2 , , von der im vorhergebenden Artikel charakterisierten 

Art bber. Man erbalt so schlieBlich die mit der Gleicbung (3„.) aqmvalente Gleicbung: 

+ 


2ji\:\dK + m2W-0. 


wenn man nocb bei der Lmie /?, (i'=i,a, ,?) die positive Eicbtung des Durcblaufens in 
der am Ende des vorhergebenden Artikels angegebenen Weise definiert. 


“) RijfiMANN, B , Theorie der Abelschen Funktionen I, Art 4 (Gesammelte Werke, 2 Aufl, S 88—144, S 106) 
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Die 10 bei der Funktion P ’’1 auffcretenden Konstanten *■=1.2. -j-, lassen sicb 

Jr ^ m 3 

durcb die Werte, welcbe die nacb genommenen Dermerten der p Elementar- 
funktionen u fur den Punkt ij besitzen, ausdrucken. Um diese Ausdrucke zu erhalten, 

beziehe man die Fundamentalformel (P3) auf die Elementarfunktionen P I , 
lasse also in der Formel (F3.), nacbdem man bei ihr den Summationsbucbstaben a, um 
Verwechslungen mit der oben eingefubrten festen Zahl a vorzubeugen, durcb r ersetzt 
und zur Darstellung der Funktion u^\s\ fur das Debiet des Punktes 77 die Gleichung 

+ , bei der c,o = u^\ri\> = jjr (“^); 

stellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W die ent- 
sprechenden Konstanten der Funktionen P 
Gleichung: 


u, e treten. Man erhalt so zunachst die 


V = P 


2 (- = 0 


v = l 


und weiter dann, indem man die Summation nach v ausfuhrt und Cg^ durch den ihm 
auf Grund der soeben fur aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die 
fur 9 = 1, 2, ‘ ,p geltende Beziehung- 


— — 2 ni 

m V 


1 

(m— 1)’ 



Ersetzt man nun noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch v, so erhalt man 
die Gleichungen: 

(A ) ^ r = l,2, ,P, 

'S'' (fli-1)! [ d^"‘ )o’ 


und schliefihch, indem man unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge- 
machten Festsetzungen in bezug auf den Punkt t], insoferne dieser entweder einer der 
Punkte fii, • , Oder einer der Punkte • •, a, oder endlich einer der Punkte 

sein kann, drei Falle unterscheidet, die Gleichungen: 


( 5 ..) 


— 

m ^ 

2 

(^Km\ 

(w — 1)« ' 

1 dr /f=.’ 

II 

1 

2 



1 dr ) 


2 

(dP'ujr'U 

rOi 

(m — 1)1 

\ dr k 


1 ^=1, 2, ,p 
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6 . 

Es soil jetzt gezeigt werden, da6 die allgemeinste zur Charakteristik 

gehorige Fnnktion W von der im Fundamentalsatze beschriehenen Art sich ans den in 
den vorhergehenden Artikeln definierten Elementarfunktionen linear zusammensetzen 
laBt. Zu dem Ende bezeichne man die s Piinkte oo^, ■, oo^, ax, a^, s^, Sf m 
der vorliegenden Eeihenfolge mit %, ■, die zu ibnen beziehungsweise gehorigen 

GroBen Zx, , der in Art 3 des ersten Abschmtts gemachten Festsetzung entspre- 

a — a 

chend, mit z,j^, , z,^^, bilde alsdann mit Hilfe von s der Bedingung ^ = 0 genugenden 

a = l 

Konstanten Si,---, der + +m, beliebigen Konstanten •, <'=^•2. der 

p beliebigen Konstanten %lx,-- , Sly, sowie der willkurlichen Konstante C die Fnnktion: 





und untersuche, wie diese Fnnktion W{z) sich in der Flache T" verhalt 

Unter Beachtnng des Verhaltens der in dem Ansdrncke fur W(z) vorkommenden 
Elementarfunktionen erkennt man nun, daB W(z) eine in der Flache T" emwertige 
Fnnktion der komplexen Veranderlichen z ist, die fur jeden von den Punkten ijj, • • ,7j, 
verschiedenen Punkt z der Flache T" stetig ist, fhr den Punkt ?}„ (.a = 1 , 2 , ,.) dagegen in 
derselben Weise unstetig wird wie die Fnnktion: 



sodaB also die Differenz W{z) — fur den Punkt 7i„ stetig bleibt, und deren Werte 
in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten eP~ in der Weise verknupft sind, daB 

langs a, { W{zy = W{z)- + St. , 

langs { W {zY = W {z)~ + , ’■= i- 

^ langs c, { W{zy = W{z)-, 

la[W{YY = W{^~ 0=1,2, ,s, 
1 st, wobei der Wert der Konstante S5., wenn man noch zur Erzielung einer einheitlichen 

Schreibweise die GroBe — — ^ + — mit 35$,’’^ bezeichnet, durch die Gleichung: 

P jP 0 


0=1 01 o 

geliefert wird. Die Funktion W(z) stellt daher erne zur Charakteristik gehbrige 


P-B, II 
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I’unktion W von der im Fundamentalsatze beschrieb'enen Art dar, und zwar die all- 
gemeinste derartige Funktion TV, da die ihr znkommenden + nix "b "b % + s in den 
Funktionen f„ und den Gleichungen (S.) aufbretenden Konstanten S unbestimmte, 

a = s 

nur der Bedingung ^ S,, = 0 unterworfene GroBen sind, und sie auBerdem nock die 

tT = l 

willkurliche additive Konstante G entbalt Danait ist aber bewiesen, daB jede zur 
Charakteristik geborige Funktion TV von der im Fundamentalsatze beschriebenen 

Ar t, sick aus den definierten Elementarfunktionen linear zusammensetzen laBt, oder, 
was dasselbe, daB man aus dem Ausdrucke. 


(J=iS .1 I \ 1 


die samtkcken zur Ckarakteristik gekongen Funktionen W erkalt, und zwar jede 

nur emmal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten S, SI und der Kon- 
stante C gebildeten Systems von ]a -T‘>nx + - -f- w, -b s -[- 1 Konstanten ein jedes die 

a=s 

Gleickung = 0 nickt verletzende System von p-\-mx+ -f-w, -f-s-fl Werten 

Cf=l 

treten laBt 

In aknlicker Weise, wie es m Art. 4 des zweiten Abscknittes an der enb- 
spreckenden Stelle gesckeken ist, kann man jetzt kier den Begriff der Blementarfunktion 
von den ikm nock ankaftenden Besckrankungen befreien und damit zugleick den Begriflf 

der allgemeinsten zur Ckarakteristik gekongen Funktion TV erweitern 

Zunackst erkennt man, daB eine Funktion TV, far welcke die zu den Scknitten 
h,} •••? beziekungsweise gekorigen Konstanten mit der Null zu- 

sammenfallen und dementspreckend langs ernes jeden dieser /t Scknitte I die Qleickung 
■fK+= TV~ bestekt, auck nock in der aus T" durck Aufkebung der ju Scknitte I kervor- 
gekenden Flacke emwertig jst, und daB daker, wenn diese Funktion TV fkr sick allem 
betracktet wird, die Sckmtte Ig^, Ig^, •• Ig,, als uberflussig weggelassen werden kOnnen. 
Was speziell die in Art 2 definierte allenthalben endlicke Blementarfunktion u^\8\ ,p) 

und die in Art 5 definierte algebraisck unendlich werdende Blementarfunktion P ^ 

betrifft, so sind diese, da bei jeder von iknen ist, sckon in der 

FlAcke T' einwertig. Die in Art. 4 definierte, nickt zu den Funktionen TV gekOrige, 

logaritkmisck unendlick werdende Blementarfunktion P ^ ist dagegen nickt in der 
Flacke T emwertig, wohl aber in emer, auck bei der Definition von P zu Grunde 
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gelegten, Flache, welche aus T durch Ziehen nur ernes, den der positiven Seite von 
und der negativen Seite von gememsam angehorigen Pnnkt mit dem Punkte ri ver- 
bindenden, Schnittes hervorgeht. 

Man erkennt weiter aber anch, da6 man bei Zngrundelegnng der ursprunglichen 
Plache T' zu jedem im Innem von gelegenen Punkt rj eine Elementarfunktion P ^ , 
einerlei welche positive ganze Zahl unter m verstanden wird, in der fruher angegebenen 
Weise definieren kann — die Elementarfunktion P ^ ist la schon sleich bei ihrer Ein- 

0 z ^ 

fuliruiig auf einen beliebigen im Innem von T' gelegenen Punkt tj bezogen worden — 
und es handelt sich jetzt scblieBlicb nocb darum, aucb zu irgend einem Punkte rj, welcber 
der Begrenzung von T' angebort, also an einem oder an zweien der Schnitte a, b, c 
liegt, Elementarfunktionen P r , P zu defimeren. 

^ 0 \ Z ^ m Z 

Es sei also rj em der Begrenzung von T' angehoriger Punkt. Man fubre da.rm, 
nacbdem man nocb in dem Falle, wo es sicb um die Definition von P bandelt, den 

der positiven Seite von Cp und der negativen Seite von gememsam angeborigen 
Punkt mit dem Punkte r] durcb einen Scbnitt Z, verbunden bat, am Scbmttsystem beim 
Punkte Tj, obne jedocb den Cbarakter des Scbmttsystems zu andern und obne einen 
Scbnitt uber den Punkt t] binuberzuscbieben, erne solcbe Deformation aus, da6 der 
Punkt T} an keinem der Scbnitte a,b, c mebr liegt. Durcb diese Deformation gebt 
dann aus dem Scbnittsystem ein neues Scbmttsystem bervor, das an Stelle des kleinen 
der Deformation unterzogenen Teiles des ursprunglicben Scbnittsystems einen davon 
verscbiedenen Teil entbalt, sicb im ubrigen jedocb mit dem ursprunglicben voll- 
standig deckt, und es gebt zugleicb damit aus der ursprunglicben Pl&cbe T' eine neue 
Flacbe T' bervor, fur welcbe der Punkt rj ein im Innern gelegener Punkt ist Dnter 
Zugrundelegung dieser neuen Flacbe T bestimme man jetzt zu dem Punkte rj Elementar- 
funktionen -P ^ 111 vorber angegebenen Weise und kebre endlicb, indem man 

diese Funktionen mit Hilfe der Gleicbungen (2# ), (2„,.) auf die im ersten Teile, in Art. 3 
des funften Abscbnitts, angegebene Weise uber den Scbnitteil binuber in das von 
und t 2 begrenzte Gebiet als Funktionen von g stetig fortsetzt, zur urspranglicben 
Flacbe T zuruck. Die so fbr die ursprilnglicbe Flacbe T' gewonnenen Funktionen 
sollen dann als die zum Punkte rj der Begrenzung von T gebongen Elementar- 
funktionen p|^ , P ^ angeseben werden, da sie, wie aus ibrer Entstebung bervorgebt, 
im wesentlicben dieselben Eigenscbaften besitzen, wie die zu einem im Innem von T 
gelegenen Punkt t] gebOrigen Elementarfunktionen P ^ , P ^ . DaB man zu dem Be- 

grenzungspunkte ij immer dieselben Elementarfunktionen P ^ , P erbalt, welcbe von 


14 * 
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den zulassigen neuen Flachen F man anch for ihre Bildung bemitzen mag, zeigt ein 

Blick auf die Gleickungen [2o], [3o.], [3„.]. 

Nachdem so der Begriflf der Elementarfcrnktion von den ihm zu Anfang noch 
anhaftenden Beschrankungen befreit worden ist, kann man jetzt aucb den Begriff der 

allgemeinsten zu der Charakteristik gehongen Funktion W in der Weise er- 

weitern, da6 man in dem vorher fur W genommenen Ausdrucke: 



bei dem %, • die s = ^ Punkte ooj, , oo^, a^, , cc,, s^, , e, beziebungs- 

weise vertreten, • , w, unbestimmte positive ganze Zahlen bezeicbnen und die 

Konstanten S, St, (7 nur der Gleichung = 0 zu genugen haben, unter «i, , s, 

a— I 

t von den Punkten oo, a verscbiedene bebebige Punkte der Flacbe T versteht, die also 
teilweise oder aucb alle an der Begrenzung der Flacbe T liegen konnen, wenn nur 
diese Punkte als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt begen. Zugleicb kommen, 
wenn es sicb um die Funktion W(s) allem bandelt, nur so viele Linien in Betracbt, 
als es unter den GroBen fii, • • ,2, von Null verscbiedene gibt, oder, was dasselbe, nur 

so viele Linien l^, als in dem Ausdrucke fur W(ii) Funktionen P ^ wirklich vorkommen, 

und es sind diese Lmien l„, die zu den emzelnen Funktionen P ^ im Rabmen der vor- 

ber genannten Bedingung willkurlicb gezogen werden konnen, wenn sie bei der 
Fxmktion W{i) zusammen auftreten, nur nocb der Bedingung zu unterwerfen, daJB sie 
getrennt verlaufen. Die aus der Flacbe T' durcb Einfbbrung der fur die Funktion W (z) 
in Betracbt kommenden Linien I entstandene Flacbe, in der die Funktion W{d) einwertig 
ist, soil wieder T" genaimt werden, und es kann dann der fur die friibere Flacbe T" 
mit Rucksicbt auf die Darstellung der Funktion W{i) durcb Potenzreihen aufgestellte 
Begnff des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue Flacbe T" ubertragen werden. 


7. 

Pbr die folgenden Untersucbungen lege man wieder die ursprungliche Flacbe T" 
zu Grunde, bezeichne die s Punkte ooj, •••, oo^, a^, • , a^, , e, in der vorliegenden 

Reibenfolge mit ri\, • , % und bilde zur Flacbe T" mit Hilfe von irgend welcben Kon- 
stanten S, 31, G, S, St, C die Funktionen: 


^ W - 2 (8. f I'i + S„ p1*| + + 8... p|';|) + i T + o. 

cr~l peal 



Die zu der ausgezeichneten Charakteristik gehongen Funktionen 
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) + ^ 

Q = l 

Fur das Grebiet des — in der Pigur 17 auf Seite 154 des ersten Teiles mit be- 
zeichneten — Punktes (<j=i. 2 > ,») bestehen dann, bei Verwendung der im ersten Teile 
ausscblieBbcb benutzten einbeithcben Bezeichnungsweise, die Darstellungen; 




+ S,.P 


+ * + Sff 


P na 

' ina S 


i2{^) = 2„lll — + — + ^ CoO+ ^01^0+ CrfSo + • , 


(B) 


3, 


o 1 1 I I ^02 


£2(,) = 2An^ + - + ^+ + 


®oO + ^ol^o + + ■ + %n ■ J 


1_ i 

wobei fur a = 1,2, ,ciZa = 2 fur u = o' + 1, g + 2, • s 2 ^= ist, und die 

c, c von z unabbangige GroBen bezeicbnen. Was dagegen das Verbalten der Funktionen 
£l = £l[z), £1 = £l{z) langs der Schnitte a, b, c, I betnfft, so ist 


(S.) 


langs a,{£2'^^ i2"+ 81^, i2+= 12 + 2l„ 

langs 5,{l2+= 12“+ 12+= 12"+ j@w*"+ 35, , ’'= 1 . 2 , ,i>, 

langs c,(l2+=12-- 12+= 12“- 

langs (12+= 12“+ 27r«So, 12+= 12“+ 27riS„, 1 = 1 . 2 , 


wobei zur Abkdrzung 


c=s 


® = J’S., 

(7=1 


(7 = » 


(7 = 1 


gesetzt 1 st, und die Werte der Konstanten 35v, 93„ wenn man noch zur Erzielung einer 
einheitkclieii Scbreibweise die GroBe —2u^ — ^ + ^ wieder mit bezeichnet, durcb 
die Gleichungen. 


(7 = 1 ° ^ 

(7 = 1 ® ^ 


+ 2.-r-') + j:lXv. 

■*" "I" ^ ^9 “9” 

(» = 1 


geliefert werden In dem besonderen Falle, wo die Konstanten S, £ den Bedingungen 

a=s (7 = » — 

^So=0, ^£ff==0 genilgen, oder, was dasselbe, die GroBen @, @ beide den Wert Null 

<7 = 1 (7=1 

baben, sind 12 (^!), £2[z) zwei zur Cbarakteristik geborige Funktionen W. 

Man betracbte nun das fiber die Begrenzung 91 der scbon im ersten Teile, in 



no 
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Art. 5 des sechsten Abschnittes, benutzten emfach zusammerLhangenden Flacbe in 
der, durch die Pfeile markierten, positiven Eichtung erstreckte Integral J £l^ds. 

Dieses Integral besitzt den Wert Null, da die hinter dem Integralzeichen stehende 

Funktion der komplexen Veranderlichen z fur jeden Punkt der Flacbe T" ein- 

wertig und stetig ist, und es bestebt daber die Gleicbuug. 


/ 


dz 


Zerlegt man nun das auf der linken Seite dieser Grleicbung stebende Integral in die 
den emzelnen Stucken der Begrenzung 91 entsprecbenden Teile und bezeicbnet den 
Komplex der auf die Scbnitte a, h, c, V sicb beziebenden Integrale, nacbdem man zuvor 
nocb bei jedem dieser Scbnitte die auf die positive und die auf die negative Seite des- 
selben sicb beziebenden Integrale in der in dem eben genannten Artikel bescbriebenen 
Weise vereinigt bat, mit den Komplex der auf die Kreislmien It sicb beziebenden 
Integrale mit J^, so kann man die vorstebende Gleicbung durcb die Gleicbiingen 



ersetzen. 


Um die mit Ji bezeicbnete Integralsumme, bei der d£l^ dz, dOr =^^^dz 
ist, auszuwerten, beacbte man, daB fur >' = 1,2, ,p, a = l,2, -,8. 

langs a„ {£2'^dS2'^ = jQ~d£2,~ + %yd£2'^. 


langs = £2rdSi~ + + — <B£l~du1, + — ^u‘~d£l^, 

!P !P 

langs c, = n-dU- - — <Bda^, 

jP 

langs = £l~d£ir + 27i%Si>y^d£i^ 


ist, und reduziere mit Hilfe dieser Eelationen die zwiscben den gescbwejften Klammern 
stebenden Ausdrilcke. Man erbalt dann fur Ji zunacbst die Gleicbung 


J. 




+ 



+ 


J ® J / fl-*: + j ©S’ f«rdS2*+ 

6rl" fc't' ' ■* 


^dS2+ 



Die zu der aiisgezeichneten Charattenstik gehongen Punkfaonen 


111 


und schheBlicli, indem man die nut Hilfe der Eelationen (S) sich ergebenden Grlei- 
chungen: 

+ 

-i2„ 

+ 

+ 


+ 




— bei denen den der Lime und der negativen Seite des Scbnittes 1,^, den 
der Lime und der positiven Seite des Scbnittes gemeinsam angeborigen Punkt 
der Begrenzung 9ft von bezeicbnet (s. Fig 19 auf S 187 des ersten Teiles) und die 
fur v=p, o = s auftretenden Zeicben fp+i, als gleicbbedeutend mit den Zeichen 
Ij, fj beziehungsweise anzusehen sind — benutzt und beacbtet, daB 


+• -h -h 

J* i2~ dul = dul — — (S Ju^dul — dul 

it k ^ »t »t 

+ 

= 4-y ©7r^(2^tJ•'^-7I^) + SBvTre, 

ot 

4 * + + 

di2+ =f wf di2+ - dSl^ = - u^S2t^ -j £i+dK - ^i2+ 

6+ 6+ b'^ 

V V 

+ 

= — + m) — 21,^5’’ — Qdul 


ist, die Q-leicbung. 


v-p — 


= 2^ {SfvSS, - ast, + J (©91,- @21,) ul^} - 271® ©© 




+ 47t® ^ S*, (2,, + 2*,+, + • • + SJ - 2m ^ 2^^i2, 

<7 = 1 


a=l 
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Was dann weiter die mit bezel chnete Integralsumine betriAFfc, so hangt deren 
Wert ausschheBlich von deni durch die Gleichungen (E) charaktensierten Verhalten der 
Funktionen i2, £1 far die Punkte • , if, ab. Nun verhalten sicb aber die Funk- 
tionen £1, £2 fur den Punkt ri^ (^= 1 .*. .i) genau so wie die ini ersten Teile, in Art. 1 des 
siebenten Abschnittes, anfgestellten Funkti^en W, W, und es bleiben daber die dort zur 
Auswertung der auf die Funktionen W, W sich. beziebenden Integralsumme J 2 durch- 
gefuhrten Untersucbungen ricbtig, wenn man dann allentbalben die Bucbstabeii TV, W 
durcb die Buchstaben £2, £2 beziebungsweise ersetzt Dementsprecbend ergibt sicb fur 
die bier vorliegende Integralsumme die Gleicbung* 

a — s (T=s c=s o = s = ^ — 

J 2 = 2ni ^ 2o£2„^ - 271® 2 - £aCao) - 2711 ^ ^ 

<y = l (7 = 1 (7=1 (7 = 1 

Die so fur Jl, Jg gewonnenen Ausdrucke trage man nun in die Gleicbung 
Ji + Ji = 0 em. Man erbalt dann scblieBbcb die Formel • 


- 93.,2t„ + 1 (©2lv - - 2n^<B @ 

v = 1 ^ 

+ fiidK 

1 / 

+ 4VJ'‘S„(£.. + S.„. + +5J-2;i*3’‘s.S. 

(7 = 1 (7=1 

a = s a^9 

271^1 (^a^aO S(7^^f;o) ^ ^ ^ajLi^a/L^ ^ 

(7 = 1 (7 = t/( = l 

In dem scbon vorber erwabnten besonderen Falle, wo die GroBen @ beide den Wert 
Null baben und dementsprecbend £2, £2 zwei zur Cbaraktenstik gebonge Funk- 

tionen W Sind, reduziert sicb diese Formel auf die in Art. 1 dieses Abscbnittes auf- 
gestellte Formel (F 3 ). 

Das in der Formel (Fj.) vorkommende Aggregat: 

P .=!./ P .= 1 ,/ 

V V 

laBt sicb, indeni man dann an Stelle der Funktionen £2, die ibnen entsprecbenden 
Ausdrbcke einsetzt und die Gleicbungen {2q.), (Bq.), (3m.) von Art 4, 5 benicksicbtigt, in 
den Ausdruck: 

i SI,- © %) {2K~a,,)]~ 2 jr®©© - 27ri(Ci - C©) 

Jr yssl 




Die zn del ausgezeichaeten Chaiakteiistik geliongen Fixnktionen 
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uberfahren, wobei 2 Z;,, (>=1,2, ,p) die bei der Definition von P ^ eingefuhrte, der Glei- 

cbung [2(1 ] zufolge von der Lage des Punktes (»=i,2, ,p) m der Flache T unabbangige 
GroBe bezeicbnet. Daraus folgt aber, daB das genannte Aggi*egat und damit auch die 
Pormel (F3.) von der Lage des Punktes p, (1=1,2, ,p) in der Flacbe T vollstandig un- 
abbangig ist 

Die Formel (Fj.) laBt sicb obne weiteres auf den Fall ubertragen, wo die in 
dem Punktsysteme (7/1, • ,%) = (ooi, •, oo^, a^, , e^, , Sf) vorkommenden Punkte 
81, , St teilweise oder aucb samtlicb Punkte der Begrenzung von T' smd, wenn nur 

diese Punkte als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. Um dieses einzuseben, 
fubre man zunacbst am Scbnittsystem bei jedem der Begrenzung von T' angeborigen 
Punkte rf, obne jedoch den Cbarakter des Scbmttsystems zu andem, erne solcbe Deformation 
aus, daB kein Punkt r] mebr an einem der Scbnitte a, h, c liegt, und setze gleicbzeitig 
die Funktionen diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ibr Verbalten 

an den Querscbnitten cbarakterisierenden Gleicbungen (S.) auf die im ersten Teile, in 
Art. 3 des funften Abscbnittes, angegebene Weise, unter Beacbtung der Gleicbungen [ 2 o.], 
[Sfl.], [^.], als Funktionen von 0 stetig fort. Da nun fbr die so gebnderten Funktionen 
£2(0), £ 2 ( 0 ), welcbe zu der aus der ursprunglicben Flacbe T' durcb die gemacbten 
Deformationen entstandenen, die Punkte r}[, • , rj, als innere Punkte entbaltenden neuen 
Flacbe T' geboren, obne weiteres die Fundamentalformel (F3.) gilt, und die in dieser 
Formel auftretenden Konstanten, wie die Gleicbungen [ 2 o.], [Sq], [ 3 ,„.] zeigen, von 
den bei den ursprunglicben Funktionen £2(0), £2(0) vorkommenden entsprecbenden Kon- 
stanten nicbt verscbieden sind, so gilt die Pormel (Ps.) aucb fur die ursprunglicben 
Funktionen £2(0), £2(0). 

Es sollen jetzt mit Hilfe der Formel (P3.) gewisse zwiscben den Elementarfunk- 
tionen P, P bestebende Beziehungen abgeleitet werden. Man verstebe zu dem Ende 
unter a^, Uj irgend zwei voneinander verscbiedene Zablen aus der Reibe 1 , 2 , • , s, be- 
zeicbne den Punkt des Punktsy stems (%, , = , oo^, e^, , s,) nut 

den Ua^^mit % und beacbte, daB die auf diese Punkte tjs sicb beziebenden Elementar- 
funktionen P, P sicb fur das Gebiet des Punktes durcb Gleicbungen von der Form: 




=5 

0 e 






ima^ -2 


P-R, II 


16 
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fur das Grebiet des Punktes dagegen durch Gleichungen von der Form: 


P 

0 


P 

0 


’ll 


= In ^ + d-lf + dSf \ + . 

“'^4 

= 4 ; 


^>h 


darstellen lassen, wobei die c von z unabhangige GroBen bezeichnen. Aus der Formel 
(Fj.) erhalt man dann, unter Benutzung der Relationen (3o), (3w) 


I.) 

n) 

ni) 

IV.) 

V 


fur = P 

0 

Vi 

z 

II 

ni 

z 

fui' i2 = P 

m 

Vi 

z 

fol 

II 

Vi 

z 

fur £2 = P 
0 

Vi 

z 

, i2 = P 
0 

Vs 

z 

fur i2 = P 
0 

IVi 
' ^ 

, n^p 

n 

Vs 

z 

fUr i2==pj 

m 1 

nt 

z 

, £2 = P 

n 

z 


die Gleicbung: 
die Gleicbung: 
die Gleicbung: 
die Gleicbung: 
die Gleicbung: 


M /»(0Oi) 

3 


nc\ 


ima^) ^ 


= d-a:^ ± 


r^COo-s) , 








n(no'J 


wobei in der unter III.) stebenden Gleicbung das positive Oder negative Zeicben zu 
nebmen ist, je nacbdem die Scbnitte c, bei emem uegativen Umlauf urn in der 
Reibenfolge Cy, • , c^, oder in der Reibenfolge Cy, , c^, uberscbritten werden. 
Ersetzt man jetzt in den gewonnenen Gleicbungen die Grofien e durcb die ibnen auf 
Grund der in Art. 3 des ersten Abscbmttes gemacbten Festsetzungen entsprechenden 
Ausdrucke, so ergeben sicb die gewunscbten Beziebungeii: 





Die zu del ausgezeiclineten Charaktensfik gehongen Funktionen 
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wobei in der unter (HI) stehenden Grleicbung das positive oder negative Zeichen zn 
nebmen ist, je nacbdem die Schnitte c, l^, bei einem negativen Umlauf nm der 

Eeibenfolge q, , c^, oder in der Eeihenfolge c^, , Cp, l,,^ uberschritten werden. 

Nacb dem vorher Bemertten gelten die Formeln (I) — (V) fur irgend zwei Punkte 
iji, t }2 der Flache T'; nur mussen diese Punkte iji, -wenn sie beide der Begrenzung 
von T' angehoren, als Punkte der Flkche T betrachtet getrennt liegen. Pur die 
Formeln (L), (II) kommt in der Placbe T' nur ein einziger, den der positiven Seite 
von Cp und der negativen Seite von gemeinsam angekorigen Punkt mit dem Punkte 
verbmdender Schnitt in Betracbt; fur die Formeln (III), (IV.), (V.) dagegen mufi der 
genannte Punkt sowobl mit dem Punkte durch einen Schnitt wie mit dem 
Punkte Tjs durch emen Schnitt verbunden sem 

Die Formeln (I ) — (V.) entsprechen genau den in Art. 5 des zweiten Abschnittes 

fur die zu irgend zwei reziproken gewohnlichen Charakteristiken beziehungs- 

weise gehongen Elementarfunktionen P, P, P, P abgeleiteten Formeln (II.) — (VI), inso- 
ferne die hier zu Grunde Eegende ausgezeichnete Charakteristik zu sich selbst 

reziprok ist. Auf dieselbe Weise, wie in dem genannten Artikel ausschliefilich auf 
Grund der Formeln (11.)— (VI.) die Gleichungen (1.) — (8) abgeleitet worden smd, kann 
man jetzt hier ausschliefilich auf Grund der Formeln (I) — (V.) die den Gleichungen 
( 1 ) — (8) entsprechenden Gleichungen ableiten, und diese werden acl^ nach dem 
eben Bemerkten von jenen nur dadurch unterscheiden, dafi durchweg P, P durch P, P 
ersetzt ist. Man kann daher die genannten Gleichungen (1 ) — (8 ) mit der erwahnten 
Modifikation direkt hierher libertragen Es ergeben sich dann zur Darstellung der 

Funktionen P ’’H, Ph‘l fur das Gebiet des Punktes die Gleichungen: 

^ Z \ m \ Z \ ^ 



fur das Gebiet des Punktes % dagegen die Gleichungen: 


( 3 ) 

(4) 


ni 

= p 

Vi 

Z 

0 

Vs 

ni\ 

= p 

Vi 

z 

m 

Vi 


phi I V’ip’isL" 

0 Uj » « ’ll! 

p ’ll _i_ ^ "v A / ^ pl*^* 1) 

m 7jg (m — « Is I/O 




n • 


weiter dann die Gleichungen: 


15 * 
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(®-) ml ^ (m—iy (^-f g)o’ 

— wobei in der unter (5.) stehenden Gleicbung das positive oder negative Zeicben 
zu nehmen ist, je nachdem die Schnitte c, I bei einem negativen TJmlauf um ihren ge- 
meinsamen Ausgangspnnkt in der Eeihenfolge c^, •, Cp, l^, 1. oder in der Eeihen- 

folge Cl, • • •, Cp, l„ I,, uberschritten werden — und scbliefilicb nocb die Doppelgleicbuug: 

('7') p ’i ^ pY \ — i (^jp^) 

J m z (m-1)' 0 U/o (m— 1)' w?* 0 a /o’ 

sowie das mit dieser aquivalente System der drei Doppelgleichungen : 


1 

; 

1 

cTF * 

0 Z 

{m — 1)» 


(m — 1)* 


1 


) ^ • 


(m — 1) » 

\ dSS 

/o (m— 1)’ 

\ dS^‘ . 

1 


_ 1 1 

{ i 

(m — 1)' 

V ds /o 

(m — 1)» 

V « /o' 


Die Gleichung (5.) zeigt, da6 die Funfction Pj^ nicht nur erne Punktion der bei 

ibr als Argument auftretenden komplexen Veranderlicben s, sondern auch eine Punktion 
der bei ihr als Parameter auftretenden komplexen Veianderlichen rj ist, und dafi die 

Eigenscbafben von P ^ als Punktion des Parameters rj obne Milhe aus den bekannten 

Eigenscbaften von P * als Punktion des Argumentes rj abgeleitet werden konnen Aus 

der ersten der drei Gleichungen (8.), die fur jeden von den Punkten a, oo ver- 
schiedenen Punkt e der Plache T' gilt, folgt dann weiter, dafi auch die Punktion 

pj^ mcht nur erne Punktion der bei ihr als Argument auftretenden komplexen Yer- 
anderlichen si, sondern auch erne Punktion der bei ihr als Parameter auftretenden kom- 
plexen Yeranderlichen rj ist, und dafi die Eigenschaften von Pj^ als Punktion des 
Parameters t] aus den bekannten Eigenschaften von P * als Punktion des Argumentes rj 
abgeleitet werden konnen. Die genannte Gleichung zeigt schlieBlich aber auch noch, 
dafi man die Elementarfunktionen der Punktion P ^ als primarer 

durch sukzessives Derivieren nach dem Parameter rj erhalten kann. 
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8 . 

Die in den Dleiclinngen (2o.) des Art. 4 vorkommende Konstante 2A;„ (>= 1 , 2 . ,p) 
hangt, wie ein Blick auf die sie definierende Grleichung: 


+ 



zeigt, nur von der Beschafifenheit der vorgegebenen (2jj + l)-facb zusammenhangenden 
Flache T und von dem Charakter des zur Verwandlung dieser Flache in eine einfach 
zusammenbangende Flache T' benutzten Querschnittsystems ab. Die Art dieser Ab- 
hangigkeit zu ermitteln, ist das Ziel der folgenden Untersuchungen. 

Man verbinde in der von den beiden Seiten der Schnitte a^, c^, »=i, 2 , ,p, be- 

grenzten Flache T den der negativen Seite von und der positiven Seite von Cp 
gemeinsam angehorigen Punkt mit den Punkteu oo^, •, oo^, durch Schnitte 

• j Ljj • -5 Kr der Weise, da6 die Schnitte c,l bei einem negativen Umlauf 
um ihren gemeinsamen Ausgangspunkt <^0 m der Eeihenfolge c^, c^, , e^, 

hj} > hr uberschritten werden, und bezeichne die so entstehende, von den beiden 
Seiten der Schnitte a,b, c,l begrenzte, einfach zusammenhangende Flache mit T". Im 
Innem dieser Flache T" fixiere man nun 
einen Punkt Jf und grenze um ihn als 
Mittelpunkt zunachst eine ganz im Innern 
von T” hegende Kreisflache vom Eadius 
i2o und hierauf eine ebenfalls noch ganz 
im Innern von T" hegende Kreisflache K 
mit einem Eadius B> JRq ab, verstehe 
alsdann, nachdem man die Penpherien 
dieser Kreisflachen mit Jcq, It bezeichnet 
hat (s. Fig 2), unter e, s zwei auf It fest 
angenommene Punkte, unter 0 , ^ zwei im 
Innem der Kreisflache AT frei beweghche 
Punkte und verbinde den der negativen 
Seite von und der positiven Seite von 
hr gemeinsam angehorigen, mit zu be- 
zeichnenden, Punkt sowohl mit dem Punkte 0 
durch einen den Punkt e enthaltenden 
Schnitt h wie mit dem Punkte ^ durch einen den Punkt s enthaltenden Schnitt h m der 
Weise, dafl die Schnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen Aus- 
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gangspunkt m der Eeihenfolge h uberschntten werden, 

und die Peripheiie Jc mit dem Schnitt nur den Punkt e, nut dem Schnitt nur den 
Punkt s gemeinsam hat. Indem die Punkte C m der Kreisflache K ihre Lage, so sollen 
Yon den zu ihnen fuhrenden Schmtten Z,, nur die in K fallenden, mit Zjj zu be- 
zeichnenden, Stucke sich andem Die aus K durch Einfuhrung der Schnitte 1^, \ ent- 
stehende, von der Linie h und den beiden Seiten der Schnittstucke 1^^ begrenzte, 
riache werde mit bezeichnet, und dementsprechend moge die aus durch Auf- 
hebung des Schnittes entstehende Flache mit die aus durch Aufhebung des 

Schmttes \ entstehende Flache mit Ki. bezeichnet werden. 

Auf die defiboierte Flache Ki j. sollen jetzt die beiden Ausdrucke : 


P 

0 


z 

— In — 5 

p 



^ J— s ’ 

0 

z 


-In 


bezogen werden Da j » -flJ infolge der eben gemachten Festsetzungen bestimmte, 
durch die Beziehung: 

( 1 ) 


P 

0 




verknupfte GroBen sind, hat man nur noch die beiden Logarithmen zu definieren Zu 
dem Bnde verstehe man unter In^ irgend einen der unbegrenzt vielen diesem Aus- 
drucke zukommenden, nur um ganze Vielfache von 2ni sich unterscheidenden, Werte, 
bestimme alsdann den Wert von In 7 :^ durch die Gleichung. 


(2) ln^ = ln^-7ti 

und definiere endlich die Funktionen lu^r^, luj:^ fnr die Flache durch die 
Gleichungen: 

( 8 ) 

e 



bei denen der Integrationsweg von e bis e sich mit dem Schmttstucke der Inte- 
grationsweg von s bis ^ sich mit dem Schmttstucke decken soil. Damit smd dann 
auch die beiden oben aufgestellten Ausdrdcke vollstandig bestimmt, und es besteht 
zugleich, infolge der durch Verbindung der Gleichungen (2.), (3.), (4.) sich ergebenden 
Beziehung: 


( 5 .) 



1 


— ni> 


und der unter ( 1 ) stehenden Beziehung, zwischen ihnen die Gleichung: 

*1 1 T>l?l ^ 
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Der auf der linken Seite der letzten Gleichung stehende Ausdruck. 

0 © ^ ^ 

ist, der ursprunglichen Definition der Elementarfnnktion P gemaB, bei festgebaltenem s 
eine in einwertige und stetige Funktion der komplexen Yeranderlichen die far je 
zwei znm Schnittstucke gehorige entspreckende Punkte denselben Wert be- 

sitzt, und deren Derivierte nach t die GroBe m-t — - ist; er ist aber auch, me die 

1 b — ^ 

Gleichung ( 6 .) zeigt, bei festgehaltenem ^ eine in einwertige und stetige Funktion 
der komplexen Yeranderlichen 0, die fur je zwei zum Schnittstucke gehorige ent- 
sprechende Punkte 2'^, 2~ denselben Wert besitzt, und deren Demierte nach 2 die 

GroBe P j ist. Infolgedessen stellt der in Rede stehende Ausdruck eine schon 

innerhalb der ursprunglichen, schnittfreien, Flache K einwertige und stetige Funktion der 
beiden komplexen Yeranderlichen 2 dar, welche die GrbBe (pj^j +f^) (^|f | ~ 

als vollstandiges Differential besitzt, und er liefert dementsprechend fur ^ eine inner- 
halb X und daher auch in der ganzen Flache Pq einwertige und stetige, durch die 
Gleichung: 

definierte Funktion der komplexen Yeranderlichen 2, deren Derivierte durch die 
Gleichung: 

^ [(? 1^) + (f F^)] = fe? [f |J| + f |J|] 

bestimmt ist. 

Es soli jetzt untersucht werden, wie die auf der rechten Seite der fur 
gewonnenen Gleichung stehende, init f(2) zu bezeichnende, GroBe: 


sich verhalt, wenn 2 sich in der ursprunglichen Flache P' frei bewegt. Zu dem Ende 
beachte man, dsiB der Ausdruck P ^ ^ irgend zwei Punkte 2, ^ emer aus T' 

durch Ausscheidung der Punkte a, 00 entstehenden Flache bezogen, bei festgehaltenem 2 
eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Yeranderlichen bei festgehaltenem ? 
eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Yeranderlichen 2 1st. Man erkennt 
dann zunachst, daB die far lim ^ = 2 aus diesem Ausdruck hervorgehende GrbBe f(2) eine 
far jeden von den Punkten a, 00 verschiedenen Punkt der Flache T' einwertige und 
stetige Funktion der komplexen Yerknderhchen 2 ist 
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TJni wBitGT das YeilialtGii dGr Funktion f(d) fur dGii Punkt a = >o mit 

der OrdnungszaM ^ — 1 = ^u.^, — 1 zu erkennen, verstehe man unter n, ^ zwei dem 
Gebiete des Punktes a angehonge Punkte und beachte, da 6 fur jede zulassige Lage 
von ^ die Entwicklung. 







71 = 1 


\ /t+M 




gilt, und daB daher fur jeden dem Gebiete des Punktes a angehorigen Punkt z die 
Funktion f(^f) durch die Gleicbung: 




?=/i . 


_ 1 _ + Y JL p 

4-^ n=l 


+ i- 


dp 

lo: 

n 

\z 


dz 


Z 


n 

a 


dargestellt wird. Multipliziert man nun diese Gleicbung mit z — a. oder, was dasselbe, 
mit laBt alsdann den Punkt s gegen den Punkt a rucken und geht zur Grenze tiber, 

so erhalt man, unter Berucksichtigung des Verbaltens der Funktionen -P 
fur den Punkt a, die Gleicbung: 

Km [(s-a)m] = - P + '2- = — 


7n = 1, 2, J, 


und erkennt, daB die Funktion f{i] sicb fur das Gebiet des Punktes a durcb eine 
Gleicbung von der Form: 


m 


(i—i 


: + 


Uf e — a ' di_i. 

(«- 0 !) f* 




H + C/, + (0 — ay + — cc) •“ + 

(g — «)<“ (» — «)'* 


J 


bei der die c von 0 unabbangige GroBen bezeicbnen, darstellen laBt 

Um endlicb das Verbalten der Funktion /’(^') fur den Punkt 00 = oo„ (*=1,2, ,t) nut 
der Ordnungszabl t — l = t„ — 1 zu erkennen, verstebe man unter 0, Z, zwei dem Gebiete 
des Punktes 00 angeborige Punkte und beacbte, daB ftlr jede zulassige Lage von 'C, die 
Entwicklung: 


P 

1 


+ P 
1 


-P 

1 


n = 4 - 


dP 

00 

n 

Z 


C + 2(- 

71 =< + 1 


. dP 

+ l_i_ 

‘ n dz 


C 


gilt, und daB daber fur jeden dem Gebiete des Punktes 00 angebdngen Punkt 0 die 
Funktion f(0) durcb die Gleicbung: 



Z 

00 


n=ii ^ 
71=1 


dP\ 


dz 


-T P 

n=i+l\ ^ 


n 


dz 




dargestellt wird Multipliziert man nun diese Gleicbung mit 0, oder, was dasselbe, 
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mit laBt alsdann den Punkt z gegen den Punkt oo rucken und geht 
uber, so erbalt man, unter Berucksicbtigung des Verbaltens der Funktionen 
»‘= 1 , 2 , 3 , , fur den Punkt oo, die Grleicbung: 


zur Grenze 


p 

z 

, P 

00 

1 

00 

’ m 

Z 


Ito {*«*))- 1 + 2 tt 


n=l 




und erkennt, dafi die Funktion f{z) sich fur das Gebiet des Punktes 
Gleicbung von der Form: 



t + 1 


t + 2 




9 


CX) 


durcb eine 


bei der die c von z unabhangige Grbfien bezeichnen, darstellen laBt. 

Es ist jetzt nocb das Verbalten der Funktion f(z) langs der Schnitte a, h, c 
zu ermitteln Zu dem Ende verstehe man unter s„ (>■=1,2, ,p) einen der drei Schnitte 
a„, c„ und bezeichne ein zu ihm gebonges Paar entsprecbender Punkte mit z^, z~, 
die Werte der Funktion f[i) in diesen Punkten mit Der Defimtion der 

Funktion f{z) gemaB 1st dann, wenn man unter ein zweites zum Schnitte s„ 

gebonges Paar entsprecbender Punkte verstebt, 



Fubrt man nun den vorgescbriebenen Grenzbbergang aus, indem man beacbtet, daB der 
binter dem Limeszeichen stehende Ausdruck mit dem Ausdruck* 






gleicbwertig 1st, und daB nacb fruherem die vier Differenzen, aus denen sicb dieser 
letzte Ausdruck zusammensetzt, samtlicb den Wert Null besitzen, wenn s„ mit a„ oder 
mit c„ identiscb 1st, dagegen die Werte: 


f) 2 ct dul* 2 dttj” 

^ ’ p df ’ ^ c(«+ ’ p djT 

beziehungsweise, wenn s, mit identiscb ist, so erkennt man scblieBlicb, daB 


langs a„ {f(z)+ = f(z)-, 
langs 

langs c,{f{z)+ f(z)- , 


n 


16 
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Maa defimere nun zu der am Anfang dieses Artikels eingefCihrten einfach zu- 
sammenliangeiiden Plache T" eine Punktion durch, die Gleichung. 

s 

(I.) F{s)^Jf{g)dg, 

bei der das auf der rechten Seite stehende Integral von dem der negativen Seite von Ci 
und der positiven Seite von gemeinsam angeborigen Punkte auf irgend einem in 
T” verlaufenden, aber keinen der Punkte a, oo entbaltenden Wege bis zum Punkte s 
zu erstrecken ist Aus den soeben ermittelten Bigenschaften der Funktion f(z) folgt 
dann, da6 F{ 0 ) eine in T" emwertige Funktion der komplexen Veranderlichen 0 ist, 
welcbe fur jeden von den Punkten a, 00 verscbiedenen Punkt dieser Flache stetig 

ist, dagegen fur den Punkt (?=i,s. .r) unstetig wird wie fur den 

Punkt oOy is) unstetig wird wie — In^f, und deren Werte F(0')'^, F(0) m je 

zwei entsprechenden Begrenzuugspunkten 0~ m der Weise verknupft sind, daB 

langs a„ {F(3y = F(0)~ + 

langs h, [F{0y = F{ 0 y - 4 ^ w*" + a, ’'=^> 

(S.) langs c, [F{ 0 y = F{sy + 4 ^ m, 

l„yF{iy = Fiyy — — f=i,2. n 

langs { F (^y = Fiyy + [iy + l)2m, »'= 

ist, wobei ”= 1 . 2 . ,p, von 0 unabbtogige GroBen bezeichnen DaB langs c, die Gleichung 

= besteht, ergibt sick unmittelbar, wenn man das Integral 

vom Punkte t, langs der Begrenzung von T" in positiver Ricbtung bis zum Punkte 
(s. Fig 17 auf S 154 des ersten Teiles) erstreckt und das Yerhalten der Funktion F{0) 
langs der Schmtte berucksichtigt 

Die Funktion F(0) laBt sich durcb eine lineare Yerbindung von Elementarfunk- 
tionen darsteUen. Zu dem Ende beachte man, daB der Ausdruck. 


0 = 1 ^ 7C = l 


eine in der ganzen Flache T” emwertige und stetige Funktion der komplexen Yer- 
anderlichen 0 darstellt, welche in je zwei zu einem der Schmtte c, I gehongen 
entsprechenden Punkten 0~ denselben Wert besitzt, und deron Werte in je zwei 
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zu einem der Schnitte a, h gehorigen entsprectendeu Punkten s sich. nur um eine 
langs des betreffendeu Schiuttes konstante GrOBe unterscheiden Eine I’unktion mit 

diesen Eigenschaften ist aber eine znr Charakteristik gehorige, allenthalben 

endbche Funktion W, und als solcbe kann sie durch einen Ausdruck von der Form. 


(f = p 

2 0^uj[z\ + c, 

< 7=1 

bei dem die c von z unabbangige Grofien bezeicbnen, dargestellt werden. Daraus folgt 
dann scblieBlich, dafi die durcb die Gleichung: 

z 

F(z)=ff(z)dz 

Zq 

fur die gauze Flacbe T" definierte Funktion F(z), der aufgestellten Bebauptung ent- 
sprecbend, durch eine Gleichung von der Form. 

(n.) F(i) — b'l |?| + 

f = l “ ' ' >( = 1 “ ' ‘ <r=l 

dargestellt werden kann Bestimmt man nun auf Grand dieser Darstellung das Ver- 
halten von IB(z) langs der Schnitte a,h, c,l und vergleicht die so sich ergebenden Ee- 
lationen mit den dieses Verhalten ebenfalls charakterisierenden Belationen (S), so ge- 
langt man zu den fur y = 1, 2, ,jp geltenden Gleichungen: 


St, = CyTtt, 


(S'.) 


S3. 


Q = r 3t-q /nr, . (r=P 

0 = 1 ^ ^ <r = l 


welche die GroBen 91, „ 35„ ’'= 1 . 2 , durch die f zunachst noch nicht naher bekannten 
GroBen c,„ ’= 1 . 2 . ausdrucken. 

Eine zweite Bestimmung der GroBen S3., ’'=2.2> »p, durch die zugleich auch 
die bis jetzt noch unbekannten GroBen c,„ >-= 1 . 2 . .p, bestimmt werden, erhalt man durch 
die folgenden Betrachtungen. 

Man verstehe (s. Fig. 3) unter t, irgend einen Punkt der Flache T", unter z 
einen der positiven oder der negativen Seite von a, oder angehorigen Punkt, ziehe 
alsdann von dem der negativen Seite von Cj, und der positiven Seite von gemeinsam 
angehOngen Punkte z^ zum Punkte z einen Schnitt I, und denke sich die auf den 

Punkt z sich beziehende Funktion P|j| gebildet. Durch den Schnitt I, wird die Flache T" 

16 * 
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in zwei Teile zerlegt, von denen der eine, mit 
T" zu bezeichnende, an die negative Seite von 
der andere, nut T^' zu bezeichnende, an die 
positive Seite von I, anstoBt. Nun definiere man 
zu der den Schnitt enthaltenden Flacbe T" 

eine neue Funktion P ll dadurch, daB man 

0 & I 

fur jeden Punkt ^ von ^2" |j| “ - 1 ^ I — 2 m 

setzt. Da die so definierte Funktion P I von ^ 

0 S 

Big 3 in irgend zwei zum Schnitte gebongen ent- 

sprecbenden Punkten denselben Wert be- 

sitzt, so 1st sie aucb noch in der ursprunglicben, den Schnitt mcht enthaltenden, 
Flache T" einwertig, und es soil daher bei der Betrachtung dieser Funktion der 
Schnitt I, als uberfiussig weggelassen werden. Die dadurch auf die ursprungliche Flache T" 

bezogene Funktion P ^ 1st nun fur jeden Punkt ^ dieser Flache T", der eine solche 

Lage hat, daB die Punkte 0 als Punkte der Flache T betrachtet getrennt liegen, 

emwertig und stetig, fur den Punkt dagegen wird sie unstetig wie luj^ 

Verbindet man jetzt nach Einfdhrung eines den Punkt 0 o mit dem Punkte ^ verbin- 
denden Schnittes Zf die erste der beiden die Funktion P ^ definierenden Gleichungen 

mit der fdr jeden Punkt ^ von P/' geltenden Gleichung P ^ ^ f —m, die zvreite 

mit der fCir jeden Punkt ^ von P/' geltenden Gleichung P^ so erkennt 

man weiter, daB fur jede Lage des Punktes ^ die Gleichung: 



besteht, und damit zugleich, daB pj^| eine stetige Funktion des Punktepaares 0, C ist, 
wenn nur die Punkte 0, ^ als Punkte der Flache P betrachtet getrennt liegen. Was 
endhch die, allgemein mit P|g+|» P|f- bezeichnenden, Werte der Funktion f ^ ia 

je zwei entsprechenden Punkten der Begrenzung von P" betriJfift, so soil hier 

nur das Folgende bemerkt werden. Liegt der Punkt 0 am Schnitte und wird dann 


fur jeden Punkt ^ von Pi" {P ^ = P j ? 
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der von bis z sicb erstreckende Teil des Schmttes mit a', der von z bis I* sicb 
erstreckende Teil mit dl bezeichnet, so ist, der Definition der Funktion P ^ zufolge, 

lanigsa; jpiJ.|_p|J_i, 
limgs»:(p|‘.l-P|j_| + 2)H. 

Liegt dagegen der Punkt z am. Schnitte 6,, und wird dann der von a~ bis z sicb 
erstreckende Teil des Scbnittes 6„ mit 5 ', der von z bis sicb erstreckende Teil mit 
6" bezeicbnet, so ist 


langs s; jP - P |J_| + 1 - 2«; - 


^ t ^vv 

P V ’ 


^ ^ — 2 ji«. 

p p 


Man grenze jetzt in T" ein den Punkt z entbaltendes Flacbenstuck 8 dadurcb 
ab, daf! man die Endpunkte ernes den Punkt z enthaltenden Teiles s des Linienzuges 
a~ l~ durcb eine im Innern von T" verlaufende 
Kurve verbindet (s. Fig. 4 ) Das abgegrenzte T' 

Flacbenstuck soil im ubrigen so bescbafifen sein, : 

dafi keine zwei seiner Punkte ubereinander liegen, 

Weiter verstebe man unter ? irgend einen von si 
z verscbiedenen Punkt des Flacbenstucks 8 , be- 
zeichne mit <p die Polarkoordinaten des Punktes ^ 
m bezug auf ein Polarkoordinatensystem mit dem 
Punkt z als Pol und dem durcb z in der posi- 
tiven Kicbtung der X-Acbse gezogenen Strabl 
als Polaracbse und setze: 

In — In ^ In = — In 9 

indem man zugleicb die Bedingung stellt, daB 

bei stetig sicb andemdem z die GroBe 9 sicb von dem zu ? = ^5 = d geborigen, 

unter den zulassigen Werten beliebig gewablten Anfangswerte 9' aus ebenfalls stetig 
andert, also nirgendwo um ein ganzes Vielfacbes von 2u: springt. Dementsprecbend 

stellt dann der Ausdruck P ! — In mcbt nur bei festgebaltenem z eine in 8 allent- 
balben einwertige und stetige Funktion der komplexen Yersinderlicben ^ dar, die als 
Derivierte nacb t die GrbBe P ^ besitzt, sondern aucb, da die Beziebung. 

1 ^1 b — ^ 
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P 


S' 


-In 


1 


£ — 5 



-In 


1 

0 — £ 


besteht, bei festgebaltenem ^ eine einwei-tige und stetige Funktion der in ibrer Bewegung 
auf die Linie s beschrankten komplexen Yeranderlicben die als Derivierte nacb 0 die 
besitzt Der in Eede stehende Ausdruck stellt daber aucb eine ein- 


GroBe P 
1 


S-0 


^ I ° 

wertige nnd stetige Funktion der beiden komplexen Veranderlichen 0 dar, welcne die 
Gri’bBe (P £| “ F^) vollstandiges Differential besitzt, und er liefert 

demgemaB fur C = ^ eine durcb den Ausdruck: 



dargestellte, einwertige und stetige Funktion der in ihrer Bewegung auf die Lime s 
bescbrankten komplexen Veranderlichen 0, welche die GroBe 




zur Derivierten hat Diese Derivierte stimmt aber mit der Derivierten der fruher 
definierten, ebenfalls langs s einwertigen und stetigen Funktion F[0) uberein, und es 
besteht daher fur jeden Punkt 0 der Linie s die Gleichung: 



bei der G eine von 0 unabhangige GroBe ist. 

Der auf der rechten Seite der gewonnenen Gleichung stehende Limes 1st unab- 
hangig von der Art und Weise, wie ^ gegen 0 konvergiert, und man kann daher den 
Punkt t, auch auf emer beliebig gewahlten algebraischen Eurve gegen den Punkt 0 an- 

rQcken lassen. In diesem Falle hat der laterale Teil — (p% von In = — In 9 
eine bestimmte GroBe — zur Grenze, und es kann dementsprechend die in Eede 
stehende Gleichung durch die Gleichung: 

F{ 0 ) =■ (7 + ^ {P I j| + In 

ersetzt werden Die GroBe T = h3na ist durch die Eichtung bestimmt, gegen welche 

f=* 

die Eichtung des Eadiusvektors 0^ konvergiert, wenn t, auf der gewahlten Bahnkurve 
gegen den Punkt 0 anruckt. Diese Eichtung moge durch einen von 0 ausgehenden 
Speer markiert werden. FaBt man die Totalitat der ffl.r das Anrilcken von % moglichen 
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Bahnkurven ins Ange, so wird dadurch im Punkte e, wenn er nicht etwa die in Figur 5^ 
dargestellte Lage hat, ein Buschel von cxz' Speeren bestimmt (s die Figuren 5;,, 5^ 5^, 5^). 



Von diesen Speeren soil derjemge, welcher dem Anrhcken ernes auf s in positivem 
Sinne sich bewegenden Punktes ^ entspncht, als Anfangsspeer, derjenige, welcher dem 
Anrucken eines auf s in negativem Sinne sich bewegenden Punktes ^ entspncht, als 
Endspeer bezeichnet werden Dreht sich ein Speer, ohne aus dem Buschel heraus- 
zutreten, um einen bestimmten, in Bogenmafi gemessenen, positiven oder negativen 
Winkel, so andert sich die GroBe t um denselben Betrag. Demnach wird r stets eine 
negative Anderung — e (o<«52«) erfahren, wenn ein Speer sich vom Anfangsspeer aus 
uber die Speere des Btschels zum Endspeer dreht. Der durch Figur 5^ dargestellte be- 
sondere Fall entspncht dem Werte 6 = 0. Nachdem so der zu einem Punkte z der Linie s 
gehorige Buschel von Speeren hinreichend charaktensiert ist, ordne man jedem Punkte 0 
der Lime s in der angegebenen Weise emen Bhschel von Speeren zu. Innerhalb der 
dadurch zur Linie s bestimmten Mannigfaltigkeit von 00 ^ Speeren laBt sich jeder Speer 
in jeden anderen durch stetige Lagenanderung uberfiihren; auch ist, wenn mnerhalb 
dieser Mannigfaltigkeit ein Speer irgendwie seme Lage andert, die dieser Anderung 
entsprechende Anderung der GroBe r immer gleich der Gesamtdrehung des Speeres 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB die Funktion F(z) sich fur jeden der posi- 
tiven Oder der negativen Seite von a, oder &„ angehorigen Punkt n, nachdem man den 

Wert von passend bestimmt hat, durch erne Gleichung von der Form. 



darstellen liiBt, wobei G eine von z unabhangige GroBe ist. 

Zu dem Ende zerlege man das aus a~, h~, at bestehende, von t, hber 
p„ q„ bis §„ (s. Fig 6) sich erstreckende Sthck der Begienzung von T" in Teile 
Si, Sa, •••, die so Idem seien, daB sich zu ihnen Flkchenstucke Si, S^, ■, von der 

fruher beschriebenen Art abgrenzen lassen Dabei sollen je zwei aufeinander folgende 
Flachenstilcke lings einer beliebig kleinen Linie welche von dem den 
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Linien s^_i, s„ gemeinsamen, mit zu bezeichaenden, Punkte ausgeht, aneinander 

stofien. Es moge nun allgemem ein m frei beweglicher Punkt mit ein in seiner 
Bewegung auf die Linie beschr^inkter Punkt mit endlich ein in seiner 

Bewegung auf die Linie bescbrankter Punkt 



mit bezeichnet werden. Die Funktion 
lafit sick dann auf Grund des vorber erhaltenen 
Resultats fur jeden Punkt der Linie durch 
erne Gleicbung von der Form. 

fur jeden Punkt 82 Lime Sj durch eine Glei- 
chung von der Form: 

J'W-O. + lmjplJl-EjAj) 


Fig 6 

darstellen, wobei Ci eine von eine von 0^ 

unabhangige GroBe ist. LaBt man nun die Punkte 8^, 0^ mit dem Punkte 0i^2> Punkte ^2 
mit dem Punkte 2 zusammenfallen, so wird F(0i) = Ffe), P > dagegen braucht 

* 0 oi 0 o2 

der Wert von Inr-^ — sich mit dem unabhangig von ihm definierten Werte von 

k 

ln;r-^ — nicht zu decken, sondem er kann sich davon um ein gauzes Vielfaches von 

27 l^ unterscheiden. Daraus folgt, daB sich die Konstanten G^, auch nur um ein 
gauzes Vielfaches von 2 m unterscheiden konnen, und man erkennt zugleich, daB 

man den Anfangsivert des in der zweiten Gleichung vorkommenden In so be- 

stimmen kann, daB G^ = G^ v^ird, oder, was dasselbe, daB man die Funktion F(0) fhr 
jeden Punkt 0 der Lime S1 + S2 durch eine Gleichung von der Form: 



darstellen kann , wobei G eine langs der ganzen Linie + Sj konstante Grofie ist. 
Erweitert man nun die Flache + 82 durch sukzessives Hinzunehmen der Flachen- 

stucke S3, 8i, • S„, zu der Flache Sx + 8i-\ (- und wendet jedesmal die eben 

beim tJbergang von 81 zu 8^ + 82 benutzte SchluBweise an, so erkennt man schlieBlich, 

daB die Funktion F(0) sich fiir jeden Punkt 0 der Linie Si + Sg H h s„, oder, was 

dasselbe, filr jeden der positiven oder der negativen Seite von a, oder by angehongen 
Punkt 0 durch eine Gleichung von der Form: 



Die zu der ausgezeicluieteii Charaktenstik geliongen Punktionen. 
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F«-0 + to(p|'|-lnf^) 

darstellen laBt, wobei G erne langs a~ b~ af konstante GrroBe bezeiclmet, und mit 
Eucksicht auf die Entstehung dieser G-leickung daran festzuhalten ist, daB der Punkt 
wenn s anf C“=i,2. , m) liegt, in seiner Bewegung auf das Flaehenstuck 8 ^, beschrankt ist. 

Gehort der Punkt n der Linie der Punkt ^ also dem Plachenstiick 8 ^ an, und 

bringt man alsdann die soeben gewonnene Gleichung, nacbdem man In = — In^ — 9?* 
gesetzt bat, in die Form: 

F(z) =0 + ]^ (P 1^1 + In ^) + T* 

— wobei T = ]m9 durch die Kicbtung bestimmt ist, gegen welcbe die Eicbtung des 

Eadiusvektors konvergiert, wenn ^ auf irgend einer Babnkurve gegen den Punkt z 
anruckt — , so kann man in derselben Weise, wie es bei der vorbergebenden Unter- 
sucbung gescbeben ist, jedem Punkte z von c«=i,2. ,p) und damit aucb jedem 
der positiven oder der negativen Seite von o„ oder angeborigen Punkte z einen 
die verscbiedenen Grenzricbtungen markierenden Buscbel von Speeren zuordnen. Zu 
dem Punkte c«=2.8, ,m) ergeben sich, da man diesen Punkt sowobl als Punkt der 

Linie wie als Punkt der Linie anseben kann, zunachst zwei, einen gemein- 
samen Speer besitzende, Buscbel von Speeren; der durcb Zusammenfassen dieser beiden 
Buscbel entstebende Buscbel ist als der zum Punkte geborige Buscbel zu be- 

tracbten. Aucb fur einen solcben Buscbel gilt der Satz, daB bei der Drebung ernes 
Speeres innerbalb des Buscbels die GroBe t eine dieser Drebung gleicbe Anderung 
erfabrt Inneibalb der jetzt zu dem Linienzug hta~l~at bestimmten Mannigfaltigkeit 
von Speeren laBt sicb jeder Speer in jeden anderen durcb stetige Lagenanderung 
ubeifubren; aucb ist, wenn innerbalb dieser Mannigfaltigkeit em Speer irgendwie seme 
Lage andert, die dieser Anderung entsprecbende Anderung der GroBe r immer gleicb 
der Gesamtdrebung des Speeres 

Auf Grund der zuletzt gewonnenen, die Punlction F(z) fur jeden der positiven 
Oder der negativen Seite von a, oder 6 , angebongen Punkt darsteUenden Gleichung laBt 
sich jetzt das Verbalten der Funktion F(z) sowobl langs des Scbnittes a, wie langs des 
Scbnittes in folgender Weise bestimmen 

Man verstebe unter z"^, z~ irgend ein zum Scbnitt geboriges Paar entsprecbender 
Punkte, unter ein zweites Paar entsprecbender Begrenzungspunkte, welcbes zu 

dem von z'^ bis &+ sicb erstreckenden, ebenso wie friiber mit a" zu bezeichnenden, 
Teil des Scbnittes gebort. Bezeichnet man dann denjenigen Wert von r, welcber 
dem zum Punkte z^ geborigen Endspeer entspricbt, mit xf, denjenigen, welcber dem 

p-E, n. 17 
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zum Punkte z~ gehorigen Anfangsspeer entspriclit, mit t^, so lassen sich die Werte 
F(z)~ der Funktion F{2) fur die Punkte z~ darstellen durch die Grleichungen- 

F{zy = G (l* I Jl + In + T+ 

F{z)~ = G +]p^JyP + In + r~^. 

Hieraus erhalt man durch Subtraktion, mdem man beachtet, daB nach fruher Bewiesenem 

langs r 

ist, zunachst die Gleichung: 

F(zy — ^ [p ~ |r ) '*' 

und weiter dann, da 



- p 


= p 

r 

-p 

r 

r 

0 

t 

0 


0 

ir 


ist, die G-leichiing: 

F(zy-F{z)- = (zt-r: + 27 iy. 

Die Differenz — x~ bleibt unge^ndert, wenn man das Punktepaar z'^, z~ durch Ver- 
schiebung langs des Schmttes a, in das Punktepaar q,,, uberfuhrt; es 1st also 
rt ~z~ = tJ” — tJ", wobei tJ" denjenigen Wert von r bezeichnet, welcher dem zum 
Punkte q„ gehorigen Endspeer entspricht, tJ' denjenigen, welcher dem zum Punkte p„ 
gehorigen Anfangsspeer entspncht. Diese letztere Differenz 1st aber gleich der Gesamt- 
drehung ernes Speeres, welcher innerhalb der zur Lime I' gehorigen Speermannigfaltig- 
keit von dem Anfangsspeer des Punktes p„ in den, mit ihm gleichgerichteten, Endspeer 
des Punktes q, ubergefuhrt wird, und sie ist daher ein nur von dem Verlauf des 
Schmttes abhangiges, mit g„ 2 jr zu bezeichnendes, gauzes Vielfaches von Es 
ergibt sich so schlieBlich, daB 

langs a,{F{zy = F{zy + (g, + l) 27 r« 
ist. 

Urn das Verhalten der Funktion Fiz) l&ngs des Schmttes zu bestimmen, ver- 
stehe man jetzt unter z'^, z~ irgend ein zu diesem Schnitte gehoriges Paar entsprechender 
Punkte, unter C'*', ^ ein zweites Paar entsprechender Begrenzungspunkte, welches zu dem 
von z- bis at sich erstreckenden, ehenso wie fruher mit zu bezeichnenden, Teil des 
Schnittes gehort. Bezeichnet man dann denjenigen Wert von t, welcher dem zum 
Punkte z"^ gehorigen Anfangsspeer entspricht, mit rj", denjenigen, welcher dem zum 
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Punkte 2- gehongen Endspeer entspricht, mit r-, so lassen sich die Werte F{s)~ 
der Puhktion F(z) fur die Punkte z~ darstellen dutch die Grleichungen. 


- C+ + In ?) + <*, 
V{i)- — t + In 9) + 


Hieraus erhalt man durch Suhtraktion, indem man beachtet, daB nach fruher Bewiesenem 

langsfe:{pr' .... 


ist, zunachst die Gleichung: 


und welter dann, da 




z* 

\^\ 

0 

t 

\z+ 


\z- 


0 

l^ 




p 

0 


-P 

0 


= p 
0 


p 

0 


r = T - Swf - ^ 

z !P JP jP 


auch u‘^ = u\ +a,, ist, die Gleichung. 

F[iy - p(s)- _ - 4 ^ - 2 - (rr - < + 2 »)i . 

Die Differenz tj — bleibt ungeandert, wenn man das Punktepaar z'^, z~ durch Ver- 
schiebung Ihngs des Schnittes in das Punktepaar r„, uberfuhrt, es ist also 
t 7 — rj = tJ' — T*”, wobei tJ" denjenigen Wert von r bezeichnet, welcher dem zum 
Punkte gehorigen Endspeer entspricht, ri' denjenigen, welcher dem zum Punkte r„ 
gehbrigen Anfangsspeer entspricht. Diese letztere Differenz 1st aber gleich der Gesamt- 
drehung eines Speeres, welcher innerhalb der zur Linie a~ gehorigen Speermannigfaltig- 
keit von dem Anfangsspeer des Punktes r, in den, mit ihm gleichgerichteten, Endspeer 
des Punktes :|3„ ubergefuhrt wird, und sie ist daher em nur von dem Verlauf des 
Schnittes a„ abhangiges, mit zu bezeichnendes, gauzes Vielfaches von 2jr. Es 

ergibt sich so schlieBlich, daB 

langs }. { PW* - F{ir - «r - X - 2^ o.. - 
ist. 

Nachdem jetzt das Verhalten der Funktion F{z) libngs der Schnitte a,, von 
neuem bestimmt ist, vergleiche man die gewonnenen Relationen mit den unter (S.) 
stehenden, dieses Verhalten ebenfalls charakterisierenden ursprunglichen Relationen. 

17 * 
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Es ergeben. sich daiim fur die dort vorkommendeii, auf Seite 123 durch die Grleichungen. 

^=1 x=l 

bestimniten Konstanten 35, bier die Gleicbungen: 


^ (9 » + 1)27i*, 

a ^-2£^»,.-*. + 1)2« 

Leitet man nun aus den beiden jetzt fur SC, vorhandenen Darstellungen die, die 
bisher nocb nicbt n&her bekannten GroBen c bestimmende, Kelation* 

c, = 2(g, + l) (’'=1.2. .^) 

ab, tragfc die so fur die Grofien c gewonnenen Werte in die zweite unter (S'.) stebende 
Gleichung ein und setzt alsdann die beiden fur 35, vorbandenen Ausdrucke einander gleicb, 
so erbalt man scblieBbcb die fur =1, 2, ,p geltende Gleicbung: 


2*, = - S' (/“? - 1) + S (h + 1)K^- S’ (Qo + 1) a.r - (tlv + l)^h 

Q — l y = l 0“=! 

welcbe die Art der Abbangigkeit der Konstante 2k^ (..= 1 . 2 , ,p) von der Bescbaflfenheit 
der vorgegebenen (2p + l)-facb zusammenbangenden Plache T und von dem Charakter 
des zur Verwandlung dieser Placbe in eine einfacb zusammenbangende Flacbe T be- 
nutzten Querscbnittsystems deutlicb erkennen lafit 


9 . 

Es soli jetzt erne allgemeine Formel abgeleitet werden, welcbe die w*® Denvierte 
emer beliebigen bnearen Yerbindung von zur Charaktenstik gehorigen Elementar- 

funktionen durcb ebensolcbe Elementarfunktionen darzustellen gestattet. 

Mfl.ri lege wieder die ursprungliche Placbe T" zu Grunde, bezeicbne die s Punkte 
ooj, • . ooj, •, a„ Si, • • •, Sj in der vorliegenden Eeibenfolge mit , % und bilde 
zur Flacbe T" mit Hilfe von irgend s den Bedmgungen 9 = 1 . 2 . ,r, ge- 

nugenden ganzen Zablen Wj, , und irgend welcben Konstanten S, 81, O' die Funktion: 




Zu derselben Flacbe T” defimere man dann, indem man unter a irgend einen im 



Die zu der ausgezeiclmeteii Ckaraktenstik gehongen Punktionen 


1S3 


Iniieni dieser Flaclie gelegenen Punkt versteht, eine zweite, nait S2[d) zu bezeiclinende, 
Funktion durch die Gleichung: 

- ! 

“ dz" ’ 

wahle die Eadien der im ersten Teile, in Art 5 des sechsten Abschruttee, zur Ab- 
grenzung der Flache T* benutzten Kreishmen Jc[, , so, daB auch die Flacbe T* 
den Punkt a in ihrem Innern enthalt, und betracbte das uber die Begrenzung von T* 
in positiver Richtung erstreckte Integral: 


J-f£2^dz. 


Die binter dem Integralzeichen stehende Funktion S2 ^ ist eine in der Flacbe T* 
einwertige und mit Ausnabme des Punktes a aucb stetige Funktion der komplexen 
Veranderlichen z. Infolgedessen ist das in Rede stebende Integral aucb gleicb dem 

+ _ 

auf den Punkt a sich beziebenden Integral j oder aucb, da die Funktionen 
i2(^f) und — 1)”+^ — -T+i Punkt a stetig sind, gleicb dem den Wert 

CvZ ^ 


(_l)«+i 27 ji besitzenden Integrate (— /*- 
Gleicbung: 


— ds. Es bestebt demnacb die 


1VI?i.n zerlege nun das Integral J in die den einzelnen Stucken der Begrenzung fft 
entsprecbenden Teile und bezeichne den Komplex der auf die Scbnitte a, b, c, I' sicb 
beziebenden Integrate, nacbdem man zuvor nocb bei jedem dieser Scbnitte die auf die 
positive und die auf die negative Seite desselben sicb beziebenden Integrate m der in 
dem oben genannten Artikel bescbriebenen Weise vereinigt bat, mit Ji, den Komplex 
der auf die Kreislinien k' sicb beziebenden Integrate mat Es ergeben sicb dann zu- 
nacbst die Gleicbungen: 


+ f{£2+dIl+-n-dl2-}+'’^ fildH 

’'=1 '/+ + +1 

U^vi^vi^vJ 0 

Urn die mit bezeicbnete Tntegralsumme, bei der dS2^ = ^ ds, dS2~ = dg 
ist, auszuwerten, beacbte man, dafi fiir v = l,2, -jp; 0 = 1,2, ,s: 
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langs = Dr + 


i2+ = D-, 


(S.) 


langs {i2+ = i2- + + 93, 


langs { i2'*' = i2~ + 2m 
■wobei zur Abkurzung 


ist — 




a=l 


i2+ = i2- + l'*"’‘'' 

* rfVfc 


p de“ ’ 


D+ = D-, 
D+^D- 


gesetzt ist, und der Wert der Konstante 93», wenn man noch zur Erzielung einer ein- 
beitlichen Schreibweise die GroBe — ^ wieder mit 931''’ bezeicbnet, durcb die 

P P 0 

Gleicbung: 


93.=i'(S,^t’'> + S„i^w+ +S„ 

cr = l ® 1 




9 = 1 


geliefert wird — und daB dementsprechend fur v = 1,2, ,p; a = 1, 2, • • •, s. 


langs a„ [D^ dD^ = D~ dD~ + dD^, 

langs i„ {D^dD^ = D-dD- + 95,(Zi2+ + 1- + j D-d (5^), 

langs c, [D^dD^ = D-dD-- ^BdD+, 
langs I’y^ [D'^dD^ = i2“^Zi2“ + 27 r^S^^^ZJ 2 ■'■ 


ist. Reduziert man alsdann mit Hilfe dieser letzteren Relationen die auf der recbten 
Seite der fur gewonnenen Gleicbung zwischen den gescbweiften Klammern stehenden 
Ausdrucke, so erbalt man fur zunacbst die Gleicbung. 




v=p f ^ 


+ 

'dD+ + 






+ 27ti^Siy^ IdD-^ 


und scblieBlich, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sicb ergebenden Glei- 
cbungen: 



Die zu der ausgezeiclmeten Charakteiisiai: gehdngen FmiMionen 


+ 


2 /£X\ 
\dz’‘ )»: 


d£i^ — — i 2 t_^ = 0 , 


T 

+ 

C d£2^ = liiv — > 

J ^a+l ti 

— bei denen die fur v = ‘j^, a = s auftretenden Zeicben als gleichbedeutend 

mit den Zeicben beziebungsweise anzuseben sind — benutzt und beacbtet, daB 

+ + + + 

J u‘-d£2+ = J ul^dlt - a,,J iH+ = - Cli+du\ 

5 * K b* 

+ 

^ — J‘s2dul, 


fa- <! (^) — Jar i (^) - a,, - i2..(^),_ + / ! 

by by 

ft- 


'dSr 
de de“‘ 


ist, die Qleicbung- 


bt C 


Zur Auswertung der mit bezeicbneten Integralsumme beacbte man, daB sicb 
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die FunMionen i2, fur das GeMet des Pimktes 7i„ (^= 1 , 2 . ,») durch Gleichungen von 
der Form: 


(R) 


^ ^ S„ gU 


= St, In i + ~ + + ' 


Z'^‘<s 

a 


+ <^(70 + <'<rl^(T+ + 


+ + ^al^a + <^aS^a + + + 


2 "‘<r 

a 


1. J_ 

darstellen lassen, wobei fur 0 = 1,2, , q s„=^z fax a = q + 1, q+2, , s &„ = [&— 

ist, die S, c, S, c von z unabbangige GroBen bezeichnen und speziell S,,, Soi, • , S^,,,' die 
bei der Bildung von i2(^!) benutzten Konstanten sind. Da nun der Wert von aus- 
schlieBlich von dem durch die Gleichimgen (R.) charaktensierten Verhalten der Funk- 
tionen Q., Q, fur die Punkte 9?i, • , 7 ?, abhangt, und diese Gleichungen (R) genau 
dieselbe Form haben wie die Gleichungen (R.), welche das Verhalten der im ersten 
Teile, in Art 1 des siebenten Abschnittes, aufgestellten Funktionen W, W charakterisieren, 
so bleiben die dort zur Auswertung der auf die Funktionen W, W sich beziehenden 
Integralsumme J’g durchgefuhrten TJntersuchungen richtig, wenn man darin allenthalben 
die Buchstaben W, W durch die Buchstaben i2, i2 beziehungsweise ersetzt, und es ergibt 
sich dementsprechend fur die hier vorliegende Integralsumme die Gleichung: 

(r = 5 (7 = 5 (7 = 5 (r^6 

Ja = - 271^ ^ {&„c„o-fiaCao) - 2m 2' 2 

(7 = 1 (7=1 (7 = 1 (7 = 1 /(=! 

Tragt man jetzt die fflr Ji, gewonnenen Ausdrucke in die Gleichung J=Ji-\-Jz 
em und eliminiert aus der so entstehenden Gleichung und der zu Anfang fur J ge- 
wonnenen Gleichung die GroBe J, so erhalt man die Formel 


an n f \ 0 = 5 (7=5 (7=v/( = niff 

+ + (-!)• J' 2 

(f ^ 1 (7 — 1 0 * 1 f4 " 1 


+ 


C^du* 


Um dieser Formel erne fur die Anwendung bequomere Gestalt zu geben, fuhre 
man nut Rucksicht darauf, daB 


' ’> Vsi Va + i> " " ’> Vq+r} Vq+r + l> ' j ^J+r+t) “ (p^lJ ' ■ ■> ■ * ’> ' * 'j 



Die zu der aussezeiehneten Chaiaktenstik ffehoiiffen Funktionen 
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ist, fur die in den Grleichungen (R ) vorkommenden Konstanten S, c, S, c, m' eine neue 
Bezeichnung ein, indem man 

{ Q — . O __ p — p(p°a) 

'^(7 ^^0 J > ^au 9 / 

5-2<-' S -»-»> c 

o or« ) o o(« ) - 4 ) = 

/Q — — o- r) Q — p(%-o-r) p — ri^a —o—r) 

n I I ^ I I j 9 ^£T/i 9 t 

fur«.s+r + l, ■.e + -' + <ig^_gj,..„, 




setzt, und bringe dementsprecbend die zu Anfang des Artikels aufgestellte, die Funk- 
tion definierende Gleichung in die Gestalt: 


m- ‘|(ai-'>p|';| + 8f->p|*;|+ ■+»!s>f|';D 

+ S' («*•> -f I “» I + sr'> -f I “» 1 + • ■ ■ + as;'’ ^ I 1) 


<? 

x = 2 


+S'(si-’f I?! + si->-p|7| + • • + S£-’|'|7|) + + c 


Nun beachte man, da6 die Funktion Pr 


0 p 


Sl{^ bezeichnet wurde, der Gleichung (3 


, deren w*® Derivierte nacb ^ ebendort mit 
) des Art. 7 zufolge fCir das Gebiet des 


Punktes (<^= 1 . 2 . .*) dargestellt wird durch die Gleichung: 


P 

0 


= p “ +^“4 p’’; 

0 IJo A i « ' 


no\„i 

>!<i’ 


und da6 daher 

fur das Gebiet des Punktes e* (T=a.2, ,0 die Gleichungen: 


P 

0 






l s=00 , 




^ = « 


flir das Gebiet des Punktes oc. ((>= 1 , 2 , ,0 die Gleichungen: 


P 

0 


= P 

^ 0 




fdr das Gebiet des Punktes oo^ (>'= 1 , 3 , ,„) die Gleichungen: 


P 

0 


I I I X=ieo . 

= r> “ 4. V i- i> 

0 |~J i 1 


^ = 00 , 


Jl. ^ 


00 


a 

\ *x 


p-B, n 


18 
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bestehen. Man erkennt dann, daB alle Konstanten imd aucb aUe anfier den 

Konstanten ’’’ noch vorkommenden Konstanten 2^“^ sowie die Konstanten 

den Wert Null kaben, nnd daB sich dementsprecbend die vorher ge- 
womiSoi'id - wenn man noch das auf ibrer rechten Seite hmter dem ersten Integral- 

f I 


zeicben stebende i2(g) = auf Grand der in Art unter (8.) an erster Stelle 


— X / fjjj) 

stehenden Gleicbung durcb (w— 1)! P ^ ersetzt auf die Formel 



reduziert Dabei soil der in der dritten Zeile an dem Summenzeichen stebende Akzent 
andeuten, daB bei der Summation diejenigen, der Eeibe 1, 2, , q angehorigen, Werte 

von X auszuscblieBen smd, fur welcbe etwa p^Knty + 1 ist Die m der vierten und funften 
Zeile vorkommende GroBe @ ist, der neuen Bezeicbnung entsprecbend, bestimmt durcb 


die Gleicbung: 


t-t 




y^q 


(>=1 i'=i 


«=i 


In die letzte Formel trag^ man jetzt fur die dann nocb vorkommenden QroBen 
c, 2 ibre aus den vorber fur *Q(^) aufgestellten Entwicklungen unter Beacbtung der 
Eelation (^ + ^^ I w) =(-!)” sich ergebenden, durcb die Gleichungen: 


4'.) = p 

= (JLniii p 


Ac?.) == (-!)“(- A ln)P^ 


1 = 1, 2, 8, 






% 


V f*9 

Li p\^(i 

a 




^ = 1 , 2 , 3 , ^ — 1 , 2 , 3 , 


^ SS W /j; + 1, W /jf + 2, 



Die zu del- ausgezeiclineten Charaktenstit gehongen Ihmktionen 
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bestimmten Werfce ein. Lafit man dann noch bei der entstandenen Formal in neuer 
Bezeicbnung an Stella das Buchstabens z den Bucbstaben ? und hieranf an Stella das 
Buchstabens a den Bucbstaben z treten, so erbalt man scMieBlicb die fur jeden inneren 
Punkt z der Flacbe T” geltende Formel: 



welche die gewunschte Darstellung der Dermerten des zuletzt fur £l{z) aufgestellten 
Ausdruckes durch Elementarfunktionen enthalt. Die bierbei auftretenden Konstanten 
4“'^ •, ci“4-i Sind die Koeffizienten, welcbe m der Entwicklung der Fnnktion ^l{z) 

fur das Gebiet des Punktes den Potenzen zl^, zl^, ■ , beziebungsweise zukommen. 


10 . 

Die im vorbergebenden Artikel gewonnene Formel (Do.) kann, da bei ibr die 
Scbnitte I nicbt mebr in Betracbt kommen, auf die Flacbe T' bezogen werden und gilt 
dann, ibrer Ableitung gemaJB, fur jeden Ton den Punkten oo, a, s verscbiedenen inneren 
Punkt z der Flacbe T', aber mcbt, wie leicht zu erkennen ist, fur jeden Punkt z der Be- 
grenzung dieser Flacbe; sie laBt sicb jedocb so modifizieren, da6 sie aucb nocb gilt, 
wenn der Punkt z ein Punkt der Begrenzung von T' ist Um diese Modifikation zu 
erbalten, sollen zunsicbst die auf ibrer recbten Seite an erster Stella stebenden Inte- 
grale einer eingebenden Untersucbung unterzogen werden. ^ 

Da die Funktion P ^ und damit zugleicb aucb die Funktion P ^ einerlei 

welcbe Zabl aus der Eeibe unter o verstanden wird, als Funktion der 

beiden komplexen Verknderlicben z stetig ist, wenn ^ einen zum Scbmtte gobbngen 

18 * 
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Punkt, 0 emeu weder zum Schnitte gehongen nocli mit dem Punkte zusammen- 
fallenden Punkt der Plache T' bezeichnet, so wird durch die Glleicbung- 


+ 



eine fur jeden weder zum Schnitte gehorigen noch mit zusanunenfallenden Punkt 
der Flache T' emwertige und stetige Fuiiktion der komplexen Veranderlichen z 

definiert. Die Funktion J^'’\z) kann aber auch durch die Grleichung. 


= - 


7tl 


p%ij df” " 


definiert werden, da die Werte der Funktion P ^ in je zwei zum Schnitte ge- 
horigen entsprechenden Punkten 1^'^, wie leicht zu sehen ist, durch die Gleichung 


F'f* ^ p (w— i) ' ^ verknupft sind. Beachtet man nun, da6 fur die auf 

den rechten Seiten der Gleichungen (1 ), (2.) stehenden Integrate die Schnitte a^, Cg nicht 
m Betracht kommen, da jede der Funktionen P ^ ^ und ^ sowohl fur je zwei 

zum Schnitte wie fur je zwei zum Schnitte Cg gehorige entsprechende Punkte 
denselben Wert besitzt, und dafi daher die Integrations wege der in Kede stehenden 
Integrate auch ats in sich zurucktaufende angesehen und dementsprechend, ohne daJJ 
diese Integrate eine Wertanderung erteiden, durch Deformation vottstandig von dem 
Schnitte ig tosgetost werden konnen, so erkennt man weiter, dafi die Gteichungen (1.), (2.) 
durch die Gteichungen 


iri d4 


[ 1 -] 






[ 2 .] 



ersetzt werden konnen, wenn nur die neuen Integrationswego /?„, /g den fotgenden 
Bedingungen gendgen Die von dem Integrationswege und dem neuen Integrations- 
wege /?„ begrenzte Eingflache sott, von Teilen der Schnitte a„, Cg abgesehen, keinen 
Teil eines der noch hbrigen Schnitte a, I, c und weder den Punkt z noch einen der 
Punkte a enthatten; ebenso soil die von dem Integrationswege hg und dem neuen 
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Integrationswege ya begrenzte Eingflaclie, von Teilen des Sclmittes abgesehen, keinen 
Teil ernes der noch ubrigen Scbnitte a, I, c und weder den Punkt 8 nocb einen der 
Punkte a entbalten; endlich bat man sowohl bei der Lime /?„ wie bei der Lmie ya 
die positive Ricbtung des Durchlaufens diejenige anzusehen, welcbe zu der ins Innere der 
entsprechenden, eben ersvahnten Ringflache genchteten Normalen so liegt wie die 
positive Eicbtung der Yi-A.ch.se zur positiven Eichtung der X-Acbse. Die Gleicbung [1.], 
die im Gegensatz zur Gleicbung (1) nicbt versagt, wenn der Punkt 8 in einen der 
Punkte von 1)~ ruckt, liefert nun die der Stetigkeit entsprechenden Werte der Funk- 
tion fur diese fruher ausgeschlossenen Punkte; ebenso liefert die Gleicbung [2.], 

die im Gegensatz zur Gleicbung (1.) nicht versagt, wenn der Punkt 8 in emen der 
Punkte von oder in den Punkt §„ ruckt, die der Stetigkeit entsprechenden Werte 
der Funktion J!f\8) fur diese fruher ausgeschlossenen Punkte; und die so vervoll- 
standigte Funktion Ji'’\8) ist dann erne fur jeden Punkt der Flache T' einwertige und 
stetige Funktion der komplexen Veranderlichen 8 

Die Werte der jetzt fur die ganze Flache T' definierten Funktion m je 

zwei zu einem der Scbnitte a, I, c gehorigen entsprechenden Punkten 8''', 8~ sind in dei 
Weise verknupft, da6 

langs { Ji ") (jsy = jy\8)- , r=i.2. .p, 


langs 6, { 

+ 

langs s. {/»(,)+_ 


1 — ly2, jCT — 1, <7 + 1, ,J9, 


langs c, {jy\8)+ jy\8)- , 


r-1,2, 


ist Die Eichtigkeit der ersten, zweiten und vierten dieser Gleichungen erkennt man 
unmittelbar, indem man beachtet, dafi die Funktion J^'’\8) fur jeden nicht zum Scbnitte 
hg gehorigen und auch nicht mit dem Punkte §„ zusammenfallenden Punkt 8 der 

Flache T' durch die Gleicbung (1) bestimmt wird, und daB langs a,, {p|^ P ^ , 
langs K (P|f 1^ = P|f “ - langs c, {p|^|^ = p|^J" ist. Urn dagegen die an dritter 

Stelle aufgefohrte Gleicbung zu gewinnen, hat man vor allem zu berucksichtigen, daB 
die auf ihrer Imken Seite stehende GroBe jy\8y durch die Gleicbung [2], die auf ihrer 
rechten Seite stehende GroBe jy\8)~ durch die Gleicbung [1] bestimmt wird, und daB 

langs K == I ~~ ij 1 ^ genannten 

Gleicbung vorkommenden GroBen jy\8y, die Gleichungen: 
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und denmach filr die Diflferenz zunachst die G-leichung. 




+ 




Aus der von und h* begrenzten Eingflache sowohl wie aus der von ya 
grenzten Eingflache denke man sich nun die in sie fallenden Teile der Schnitte ag, Cg 
entfemt und bezeichne die so schnittfrei gewordenen Emgflachen mit jR^, beziehungs- 

weise Die auf den Punkt z~ von &“ bezogene G-rofle P ^ ist dann, bei festge- 

haltenem 8~ als Funktion des Punktes ^ betrachtet, eine in der Eingflache einwertige 
und mit Ausnahme des dem Punkte z~ entsprechenden Punktes von auch stetige 
Funktion der komplexen Veranderlichen ebenso aber eine in der Eingflache Pj 
emwertige und mit Ausnahme des Punktes e~ auch stetige Funktion der komplexen 
Veranderlichen und zudem gilt fur je zwei zu dem, die Eingflache von der 
Eingflache Pj trennenden, Schnitte hg gehorige entsprechende Punkte die Gleichung 

P 11 ^ = Pjf_ ^ p(f^{y Kid’ll nunmehr fur die aus den Eingflachen 

PijPj sich zusammensetzende Eingflache P^-I-Pa eine Funktion P(t) der komplexen 
Veranderlichen indem man 

fur jeden Punkt t von B, {P(^) = pI\~ 

fur jeden Punkt ^ von B, |P(C) » p|f|-M + 0 M 

setzt, so hat diese Funktion P(^) m j’e zwei zum Schmtte I)g gehorigen entsprechenden 
Punkten 1^'^, denselben Wert und sie ist daher, wenn man noch die aus der Flache 
Pi + Bn durch Aufhebung des Schnittes hervorgehende, ausschliefllich von den Linien 
/3g, /g begrenzte Emgflache mit P bezeichnet, eine Funktion der komplexen Verhnder- 
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lichen u, welche fui* jeden von deni Punkte ^ verschiedenen Punkt der Flache i? 

einwertig und stetig ist, fur den Punkt ^ = 0 = 0- dagegen in der Weise unstetig 

wird, daB die Differenz F (^) — ^ diesen Punkt stetig bleibt. DemgemaB besitzt 


das um den Punkt ^ = in negativer Richtung erstreckte Integi-al 

den Wert Null, oder, was dasselbe, es besteht die Q-leichung. 

/ * duj 

(i) W 


Mit dem hier links stehenden Integrale stimmt aber, infolge der eben angefuhrten 
Eigenschaften der auf die Flache It bezogenen Funktion F(^), das uber die, von den 
Linien ya gebildete, Begrenzung der Flache B erstreckte Integral dem 

Werte nach uberem, wenn man dabei die Integrationsrichtung so wJihlt, daB sie zu der 
ms Innere der Flache B gerichteten Normalen ebenso liegt wie die positive Richtung der 
F*-Achse zur positiven Richtung der X-Achse, oder, was dasselbe, daB die Begren- 
zungslinien in der vorher fur sie festgesetzten positiven Richtung durchlaufen 

werden, und es besteht daher auch die Gleichung: 


ti y 

Ersetzt man nun in jedem der beiden auf der linken Seite dieser Glleichung stehenden 
Integrale die GrroBe F(^) durch den ihr auf Grund ihrer Definition entsprechenden 
Ausdruck, so erhalt man die Gleichung: 

I / +/V|fr‘*<‘"i+i5Aiyi/^ Sf. 

y ^ y 

and diese Gleichung liefert dann schlieBhch durch passende Verbindung mit der vorher 
far erhaltenen Gleichung die Gleichung: 

- m‘T - (-i)-2 V + 

+ + 

-^dul / ist, die gewOnschte, das Verhalten von 

J^‘'\0) langs des Schnittes &<, charakterisierende, Gleichung gewonnen. 
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Aus den Funkfcionen • • •, Mde man nun durch Addition und 

darauffolgende Multiplikation mit die Funktion: 

Jr 

0 -=:l 

Die so definierte Funktion S„{2) ist erne in der Flache T' einwertige und stetige 
Funktion der komplexen Veranderliclien z, deren Werte in je zwei entsprechenden 
Begrenzungspunkten z'^, jz" in der Weise verknupft sind, dafi 


(S.) 


langs ay[8^{zy- = 8^{z) , 

langs i..{S.(^)*-S.W- + (-l)*|--g 

langs c,[8^(zy = 8„{z)- , 


f 




V=l, 2 , 


ist, und es bestekt zudem auf Grund der Definition der Funktion jy\z) c<j=i.3. ,p) fur 
jeden weder zu einem der Scbnitte gehorigen noch mit einem der Punkte 

zusammenfallenden Punkt z der Flacbe T' die Gleichung; 



(w — 1) * P pU| 

J " 1*1 

4 


dui, 


fur jeden der negativen Seite eines Schnittes h angehongen Punkt z = z' der Flache 
die Gleichung: 




(w— 1)1 r p 

l*n 


s 


dul. 


r 


fur jeden der positiveu Seite eines Schnittes h angehorigen oder mit einem Punkte I 
zusammenfallenden Punkt z^z" der Flache T' die Gleichung: 




fp 

i*”* 0 = 1 J ” 




dul. 


Aus dieser letzten Gleichung erhilt man noch unter Beachtung der Gleichung (3,„) des 
Art. 6 die Gleichung’ 
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Oder, da 

(^) 

Eine Fmiktion der koniplexen Veraaderliclieii z, welche fur jeden Punkt z 
der Flache T einwertig und stetig ist und den Grleichungen (S) genugt, kann sick, 
wie aus dem Fundamentalsatze folgt, von der Funktion 8S^z) nur um erne additive 
Konstante c unterscheiden; genugt sie auBerdem noch der Gleichung (^.), so ergibt sick 
fur c der Wert Null. Die Funktion 8J^ ist also auck durck die soeben genannten 
Eigensckaften vollstandig bestimmt. 

Fukrt man jetzt scklieBlick bei der Formel (Dq ) fur die auf ikrer reckten Seite 
an erster Stelle stehende Integralsumme die Funktion 8J^ mit Hilfe der vorker fur sie 
aufgestellten Gleickung em, so gekt diese Formel uber in die Formel: 


-r 

= du\ ist, die Gleickung. 

^f/(8^(0)-h}^)du;^O. 


ds"‘ 


(D.) 


= Ik- 

= 1 




n + ? 1 




und diese neue Formel gilt fur jeden von den Punkten oo, a, e versckiedenen Punkt z 
der Flacke T', da die Differenz ikrer linken und reckten Seite eine in der Flacke T' 
einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlicken z ist, welcke fur jeden 
inneren Punkt z und daker auck fur jeden Punkt z der Begrenzung den Wert Null besitzt. 

In bezug auf die am Scklusse der Formel (D.) stehende Integralsumme moge 
kier nock bemerkt werden, dafi sie immer den Wert NuU besitzt, wenn n erne gerade 
Zahl ist. Wendet man namlick auf das hmter dem Summenzeichen stehende, uber &+ 
erstreckte Integral das Verfakren der teilweisen Integration — l)-mal kinteremander 
an, so erkalt man die Gleickung: 


r r i>-i r (IT 


{v = l,2, ,p) 


P-B, II 


19 
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die, wenn n eine gerade Zalil ist, fur das in Eede stehende Integral und damit auch 
fur die genarmte Integralsumme den Wert Null liefert 


11. 

Mit Hilfe der Fortnel (D ) sollen jetzt die Denvierten der Elementarfunk- 


tionen % s , P 


, p:% prA p 


m \Z 


Ma.-n setze, unter r erne Zah 


,P 


>P 


dargestellt werden. 


aus der Eeihe 1, 2, • • ,p verstehend, in dem zuletzt 


far n(p} aufgestellten Ausdrucke die GroBen S samtlich der Null gleich, ebenso die Kon- 
stante G, dagegen 31^ = ,p', dann geht m 'U'A\ Stelle der 

Entwicklung der Punktion fm* das Gebiet des Puuktes >'•), aus der die in 

der Eormel (D) vorkommenden GroBen zu entnehmen smd, tritt die Entwicklung: 

und die Formel (D.) liefert, wenn naan sie auf diese spezielle Funktion S2(0) = u^\3\ 
beziebt und beacbtet, daB bei dieser Funktion die GroBe © den Wei-t Null besitzt, fur 
die Denvierte der Funktion u^\3\ die Darstellung: 

1 ("irr) 


(P.) 


d’‘uM 


■2 2 


j; = l » n//, 

up 

Man verstehe jetzt unter ij einen der drei Punkte s^, a„, oo^ — wobei a eine 
Zabl aus der Eeihe 1, 2, • r, x eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, , q bezeichnen soil — 
und setze in dem mit £ 1 ( 3 ) bezeicbneten Ausdrucke die GroBe der Eins, alle tbrigen 

GroBen S sowie die GroBen Stj, Sfj. •• ,%p, G der Null gleich, dann geht £1(3) in P 


P 

c-x X 


*%-ri J ^ 

5.+ 


(<• = 1 , 2 , ,P) 


die Integralsumme 


-r 

v=p r 

2J 


m j/ 


d'‘P 

n 

0 





dul oder, da auf Grund der m 


d'‘P 

n 

0 


dr* 


ist, in 
elle der 


Art. 7 unter (8.) an erster Stelle stehenden Gleichung jpi =(« — !)’ P 

pm S„(i]) uber, die zu £i( 3 ) gehorige GroBe © erhalt den Wert 1 und an S 
Entwicklung der Punktion £i(3) fur das Gebiet des Punktes (?=i, 2 , ,0 tritt, den 

Gleichungen (3.) und (1.) des Art. 7 gemaB, die Entwicklung. 


P 

0 


^ wobei ^tP 

X = 0 ' i = l,2,S, * 


wenn der Punkt a. von dem Punkte ri verschieden ist, dagegen die Entwicklung; 




=ln^+^cr') 0 ^ wobei 

0 ^ ^ 


1 = 1 , 2 , 8 , 


i (P _ ±) 
1 \1 S 
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wenn der Punkt sick mit dem Punkte deckt, was ubrigens mir in dem Falle, 
wo ?; der Punkt ist, vorkommen kann TJnterscheidet man jetzt in bezug auf ij die 
drei Falle tj = Si, tj = ctg, i] = oo^, und bezieht die Fomel (D.), indem man zugleich 
den Bucbstaben e^, der einen beliebigen von den Punkten otj,, • , a„ oo^, -,00^ ver- 
scMedenen inneren Punkt der Flache T' bezeichnet, durcb e ersetzt, der Eeihe nacb auf 

die speziellen Funktionen fl(s) = F , Fl{z) = , £l{i) = P , so erbalt man 

fur die Derivierte der Funktion P *1 die Darstellung' 


: 

0 * 


" ^ 9=1 ;i = i 


nyi>Q—l \ 

p |“?|p|“H 




fur die w*® Derivierte der Funktion P die Darstellung. 


i"P “f 




\ 

I") 

( P 

!“«1 




\i 1 


+: 2 ' 2 
9=1 i=i 


\ i 

- P l“e 

Pl“e 

— % 

XI’ 

nn^—Xy 

1 l« 


(-i)*s,W - s,w + ^,’g f 0 


(<r=l, 2 . .») 


fur die w*® Derivierte der Funktion P die Darstellung* 

0 * 


d’^P / f = rl = B^£-l| 

(I**-) J - 


V / P help “e 


+ (— l)’*P„( 4 f) — 8^(00^) + J 


(< = 1 , 2 , , 8 ) 


Dabei soil der auf der rechten Seite der Formel (Dj.) an dem Summenzeichen stehende 
Akzent andeuten, daB bei der Summation fur den Index 9 der Wert o auszuschlieBen ist. 

Man verstebe jetzt unter ij wiederum einen der drei Punkte 81, a„, 00^, unter m im 
ersten Falle die Zahl im zweiten Falle die Zahl im dritten Falle die Zahl p, und 
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setze m dem zuletzt fur n(g) aufgestellten Ausdrucke die GroBe Si? der Ems, alle ubngen 
GroBen S sowie die GroBen %, C der Null gleich, dann geht £2(i) in P|j 

uber, die zugeboiige GroBe @ erhalt den Wert Null und an Stelle dei Entwicklung der 
Funktion fur das Gebiet des Punktes {?=i. 2 , .r) tntt, den Gleicbungen (4.) und 
(2) des Art 7 gemaB, die Entwicklung: 


P 


X = (i 


wobei f ll'l).. 


wenn der Punkt von dem Punkte verscbieden ist, dagegen die Entwicklung 


^ = 00 




^ = 0 


wobei cf*' 

2 = 1, 2, S, 


1 

(«i— 1)'A 




wenn der Punkt sich mit dem Punkte tj deckt, was ubrigens nur in dem Falle, wo 
71 der Punkt ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt m bezug auf rj die 
drei Falle r} = s^, rj = a^, ri = oo^ und beziebt die Formel (D ), indem man zugleicb den 
Buchstaben der einen beliebigen von den Punkten ai, • , a^, oo^, •, ver- 
scbiedenen inneren Punkt der Flacbe T' bezeichnet, durch s ersetzt, der Reihe nach 


auf die speziellen Funktionen 12(0) = P I , •^(^) = P 



so erhalt man 


fUr die Derivierte der Funktion P * die Darstellung. 



ftir die Derivierte der Funktion P die Darstellung. 
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fur die Deriviei’te der Funktion P ** die Darstellung: 

l„ I /Hfto — ^1 \ 


ni Z 


-__L_V^ y V) ( ^ P P“<’ 

’(»»— Mflj — 1 VdCn//(,-; f ''0;' « 

+ 00 ^ I 

__L- V / 

0311 J df® *’ 


d»p 

w s 


(f — 1, 2, } 2 ) 


m Z 


wenn m < + 1 1 st, dagegen die Darstellung; 

« I /’iilL,'! p "* I ^ ^ 


p “fh p “? 

\dtZnf,-x %\hf « 




d®P 

m £ 


(t = l,S, ,j) 


wenn Mi ^ wt* + 1 1 st. 

Dabei soil der auf der rechten Seite der Formel (Dg.) an dem Summenzeicben stebende 
Akzent andeuten, dafi bei der Summation fur den Index ^ der Wert a auszuscbbefien 
1 st Was den Bucbstaben m betnfft, so vertntt derselbe bei der Formel (D5.) die Zabl 
bei der Formel (Dg.) die Zabl n^, endlicb bei den Formeln (D,.), (D^.) die Zablp,,, und 
es kann daher, insofeme p* unbestimmte positive gauze Zablen sind, in den 

aufgestellten Formeln unter Mi irgend eine positive ganze Zabl verstanden werden 

Die auf der recbten Seite der Formel (Dg.) vorkommende Integralsumme, bei der, 
ebenso wie bei der Formel (Dg.), s einen bebebigen von den Punkten cc^, - • •, a^, c»^, • • •, ooj 
verschiedenen inneren Punkt der Flacbe T' bezeicbnet, kann, da fur jeden solcben 
Punkt e auf Grund der Definition der Funktion S„(8): 




drs„iB) (n-l)» V B 

ds"‘ ds”* 




und der Formel (V.) des Art. 7 gemaB (m-1)! 

_P^ ovcna+.rrf. -otrOirdan nnd fiS tritt daUTl au 


cTP " 

n E 


jP 

(Mi-1)! w— ist, durcb 


ersetzt werden, und es tritt dann an Stelle der Formel (Dg.) die Formel. 

(w— 1 ;! ae"* 


d-p ; 

m Z 


^(— mlM.) P * +/^ — iM 2 2 

^ ' ^n+mlfl (»*— 1=1 

(j»— 1)1 ds” 



V 1“<'I 

)p|“fl 

nii^ — X 


ix\A 
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Die Formeln TD, ), [D5.] gelten iln-er Ableitung gemafi fur jeden von den Punkten 
a, 00 versckiedenen inneren Punkt e der Flache T. Da jedoch bei jeder dieser beiden 
Fornieln die Differenz der linken und recbten Seite bei festem z eine in der Flacbe T 
einwertige und stetige Funktion der komplexen Veranderlichen e 1st, welcbe fur jeden 
inneren Punkt e und daher aucb fur jeden Punkt s der Begrenzung den Wert Null 
besitzt, so gelten diese Formeln auch noch fur jeden an der Begrenzung von T ge- 
legenen Punkt e, nur mussen, wenn z ebenfalls an der Begrenzung liegt, die Punkte e, z 
als Punkte der Flacbe T betracbtet getrennt liegen. 

Es soil jetzt scblieBlich nocb die Derivierte der Funktion SJ^z) dargestellt 
werden. Zu dem Ende ersetze man bei der Dleichung: 


&Z"- 


(M— 1) 



dui, 


welcbe fur jeden von den Punkten a, 00 verscbiedenen inneren Punkt z der Flacbe T' 
gilt, die bmter dem Integralzeicben stebende Derivierte durcb den ibr auf Drund der 
Formel [D5.] entsprecbenden Ausdruck Man erhalt dann die Fonnel. 



die ibrer Ableitung gemafi fur jeden von den Punkten a, 00 verscbiedenen inneren 
Punkt z der Flacbe T' gilt, die aber aucb nocb — da die Differenz ibrer linken und 
recbten Seite eine in der Flacbe T' einwertige und stetige Funktion der komplexen 
Veranderlicben z 1st, welcbe fur jeden inneren Punkt z und daber aucb fur jeden Punkt z 
der Begrenzung den Wert Null besitzt — fur jeden an der Begrenzung von T' ge- 
legenen Punkt z gilt 

Nacbdem so die Derivierten der zur Obarakteristik geborigen Ele- 

mentarfunktionen dargestellt sind, lafit sicb jetzt die Funktion p|*|, indem man die in 
Art. 7 unter (8) fur sie aufgestellte Gleicbung: 


£ 

\ 1 

\ 1 0 

z 

s 

Z 

1 (m — 1)1 



mit den Formeln (Da ), (D3 ), (Di.) der Reibe nach verbindet, durcb Elementarfunktionen 
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mit dem Argumente s und durcli die Funktion S„,(s) darstellen Um diese Darstellung 
zu erhalten, beachte man, daB die Formel (Dj ) for irgend zwei von den Punkten a, co 
verschiedene Punkte s, z der Flache T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der 
Flache T betracbtet getrennt liegen, dafi dagegen die Formeln (Dg.), (D^ ) fur jeden von 
den Punkten «, oo verschiedenen Punkt z der Flache T gelten. Ersetzt man daraiifhin 
bei den genannten drei Formeln in neuer Bezeichmmg den Buchstaben z durch den 
Buchstaben e und gleichzeitig den, nur bei der Formel (Dg.) vorkommenden, Buch- 
staben e durch den Buchstaben z, endlich den Buchstaben n durch den Buchstaben m, 
so erhalt man zunachst drei G-leichungen, deren linke Seiten von den Grofien" 


0 f 


0 


d“p “* 

0 fc 


beziehungsweise gebildet werden Fuhrt man nun noch an Stelle dieser GroBen auf 
Grand der vorstehenden Gleichung (8i.) die GroBen: 

(w— 1)’P*, (m— 1)'P|* , (m— l)'Pj 

beziehungsweise ein, so erhalt man schlieBlich die drei Gleichungen: 




— \ 


— p 

cc 

M' 

p 


1 

1 ^ 

z 

s 


(»i — 1)' 


(E.-) 


H (-ir pKi 


1 Z = 


P cr _L_I_ 

riu^ S ' (m — I') ’ 


1 (^_ l ).^«(^)+0 

\ \ / i 

^ p 


JL 


1 ”) 


4MI IJ. — 

1 r 


1 


“(T I 


Vf=or„ 


\ p “a 

■h=a„ 1 S 


i— (M—i)' 1)’ S 


P 

“9 

Z “(7 Z 

s 

2 

V=s 



di^,, (®=i,s, ,0 


(E.)? 


1* _ 

1 


( p h\ 

pi"? 


^ ' 
Z = 1 


JL 1 ^ 1 

1 1 * 




1)1 



152 


Yieiier Absohnitt 


von denen die erste fur irgend zwei von den Punkten a, oo verscliiedene Punkte s, z 
der Pl&clie T' gUt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Flache T betrachtet getrennt 
Hegen, die zweite und dritte dagegen fur jeden von den Punkten a, oo verscbiedenen 
Punkt e der Placbe T' gilt. Der auf der recbten Seite der Formel (E« ) an dem Summen- 
zeichen stebende Akzent soli andeuten, da6 bei der Summation fur den Index q der 
Wert (7 auszuscblieBen ist. 

Jetzt ist man auch imstande, das Verhalten der Funktionen P ^ oo^ 

als Funktionen des Parameters e vollstandig zu cbarakterisieren Aus der Gleichung (E* ) 
erkeunt niajii, da6 diG Funktion P ^ als Funktion von e unGudlich. wird wig 

wenn der in der Placbe I' beweglicbe Punkt ^ sicb dem festen Punkte z unbegi-enzt 
nabert, und dafi diese Funktion im ubngen nur dann nocb unendbcb werden kann, 
und bei mcbt spezieller Lage des Punktes g aucb stets unendlicb wird, wenn der 
Punkt e sicb emem der Punkte •••,«, unbegrenzt nabert. Was dagegen die Funk- 
tionen P * P * I betrifft, so konnen dieselben, wie die Gleicbungen (E„ ), (E„.) zeigen, 

m ct(j ^ m 00^1 

nur dann unendbcb werden, wenn der Punkt e sicb einem der Punkte Ci, ■ *, ct^ un- 
begrenzt nabert. Beacbtet man nun nocb, daB die drei in Rede stebenden Funktionen sicb 
auf Grund der Gleicbung (Sj.) von den nacb s genommenen Denvierten der drei 

Funktionen P * P , P beziebungsweise nur um einen Zablenfaktor unterscbeiden, 

0 i 0 S 0 

und daB erne jede dieser drei Derivierten gegen Null konvergiert, wenn der Punkt e 
dem Punkte oo^ (;'=i, 2 , ,«) unbegrenzt zustrebt, so erkennt man endlich nocb, daB die 

Funktionen P P ® , P| * stets gegen Null konvergieren, wenn der Punkt s irgend 

m Z ^ m oCfj ^ 7n |oo.j, ^ 

eirem der Punkte oo^^, • , oo^ unbegrenzt zustiebt. Das eigentumlicbe Verbalten der 
Funktion P *| beim Anrdcken des Punktes s gegen einen Punkt a oder einen Punkt oo 

w Z\ 

stebt im Einklange nut der aus den Gleicbungen (8 ) sicb ergebenden Tatsacbe, daB die 
Elementarfunktion P ® nicht in die Elementarfunktionen P “ , P "1 ubergebt, wenn man 

//i Z ^ //I # I 

den Punkt e dem Punkte a beziebungsweise dem Punkte oo unbegrenzt zustreben laBt 

12 . 

Man lasse jetzt bei dem der Formel (D.) des Art. 10 zu Qrunde liegenden, in 
Art. 9 aufgestellten Ausdrucke iQ(g) an Stelle einer jeden der ^ -f r -f g Konstanten 

und der p Konstanten 21,, •, 2lp die Null 

treten Der dadurcb entstebende Ausdruck: 
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+ ■ 

+ ss;’£|;'|) 

? + 


00 

" + 
g ‘ 

+ 2&’£l?| + c, 


bei dem n.^, •, • ,^3^ unbestinimte positive ganze Zahlen bezeicbnen, 

und die Konstanten S, G keinen Bedingungen unterworfen smd, stellt dann die all- 

gemeinste zur Charakteristik geborige Funktion W dar, welche in je zwei zu 

einem der Schnitte a, I geborigen entsprechenden Punkten aP~ denselben Wert be- 
sitzt, und zwar ist speziell, wenn fur v =•!, 2, • •,p zur Abkurzung 


gesetzt wird, 


'e—t7=mj o = r Z = np y = Q 

35 . = ^ ^ ^ ^ 35 ™ + ^ ^ £ 1 “"^ 35 ^ 

'r=12 = l ^ o = i;i = l ^ /- = 1 X = 1 ^ 


langs a^[ W{zy = W(0)~, 
langs &,{Pr(^)+ = 'Pr(^)- + 35., 
langs cyW{zy = W{z)-, 
langs l^[W{zy=W{zy, 




>; = «!> la.i®!! I®. 


Infolgedessen ist die Funktion W{y) schon in der aus T" durch Aufhebung der 
Schnitte I entstehenden Flache T' einwertig, und es darf daher fur die Untersuchung 
dieser Funktion die Flache T' zu Grunde gelegt werden Noch mbge fur das Folgende 
vorausgesetzt werden, daB fur ^ =■ 1, 2, • • •, r ist; dadurch wird die Allgememheit 

der Untersuchung nicht beschrankt, da man von dem Falle, wo etwa n^=fi^+g 

ist, zu dem Falle, wo ^ etwa + 1 — h ist, auch dadurch ubergehen kann, 

daB man den Konstanten £^7+/" ‘ S™+ 2-4 den Wert Null erteilt. 

Die definierte Funktion W( 0 ) laBt sich nun auch durch die Derivierte einer 
zur Charakteristik gehorigen Funlrtion W und p ausgezeichnete Funktionen 

W(0) der hier betrachteten Art linear darstellen. Zu dieser Darstellung gelangt mn.n 
durch dasselbe Terfahren, welches in Art. 7 des dritten Abschnittes zu dem gleichen 
Zwecke angewandt wurde. Em Blick auf die dort durchgefiihrten Untersuchungen zeigt 
aber, daB die hier verlangte Darstellung aus der dort erhaltenen unmittelbar hervor- 
geht, wenn man darin |) == 0 setzt, also die beiden dort vorkommenden |D-gliedrigen 
Summon unterdriickt, weiter dann, entsprechend der in diesem Abschnitte filr die p 

r-B, II 20 
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Viertei Abscinitt 


aUenthalben endlicben Elementarfunktionen gewahlten Bezeichnung, durcb u^\ 2 \ 

ersetzt und an Stelle der Konstante die eben definieite Konstante 23^ treten laBt, 
endbcb nocb bei P den Honzontalstricb wegl^t. Man erbalt dann fur die Funktion 
W{p) die fur jeden von den Punkten «, a, oo verscbiedenen inneren Punkt s der Flacbe T' 
geltende Darstellnng: 


.-S 

$• = 1 

y = q 

■2 


j ®-’> 

dp 

0 

z 

•+ 2 xSS'i. 

2 = 1 ^ 


z 

dz 

dz 



d 

z 

+ 2 


z 

dz 

d 

z 


dP 

0 

00 

/ 

z 

+ 1' 


^y\ 

z 1 

j ' 

dz 

d 

z 




^ =5 Ijf + 1 






Die hierbei auftretenden Konstanten 4"*^, , c^“*^ sind die Koeffizienten, welcbe in 

der Entwicklung der Funktion W{i) fur das Gebiet des Punites oo^ den Potenzen 
• • 'j beziebungsweise zukommen Nacb der zu Anfang der Untersucbung ge- 
macbten, auf den tJbergang von dem der Ableitung der Formel zu Grunde gelegten 
Falle (?=i. 2 , ,r) zu dem Falle ^ sicb beziebenden Bemerkung sind bei dem zu 

emem bestunmten Index ^ gebongen Gliede der auf der recbten Seite der vorstebenden 
Gleicbung in der zweiten Zeile stebeuden Summe, wenn = /ti^ ist, alle Terme bis 
auf den ersten, wenn dagegpn ist, alle Terme uberbaupt zu unterdrucken, so- 

daB also fCir das ganze Glied m Wegfall kommt. 

Die auf der recbten Seite der fur W( 0 ) gewonnenen Gleicbung vorkommenden, 
uber die positive Seite des Scbnittes zu erstreckenden Integrale sollen jetzt unter 
der, fbr die Herleitung dieser Gleicbung gemacbten, Voraussetzung, daB die Punkte 
Si, St sowie der Punkt 0 im Innem der Flacbe T' liegen, naber untersucht werden. 
Um zunacbst eine fur diese Untersucbung notige Hilfsformel zu erhalten, beziebe 
man die fur jeden Punkt s der Flacbe T geltende Formel (E^.) des vorbergebenden 
Artikels auf emen Punkt 2 f = ^ von &+, multipliziere alsdann linke und recbte Seite 
mit d'C und integriere in positiver Ricbtung uber die positive Seite des Scbnittes 
indem man beachtet, daB fur m = 1,2, 3, • 
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ist, und daB der Wert des hier rechts stehenden Integrals far m = 1 der Differenz 
(£, — der der Funktion P|* langs c^, beziekungsweise zukommenden Konstanten 

^m-ip « 

= — 2t^ = 0, fur Mi = 2, 3, der Differenz der der Funktion - , ,nJi — langs c,, a,, 
beziekungsweise zukommenden Konstanten = 0, St, = 0 gleicb ist, daB also der Wert 
des links stebenden Integrals fur «t = l, 2, 3, ••• durch — dargestellt werden 

kann. Man erbalt dann die erwahnte, fur jeden von den Punkten a, oo verschiedenen 
inneren Punkt e der Flache T geltende Hilfsformel: 


0 J 


Q = r ^=jn^ -ll 

'2 2 - 


nifig — 

(> = 1 A = 1 

(*=1.2, 


. + 




Was nun das an erster Stelle zu untersucbende, nur von den Punkten s^, ■ ■, 

+ 

abhangige, Integral J'W(^)dl^ (»'=i.3, ,f) betrifft, so erbalt man fur dasselbe, wenn man die 

darin vorkommende GroBe TK(^) auf Grund der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, 
die Funktion W(0) fur jeden Punkt s der Flacbe T definierenden Gleicbung durcb den 
ibr entsprecbenden Ausdruck ersetzt, zunacbst die Gleicbung. 

+ tg — tm — m i t Q = r mssriQ /^ \ ^“5 i 

(1 ) f w$) dt =2 2^^'' jp \ li ^ J -1 

(*=1.2, ,p) 

und scblieBlicb, wenn man das auf der recbten Seite an erster Stelle stebende Integral 
auf Grund der Hilfsformel (H) durcb Elementarfunktionen mit dem Argumente 
ausdruckt, die Gleicbung: 

(2.) Jw(t)d^ = Ki^^’ 


wobei zur Abktirzung 


m=mr ^ = r X=mfif-1 I „ 

m=!l (( = 1 A=:l ' ' 


W I . J" 


+ 




+ ^ ^ sf.) di 

^ 7f=l -fesl m = l ^ H- 


gesetzt ist. 


20 
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Vierter Abschnitt 


Das an zweiter Stelle zu untersuchende, nur von dem Punkte 2 abhangige, 
+ 

Integral J' Pj^j ,p) laBt sich durch Elementarfunktionen mit dem Argumente 2 

darstellen. Dm diese Daistellung zu erbalten, lasse man in der Hilfsformel (H.) an 
Stelle des Punktes s den Punkt 2, an Stelle des Buchstabens r den Buchstaben o treten 
und setze m = 1 . Man gewinnt auf diese Weise die G-leicbnng: 




{!') 

wobei znr Abkurzung 

( 2 -.) i + 5 ^ 'I (fp, |?| f H - il; 


gesetzt ist. Die durcb die letzte Grleicbung fur jeden Punkt 2 der Flacbe T' definierte 
Punktion W^'’\2) 1st eine zur Charakteristik gehorige Funktion W{2) von der in 

diesem Artikel betracbteten Art, die nur fur die Punkte cci, •••, unstetig und zwar 
algebraisch unendlich wird, und deren Werte in je zwei zu einem der Schnitte a, b, c 
gehorigen entsprechenden Punkten +, in der Weise verknupfb sind, dafi 


langs a,.{ W^''\2y =W^°y2)~, 


( 3 ') 


langs &„{ + W, 

langs c,,{ 


1st, wobei zur Abkurzung 



1 


f\2 :s ^ »£■'’ p Ui 

^ l^=:l ^ ^ ) 


r = l,2, ,p, 


gesetzt ist. Das in der letzten Zeile stehende Integral kann ausgewertet werden, indem 
man die zwischen den gesckweiften Klammem stehende OroBe auf G-rund der Formel: 
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durch die GroBe — 2 — 2c ersetzt — wobei c das auf der rechten Seite der Tor- 

stehenden Formel hinter dem letzten Minuszeiclien stehende SchluBghed vertritt, also 
eine von ^ freie GroBe ist — und alsdann die Integration ausfulirt; man erhalt so fdr 
das Integral den Wert nnd erkennt nun schlieBlich, daB 

f4'.) 

ist, daB also nur dann einen von Null verschiedenen Wert und zwar den Wert 1 
besitzt, wenn y = a ist Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung des Integrals 
benutzte Formel geht aus der Formel (Dj ) des Art. 11 bervor, indem man bei dieser zu- 
nachst in neuer Bezeichnung v durch v, t, durch ersetzt, alsdann n = l, r = v, g = ^ 
setzt und endlich noch an Stelle des Summationsbuchstabens A einen neuen Summations- 
buchstaben X veinnittels der Gleichung X = — X emfuhrt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (2.) und (!') kann man jetzt der vorher fur W{z) 
erhaltenen Gleichung die Gestalt 

(D.) 

» = 1 

geben, wobei W*(s) durch die Gleichung: 


f X=?np-1 \ 

j p|j|} 


(j = r 






+2 \h 

y = l [ 


:)P 


X~lx 


I I 

7\+2 




X^tx + 1 




v^l 


— bei der jK'j'" die unter (3) definierte GroBe bezeichnet — , W^''\0) (>'= 1 , 2 , 
die Gleichung: 





1 

2ytz 




,p) durch 


endlich SB, (’'= 1 . 2 . ,p) durch die schon fruher aufgestellte Gleichung: 


«=i 1=1 2 g=ii=i 1 *=11^1 2. 

bestimmt ist. Trotzdem die Gleichung (D.), zur Vereinfachung der Untersuchung, nur 
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Vierter Abscbnitt 


fur den Fall abgeleitet worden ist, da6 die Punkte s^, • , s, sowie der Punkt z im 
Innem der Flache T' liegen^ gilt sie auck nock, wenn die genannten Punkte teilweise 
Oder samtlick der Begrenzung von T' angekoren Unter der, die Allgemeinkeit der 
Untersuckung nur sckeinbar besckrankenden, Voraussetzung, daB die unbestimmten 
Konstanten (*^1,2. ,<) durck eine Lagenanderung der Punkte 6,, £5, ..,Bt nickt beein- 
fluBt werden, andert sick namlick der Wert des Ausdruckes: 




bei dem W(z) die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte lineare Verbindung von 
Blementarfunktionen vertntt, als Funktion der ^ + 1 in T' frei beweglicken Punkte 
«!> • • > ^ betracktet, stetig, wenn einer dieser Punkte durck stetige Bewegung in 

einen Punkt der Begrenzung von T' ubergekt, und es kann daker der in Rede stekende 
Ausdruck, da er der Grleickung (D.) gemaB immer den Wert Null besitzt, wenn die 
genannten Punkte im Innem der Placke T' liegen, nickt einen von Null versckiedenen 
Wert kaben, wenn diese Punkte teilweise oder samtlick der Begrenzung von T' 
angekoren. 

Infolge der das Verkalten der Funktionen W{z), W^‘'^(z) langs der Begrenzung 


orssjp 


von T' ckarakterisierenden Gleickungen (S), ( 3 '.), (4'.) kat die Funktion W{z)~_^ 

(7 = 1 

und damit auck die nack Gleickung (D) mit ikr identiscke Funktion in irgend 

zwei zum Scknitte gekorigen entspreckenden Punkten denselben Wert, sodaB 

also langs \ | ist. Andererseits ergibt sick aus dem die Funktion W^(z) 

definierenden Ausdrucke, daB langs b, [ + 1 (- ^ 

ist. Vergleickt man diese beiden Resultate und beacktet, daB ^ nickt fur jeden 

zum Scknitte &„ gekorigen Punkt 0 den Wert Null kaben kann, so erkennt man, daB die 
Relation: 








r = l 


x-l 


besteht, und daB daker die Funktion W*{z) eine zur Charakteristik gekorige 

Funktion W 1st. 

Aus der Gleickung (D) erkennt man nun scklieBlick, daB die allgemeinste zur 
Ckarakteristik gekorige Funktion W(0), welcke in je zwei zu einem der Scknitte a, I 

gekorigen entspreckenden Punkten denselben Wert besitzt, sick, entspreckend 

der zu Anfang des Artikels aufgestellten Bekauptung, durck die Derivierte einer eben- 
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falls zur Charaktenstik gehorigen Funktion W, eben der Funktion W*(^), und 

diej^ ausgezeicbneten, mit der Funktion W( 0 ) gleichartigen Funktionen 
linear darstellen laBt. Dabei ist nocb besonders hervorzuheben, dafi diese p aus- 
gezeichneten Funktionen durcbaus selbstandige, von der darzustellen- 

den Funktion W(j!i) unabbangige Grebilde sind, wahrend andererseits die Funktion TF'‘(5f) 
in engster Beziehung zu der Funktion TF'(-s) stebt. 

La.Bt man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion W(js) 
definierenden Gleicbung und dementsprecbend aucb in der Gleicbung (D.) die G-roBen S 
samtlicb mit der Null zusammenfallen und setzt zudem nocb 0=1, so wird W(j^) = 1 
und zugleicb reduziert sicb die Gleicbung (D.) auf die Gleicbung: 



Zum Scblusse dieses Artikels sollen jetzt nocb kurz diejenigen speziellen zur 
Cbarakteristik geborigen Funktionen W betracbtet werden, deren Werte in je zwei 

entsprecbenden Punkten qP~ der Begrenzung von T” in der Weise verknupft smd, daB 

langsa,{F'+ = Tr-, 

langs &,{ TF'^ = kF“, ‘“i.s, ,y, 

langs c,{ W'^=^W~, 

langs TF’''' = Tr", < 7 = 1 . 2 , 

ist, und die daber scbon in der ursprungbcben, keinen der Scbmtte a, 1), c, I ent- 
baltenden Flacbe T einwertig sind Fine jede solcbe Funktion inoge eine ji-Funktion 
genannt und mit A(s) bezeicbnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtbeit 
der ^-Funktionen identiscb mit der Gesamtbeit derjenigen Funktionen W[b) von der 
zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen die das Verbalten an den 
Scbnitten h bestimmenden Konstanten Ss, • •, samtlicb den Wert Null besitzen. 

Die Denvierte ^ einer jeden zur Cbarakteristik Q geborigen Funktion W 

1 st — wie aus der Formel (D.) des Art. 10 folgt, wenn man darin © = 0, n = 1 setzt 
und beacbtet, daB fur @ = 0 der zugeborige Ausdruck £l{z) die allgemeinste zur 

Cbarakteristik Q geborige Funktion W darstellt — eine ebenfalls zur Cbarakte- 
ristik (J geborige Funktion W und zwar eine ^-Funktion, da sie zudem in je 

zwei entsprecbenden Punkten der Begrenzung von T" denselben Wert besitzt. 

DaB aber aucb umgekebrt eine jede ^d-Funktion sicb mit der Derivierten einer zur 
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Charakteristik gekorigen Funktion W deckt, erkennt man, wenn man beacktet, 

dafi die vorher gewonnene Grleichung (D.) sicb fur eine Funktion W( 0 ) = A(ig) auf die 
Gleichung: 

P'.) 




reduziert. Die Gesamtkeit der ^-Funktionen ist also aucb identisch mit der Gesamt- 
beit der Derivierten der zur Charakteristik gebongen Funktion W. 

Aus dem soeben gewonnenen Resultate folgt nun scblieBlicb nocb, da6 das mit 
einer Funktion A( 0 ) gebildete, von einem Punkte zu einem Punkte ^ uber eine 

s 

ganz im Innem der Flacbe T" verlaufende Kurve erstreckte Integral J'A[s)dz eine zur 
^ geborige Funktion W ist, und claB diese Funktion W, nachdem 

man A{^ durcb Elementarfunktionen ausgedruckt und zu dem so erbaltenen Aus- 
drucke W(0) von der zu Anfang dieses Artikels definieiten Art den ihm entsprecbenden 
Ausdruck W'^{e) gebildet bat, durcb die Gleicbung: 

z 

(p".) j A (z) dz = W* {z) - W* (zo) 

Zq 

geliefert wird. 

Auf die Tbeorie der yt-Funktionen soli ausfbhrlicber erst im nacbsten Abscbnitt 
eingegangen werden. 


13 . 


Die Untersuchungen des Art 6 baben gezeigt, daB der Ausdruck: 

== S (4"’ p\ I + jp 
+S'(ar>i’l:«|+sr''p 


+ • + p 

7/ir Z 




+ - + 2?’Cl?|) 

+ A (sf^ pi“,i + :i + ■ + ^ a a.-.ki + o, 


bei dem m^, n^,-- unbestimmte positive ganze Zahlen, die Bucb- 

staben fi, St, C unbestimmte, nur der Bedmgung: 

<r=il ^ = 1 y = l 

unterworfene Konstanteii bezeicbnen, die allgemeinste zur Charakteristik geborige 

Funktion W darstellt. Auf Grand des im vorhergehenden Artikel gewonnenen Resultats 
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ist man jetzt imstande, das mit dieser Funktion W{0) gebildete, von einem Punkte 
bis zu einem Punkte g uber erne ganz im Innern der Placbe T" verlaufende Kurve 

z 

erstreckte Integral J‘w{z)d 2 durch das Produkt zW(!z) und Elementarfunktionen linear 

darzustellen Man braucht dazu nur auf das Integral das Verfabren der teilweisen 
Integration anzuwenden und in der so sich ergebenden Grleichung 


J W(0) dg = gW(g) - g,W{go) -f s^^dg 

Zq So 

das rechtsstehende, auf die ^-Funktion g sicb beziebende Integral mit Hilfe der 

Formel (D" ) des vorhergehenden Artikels durcb Elementarfunktionen auszudrucken. 

In derselben Weise schlieBend, wie es in Art. 8 des zweiten Abscbnittes an der 
entsprechenden Stelle gescbehen ist, gelangt man bier unter fast wortlicber Wieder- 
bolung des dort Gesagten zu der die erwabnte Darstellung liefemden Gleicbung: 


J W{z)dg = gW{g) - 0oW(go) - W*{g) + W-*(go). 

In dieser Qleicbung vertritt W^{g) den Ausdruck: 



bei dem zur Abkbrzung fur ?-' = !, 2, •• ,p: 

2 2 2 2 * 
T = 1 »>=1 f = l 1 = 1 


K- V V -V _±2>- 
^ (m— 1)1 




+ 


+ 


— X ?1 J i \s, 

K 

+ 

_ t^t w=jn^ + l P 

^ W = 1 '' ^ 

'i' "-2’ h ll'K 


P-B, II 


21 
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Yiertei Absclmitt. Die zu der ausgezeichneten Chaiakteristik gekongen Funktionen 


gesetzt ist, wahrend die Konstanten S', c' aus den Grleiclinngen: 


S^5=-8.S^)- S^\ 

, _ Qf~x) 


S^’=-(A-1) £.Sfc^i -ASiH ^=s.s. ,m,+x 

t,S;'“*^=ASf*’, ^ = 1*2. -f* 

=_AC^“^), ^ = 1.2. 


sich. ergeben, wenn man dabei die GroBe S^f+i nnd jede GroBe deren Index x 
nicbt der Eeibe 0, 1, 2, , angebort, als mit der Null identiscb ansiebt und unter 

cf*', die Koeffizienten verstebt, welcbe in der Entwicklung der Funktion 

W(3) fur das Gebiet des Punktes oo^ den Potenzen beziebungsweise 

zukommen 



Fiinfter Absclmitt. 

Theorie der J.-Fiinktionen. 


1 . 

Es sollen jetzt die am Ende von Art. 12 des vorhergehenden Abschmttes defi- 
nierten und mit A(^) bezeichneten, speziellen zur Charaktenstik geliongen Punk- 

tioneuTT einer genauen Betrachtung nnterzogen werden. 

Man fixiere in der ursprunglichen Placbe T' irgend s Punkte if-\ Tf‘\ , rl’‘\ die 
nur der Bedingung zu genugen haben, daB sie als Punkte der Flache T betrachtet ge- 
trennt liegen, und ordne ihnen die positiven ganzen Zahlen m^, , m, beziebungs- 

weise zu. Fur den Fall, daB irgend welche diesei Punkte an der Begrenzung von T' 
liegen, fubre man am Scbnittsystem bei diesen Punkten, ohne jedoch den Cbarakter des 
Scbnittsystems zu andern und ohne einen Scbnitt uber einen der Punkte rj binuberzu- 
schieben, eine solcbe Deformation aus, daB die samtlicben Punkte ?/ im Innern der da- 
durch entstehenden neuen Flache T' liegen Nacb dem im vorhergehenden Abscbnitt zu 
Anfang des Art. 12 Bemerkten ist dann in dem mit den willkurlichen Konstanten S, G 
gebildeten Ausdruck. 


. +s- 

(7 = 1 ^ 


r,(a) 


+ +£, 


p 


) + G, 


bei dem die P zur Charaktenstik J) gehorige Elementarfunktionen bezeicbnon, jede 
zur Charaktenstik Q gebonge Punktion W enthalten, wclclie in der Placbe T' ein- 

wertig ist, in je zwei zu einem der Schnitte a, c gehorigen entsprechenden Punkten <f +, cP~ 
denselben Wert besitzt, fur jeden von den Punkten ij verscbiedcnen Punkt g der Flache T' 
stetig ist und fhr den Punkt .») hochstens von der Ordnung m„ unendlicb 

wird Auf G-rund der Gleichungen (2„,.), (4,„.) von Art. 5 des vorhergehenden Abscbnittes 
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Sind die Werte dieser Funktion in je zwei zuni Schnitte ,^7) gehongen ent- 

sprechenden Punkten S''^, in der Weise verknupft, daB 


a=s y- 


langs ( Wl0y^W(sy-2^:S 2 (T^ 


dsi 


ist, wobei, der einfacheren Schieibweise wegen, durcb ersetzt ist. 

Sollen nun zur Flacbe T ^-Funktionen existieren, die fur jeden von den Punkten i] 
verscMedenen Punkt z dieser Flacbe stetig sind und fur den Punkt i*) hochstens 

von der Ordnung unendlicb werden, so muB sicb das System der p Grleichungen. 


( 1 -) 




(M, 


JL_£ fe\] = 0 


» = 1 , 2 , 


durch GroBen S, welche nicht samtlicb den Wert Null besitzen, befriedigen lassen, da 
nur in diesem Falle auch langs eines jeden der p Schnitte &{ W{zy=W{ey ist, und es 
wird dann die allgememste zu einem solchen Systeme von GroBen S gehonge Funktion 
der genannten Art durch die Gleichung: 


( 2 -) 


Cl ~ a / 


„(<J) 


+ 




bei der C eine willkurliche Konstaute bezeichnet, geliefert. 

Betrachtet man bei emer Funktion A(z) der in Eede stehenden Art den Punkt 
(<r=i, 2 , ,4), fur den sie unendlich von der Ordnung werden moge, als 

aquivalent mit nig cx)^-Punkten, so kommen der Funktion A(z) im ganzen m = 
oo^-Punkte zu, und die Zahl ¥i soil dann die Ordnung der Funktion A{z) genannt weiden 
Um die Frage zu entscheiden, ob die in der Flache T einwertige Funktion A{z) auch fur 
Punkte dieser Flache den Wert Null haben kann, nehme man — indem man beachtet, 
daB solche Punkte, wie aus dem Terhalten der Funktion A{z) in den Punkten 
folgt, nur in endlicher Anzahl auftreten konnen, und daB jedem solchen Punkte eine 
ganze Zahl als Ordnungszahl fur das Nullwerden zukoinmt — an, daB A(z) fur 
die Punkte der Flache I null werde und speziell fur den Punkt 

(*=i,s, ,0 null von der Ordnung sodaB ihr also, wenn man den Punkt 

als aquivalent mit vi^ 0^-Punkten betrachtet, im ganzen » = Wi + - +n( 0^ -Punkte zu- 

kommen Bezieht man alsdann die Funktion A(z) auf die Flache T', nachdem man 
zuvor noch, wenn notig, das Schnittsystem durch Deformation so geandert hat, daB die 
Punkte ri, e samtlich im Innern der Flache T' liegen, und erstreckt das mit der 

Funktion A( 0 ) und ihrer Derivierten A{z) gebildete Integral ^ positiver 

Eichtung uber die ganze Begrenzung der Flache T', so erhalt man als Wert dieses 
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Integrals das erne Mai, mdem man beachtet, dafi die Funktion in je zwei ent- 
sprecbenden Punkten <P~ der Begrenzung denselben Wert besitzt, die Null, das 
andere Mai durcb Eeduktion auf die, samtlicb im Innem der Flacbe T' gelegenen, 
Punkte e, 7] die Differenz n — ni und eikennt so schliefilicb, daJB die Grleicbung « = w 
bestebt, oder, was dasselbe, dafi bei der Funktion A(s) die Anzabl n dei 0^-Punkte sich 
mit der Anzabl m der oo^ -Punkte deckt Dem Vorstebenden entsprecbend soil nun das 
Punktsystem • •, rf'\ welches allgemein den Punkt 

wia-mal enthalt, das System der oo‘-Punkte, das Punktsystem s®, • • •, • *, 

6^ •, s^‘\ welches allgemein den Punkt %-mal enthalt, das System der O' -Punkte 

von A(s) genannt werden. 

Die aus einer Funktion A( 2 ) von der Ordniing m durcb Subtiaktion einer be- 
liebigen Konstante c entstebende Funktion A(z) — c ist ebenfalls eine J^-Funktion von 
der Ordnung ¥i und besitzt daher auch m O' -Punkte Nennt man nun emeu Punkt, 
fur den die Funktion A(s) — c null von der Ordnung jp(0^) wird, emen p-facben c-Punkt 
der Funktion A(js) und betracbtet ihn als aquivalent mit p einfacben c-Punkten, so er- 
kennt man, dafi die Anzabl der einfacben c-Punkte der Funktion -4(^), welcben Wert 
die Konstante c aucb haben mag, ebenfalls gleicb der Ordnung m dieser Funktion ist. 

2 . 

Die im vorbergehenden Artikel betracbtete Oruppe von J.-Funktionen ist durcb 
die in T' fixierten s Punkte und die ibnen beziebungsweise zugeordneten 

positiven ganzen Zablen •, w* vollstandig bestimmt Die notwendige und zugleicb 
hinreicbende Bedingung fur ibre Existenz ist die, da6 das oben aufgestellte System der 
p Oleiebungen (1.) sich durcb GroBen S, die nicbt samtlicb den Wert Null besitzen, be- 
friedigen laBt. Es soil jetzt gezeigt werden, daB diese Bedmgung durcb eine andere 
ersetzt werden kann. 

Man bilde das Punktsystem • • , 7f^\ \ , 7f‘‘\ , 7f''\ welches allge- 
mein den Punkt Wa-mal enthalt, bezeichne seme m = + ■ • + wi, Punkte obne Ebck- 

sicbt auf die Eeibenfolge durcb 7?i, und verstebe unter aj, ■ , ein System von 

irgend m Punkten der Flacbe T'. Nun bndere man, wenn notig, das Schnittsystem durcb 
Deformation so, daB die Punkte rj, s samtlicb ira Innern der Flacbe T' liegen, und deti- 
niere zur FMcbe T' mit Hilfe der auf einen bebebigen inneren Punkt von T' sich 
beziebenden, zur Charakteristik gehorigen Elementarfunktion Pj]^j eine neue Funk- 

tion 0 h durcb die Gleichung: 
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Die Funktion 0 




ist claim eine m T' allenthalben einwertige und stetige Funktion der 


komplexen Veranderhchen die fur jeden von tj verscMedenen Punkt s einen nicht nut 
der Null zusammenfallenden Wert besitzt, fur den Punkt ij dagegen 0^ wird, und deren 
Werte in je zwei entsprecbenden Begrenzungspunkten cP~ auf Grand der Gleicbungen (2o ) 

von Art. 4 des vorbergebenden Abacbnitts in der Weise verknupft sincl, dafi 


langs a ,,{0 
langs h, 1 9 
langs c„{ 9 


n 

II 

+ 

z 

h 

+ 

II 

\z 

1 

in 

+ 

II 

\z 

1 




1'— 1 , 2 , , Pj 


ist. Bildet man jetzt unter Benutznng der unbestimmten Konstanten 
den Ausdruck. 


0 

h 

z 

0 

z 

0 


0 

Vi 

z 

© 

ni 

Z 

0 

Z 


, 9„ G, <7+0, 


so ist, wie nut Hilfe des Fundamentalsatzes leicbt erkannt wird, in diesem Ausdruck, 
wenn man ibn als Funktion des Punktes s von T' betracbtet und die Punkte s unbe- 
stimmt lafit, jede in T' einwertige Funktion von z entbalten, welche das System 7^, r]„, 

oder aucb nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte besitzt, fur jeden nicbt 
m dem Systeme der oo^-Punkte vorkommenden Punkt stetig ist, gleicb oft (P wie <x)^ 
wird, und in je zwei zu einem der Scbmtte a, 6 , c geborigen entsprecbenden Punkten 
Werte annimmt, die sicb nur duicb einen langs des betreffenden Scbnittes konstanten 
Faktor, den sogenannten Scbnittfaktor, unterscbeiden Beacbtet man dann nocb, daB 
das System der <x>^-Punkte emer jeden ^.-Funktion, welcbe der in Rede stebenden 
Glruppe angebort, in dem Punktsysteme ri^, • • •, entbalten ist, und daB eine A(.-Punktion, 
als Funktion des Punktes z von T' betracbtet, in je zwei zu einem der Scbmtte a, !>, c 
geborigen entspiecbenden Punkten den gleicben Wert, also die Eins als Scbnitt- 

faktor besitzt, so erkennt man weiter, daB der aulgestellte Ausdruck aucb jede der in 
Rede stebenden .4-Punktionen entbalten muB. Nun wird aber dieser Ausdruck, der fur 
jeden Scbnitt c scbon die Ems als Scbnittfaktor besitzt, nur dann aucb fur j'eden der 
Scbnitte a, b die Eins als Scbnittfaktor besitzen, wenn die Grofien g^, • samtlicb 
ganze Zablen sind und auBerdem nocb fur 9 = 1 , 2 , •,j) das Aggregat. 
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em ganzes, etwa mit ]i^2m zu bezeichnendes, Tielfaches von 27 ii ist, oder, was dasselbe, 
wenn die Kongruenz (s Seite 89). 


( 1 ') 



bestebt Daraus folgt dann schlieBlich, daB -4-Funktionen, welcbe das Piinktsystem 
Vi’ ■> Vm oder auch nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte besitzen, dann, 
aber aucb nur dann existieren, wenn sich die Kongruenz (1'.) durcb ein imt • •, ri^ 
nicht identisches Punktsystem Sj, •, befriedigen laBt, und daB die allgemeinste zu 
einem solchen Punktsystem geborige Funktion A( 0 ) der genannten Art durcb 

die Gleicbung: 


( 2 '.) 


A(0) = G 


0 

S 

0 

^2 

z 

0 

z 

0 

Vi 

s 

0 

^2 

z 

0 

Vm 

Z 


bei der die g die durcb die Kongruenz (1'.) als Faktoren der a eindeutig bestimmten 
ganzen Zablen sind, und G eine willkurlicbe Konstante bedeutet, geliefert wird. 

Hat em der Kongruenz (1'.) genugendes Punktsystem Si, mit dem Punkt- 
system 7/i, , 7i„, keinen Punkt gemeinsam, so ist das Punktsystem ■, das System 

der oo^-Punkte, das Punktsystem Sj, ■ , das System der 0^-Punkte der zugeborigen 
durcb die Gleicbung (2') bestimmten Funktion A( 0 ), und diese Funktion ist dann von 
der Ordnung w Hat dagegen em solches Punktsystem mit dem Punktsystem -, 7 ]^ 
einen etwa m — hi Punkte entbaltenden Teil gemeinsam, so Widen, wie aus der Glei- 
cbung (2') folgt, die nacb Entfernung dieses gememsamen Teiles nocb ubrigen 
hi Punkte ?/ das System der oc‘-Punkte, die nocb ubrigen hi Punkte e das System 
der 0^-Punkte der zugeborigen Funktion A( 0 ), und diese Funktion ist dann voii der 
Ordnung m 

Das Hauptresultat der in diesem Abscbnitte bis jetzt durcbgefuhrten Unter- 
sucbungen kann man nun m folgender Weise aussprechen: 

„Zu ei7iem lelieUg m der Flaclie T angenommenen FmUsystevm = rp-\ • , rP, 

'if\ • » rP, , rf'\ •, 7f‘\ das den PmU rP (o' = 1 , 2 , ,0 m„-rml enfhalten moge, ecdstieren A-Funl- 
Uonen, welclien das Pmktsystein 1 ]^, •, 77„, oder auch nwr e%n Ted desselben als System der 

o6'--Pmkte mkommt, dann, (der auch war dann, wenn sich das System der p Gleichungen (1 ) 
durch Graven S, welche mcht samtlich den Wert Null hesitgen, hefnedtgen la^t, odei , was 
auf dasselbe hinauskommt, wenn sich d%e Kongi'acng (1') durch ein mit rj^, • •,ri„, mcht 
uientwches Punktsystem s^, • • , befnedigen la^t.“*) 


*) Vgl BiimiAHs, B , Theorio der AbeUchen Funktionen T, Art 6, (I, Ait 26 (GeBammelte Werke, 
2 Aiifl, 8. 88-U4; S 107—109, S 189—140) 
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3 . 


Die bisheiigen TJntersucliungeii haben ergeben, da6 die allenthalbea endlicben 
Funktionen w und ikre Denvierten fiix die Theorie der ^-Funktionen von fundamentaler 
Bedentung sind. Mit Rucksicht hierauf sollen zunachst die genannten Denvierten, die 
nach dem am Ende von Art. 12 des vorbergebenden Abscbmttes Bemerkten selbst zu 
den A-Funktionen geboren, einer eingebenden Betracbtung unterzogen werden. 

Die allgemeinste Funktion u wird naeb Art 2 des vorbergebenden Abscbmttes 

durch die Gleicbung: 

= Co + + Cam- • • + 


geliefert, wenn man dabei unter Co, c^, , c^, unbestimmte Konstanten verstebt Der 

durcb Cl = 0, Ca = 0, • c^, = 0 cbaraktensierte Grenzfall u‘ = Cq ist im folgenden immer 

ansgescblossen. Da die Funktion sicb infolge ibrer Stetigkeit fur das Gebiet irgend 
eines Punktes v/ von T' durcb die Gleicbung: 


u’ 



darstellen laBt, so ergeben sicb, wenn man in bezug auf die Lage des Punktes ri, 
insoferne dieser Punkt em von den Punkten oo, a verscbiedener Punkt oder ein 
^j_l).facber Windungspunkt oo oder ein (/*— l)-facber Windungspunkt a sein kann, 
drei Falle unterscbeidet, fur die Funktion und ibre Derivierte die folgenden Dar- 
steUungen 

1.) fur das Gebiet ernes von den Punkten oo, a verscbiedenen Punktes ?/ ist 




du 

dJ 


2.) fur das Gebiet eines (j-l)-facben Windungspunktes oo ist 


= + 

/dv,\ 

-r + 



1 

2 

1 - 7 - 

J 



_L -L 

» T ? 

) JT 










dii 

1 /du\ 

1 

1 

/d^u\ 

1 

1 

fd‘u\ 

1 

l[z 

T\^/o 

/+1 

1 ’ i 


< + 3 



c+S ’ ‘7 


3.) fur das Gebiet eines (^-l)-fachen Windungspunktes a ist 
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Diese Darstellungen lassen erkennen, daB die in T einwertige Fnnktion; 

dll du. , diK t I 

^ = Cx-5^ + C,-^ + .. +C,^, 


welche infolge der vorher uber die Konstanten c gemachten Festsetzong nicht allenthalben 
denselben Wert besitzen kann, nur fur die im Endlicben gelegenen Windungspunkte 
«!, eta, unendlicb werden kann und zwar algebraisch unendlich, und daB sie speziell 
fur den Punkt (9=1.2, ,r) hocbstens von der Ordnung — 1 unendlicb werden kann, 

aber nur dann von dieser Ordnung unendlicb wird, wenn von Null verscbieden 1 st. 

Beacbtet man dann nocb, daB nacb Art. 3 des ersten Abscbnittes die Beziebung 


^ (i^j— 1) = w + 2 ' + 2j 5 — 2 bestebt, so ergibt sicb zunacbst, daB eine .4-Funktion 
9=1 

1 st, deren Ordnung die Zabl » + g' + 2jp — 2 nicbt ubersteigt 

Es soli jetzt bewiesen werden, daB die Ordnung von nur dann unter %+g'+2i>— 2 


liegen kann, oder, was dasselbe, daB nur dann eine der r Grofien (j^^> • » (0^^ 
den Wert Null besitzen kann, wenn die in enthaltenen unbestimmten Konstanten 
Cl, Cp emer gewissen Bedingung genugen. Zu dem Ende bilde man, unter rj irgend 
einen Punkt der Flacbe T verstebend, die Gleicbung. 



und beacbte, daB die Forderung nur dann kerne Bedmgung fur die Kon- 
stanten c liefem wilrde, wenn die p OroBen • •> samtlicb den Wert Null 

batten. BesaBen aber diese p OroBen samtbcb den Wert Null, so wurde die zur 
Charakteristik geborige Funktion w = Pj^| auf Grund der Formeln (2^.), von 

Art. 5 des vorbergebenden Abscbmttes fiir jeden der Scbmtte a, b, c die Null als Scbnitt- 
konstante besitzen, also eine ^-Funktion sein, und es kbnnte durcb sie, da sie von 
der Ordnung 1 ist, die ( 2 j 9 -t-l)-facb zusammenbangende Flacbe T auf erne zur Reprasen- 
tation der Werte von w gewahlte W-Ebene abgebildet werden. Da eine solcbe Ab- 

bildung unmdglicb ist, so konnen die p GroBen (■|5)o samtbcb den 

Wert Null besitzen, und es ziebt daber die Gleichung stets eine Bedingung 

ftlr die Konstanten c nacb sicb. Damit ist aber, da an Stelle des, beliebig in I ge- 
wablten, Punktes ri aucb der Punkt ( 9 = 1 . 2 . ,r) gesetzt werden kann, bewiesen, daB 
im allgemeinen, das beiBt, wenn die Konstanten Ci, , Cp nicbt besonderen Bedingungen 
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gGnngcn, di6 r GtoBgii samtlicli von Null vGrscliiBdGn sind, odcr, was 

dasselbe, da6 der Funktion ^ im allgemeinen die Zahl n + q + 2p-2 als Ordnungs- 
zahl zukommt 

1st die Funktion ^ von der Ordnung n + q-\-2p — 2, besitzt sie also das den 

Punkt (?=i.2. l)-mal entbaltende Punktsystem a^, • , ai, • • , als System 

der oo^ Punkte , so kommen ihr aucb h + g + 2j3 — 2 0^-Punkte zu Beacbtet man nun, 

daB nach dem soeben fur die Grofie Bewiesenen im allgemeinen, das beiBt, wenn 

die Konstanten Cj, ••, nicbt besonderen Bedingungen genugen, kerne der q GroBen 
mit der Null zusammenfallen kann, so erkennt man auf Grund der 

unter 2.) fur aufgestellten Entu’icklung, daB im allgememen unter den « + S' + 2^1 — 2 
O^-Punkten der Funktion ^ der Punkt oo, (/=i, 2 , ,«) nur (f^-t-l)-mal auftritt, also von 

den w + 2 + 2j9 — 2 0^-Punkten nur ^(ty+l) = « + g' Punkte unendhch feme Punkte der 

Placbe T smd, und dementsprecbend das mit Sy, •, z;u bezeichnende System der 
2jp — 2 nocb ubrigen 0^-Punkte keinen der Punkte ooi, , 00 ^ enthalt. 

1st dagegen die Funktion ^ von der Ordnung w + g' + 2j? — 2 — if, besitzt sie also 
nur einen, n-\-q + 2p-2 — t Punkte umfassenden, Teil des den Punkt (?=i.2. .0 
l)-mal enthaltenden Punktsystems «!, •, a^, • System der c»^-Punkte, 

so setzt sick das, ebenfalls w + <? + 2j? — 2 — i Punkte entbaltende, System ibrer 0^-Punkte 
aus dem den Punkt 00 ^ (>'= 1 . 2 . ,?) (t^ + l)-mal enthaltenden Punktsystem cxii,- •, 

00 j, • , ooj und einem, mit Sy, • zu bezeichnenden, Systeme von 2p — 2 — t 

Punkten, von denen unter Umstanden nocb einige oder aucb alle unendlicb feme Punkte 
der Flacbe T sem konnen, zusammen. Im vorliegenden Falle erganze man nun das 
Punktsystem e^, •, eg^.g., dadurcb zu einem System von 2jp — 2 Punkten Sj, • • , eg;,_ 2 , 

daB man zu ibm dasjenige, f Punkte entbaltende, System, welches von dem oben auf- 
gestellten Systeme ay, •••,«!, • • •, • •> «,• nacb Wegnabme der n-\-q + 2jq — 2 — t 

cx)^-Pankte der Funktion nocb ubrig bleibt, hmzunimmt 

In jedem der beiden soeben betrachteten Falle soil nun das zur Funktion defi- 
nierte Punktsystem %, • • , eaj,_ 3 , insoferne durcb dasselbe die Funktion ^ bis auf einen 
von z freien Faktor bestimmt 1 st, das System der charakteristiscben Punkte der 
Funktion genannt werden.*) Wie die zu Anfang fur aufgestellten Entwicklungen 

*) Vgl. Bjemamn, B., Theone der Abelschen Funktioiien I, Art 10 (Gesammelte Werke, 2. Aufl, S 88—144;, 
S 117—118) 
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zeigen, werden die notwendigen und Mnreichenden Bedingungen dafar, dafi ein Punkt rj 
der Flache T — einerlei ob dieser Punkt ein von den Punkten cx>, a verschiedener 
Punkt Oder einer der Punkte oo oder endlich einer der Punkte a ist — in dem Systeme 
der charakteristischen Punkte emer Funktion zum mindesten «i-naal vorkommt, 
durcb die Gleicbungen. 



dargestellt 

Nach den vorstebenden Untersuchungen geboren die Funktionen ^ zur Qruppe 
derjenigen ^-Funktionen, welcbe das den Punkt ag(f=i. 2 , ,r) — l)-mal entbaltende 

Punktsystem «!, ■ , ccx, • oder aucb nur emen Teil desselben als System 

der oo^-Punkte besitzen, und zwar geboren sie speziell zu jener Untergruppe, die von 
denjenigen Funktionen der Gruppe gebildet wird, bei welcben das den Punkt oo^ (-'= 1 . 2 , ,q) 
(i^ - 1 - l)-mal entbaltende Punktsystem oo^, • • , 00^, • •, cxs^, , oo^ als Bestandteil des 

Systems der 0^-Punkte auftritt Beacbtet man dann nocb, dafi das mit irgend einer zur 
definierten Untergruppe gebdngen Funktion A(g) gebildete, uber emen ganz m I' ver- 

s 

laufenden Weg erstreckte Integral j'A(z)dz eine in T' einwertige und stetige Funktion 

der komplexen Veranderlicben z ist, und zwar eine Funktion u% da seine Werte m je 
zwei zu einem der Scbnitte a, b, c gebongen entsprecbenden Punkten sicb nur 

um eine langs des betreffenden Scbnittes konstante Grofie unterscheiden, so erkennt 
Tuari scbliefilicb, dafi die soeben definierte Untergruppe aufier den Funktionen ^ keine 
weiteren Funktionen mebr entbalt 

Nacbdem jetzt ermittelt ist, welcbe Stellung die Funktionen ^ unter den 
jd-Funktionen emnebmen, lassen sicb die Systeme der cbarakteristiscben Punkte der 
Funktionen aucb einbeitlicb definieren; man bat dazu nur die gegen Ende des 

Art. 2 angestellten Betracbtungen, speziell die Kongruenz (1'), auf die Funktionen 
zu bezieben. Bs ergibt sicb dann, dafi die Gesamtbeit der den Funktionen ^ zukommen- 
den Systeme der cbarakteristiscben Punkte mit der Gesamtbeit der Losungssysteme 
8i> • ■ > esj )-2 der Kongruenz. 

( x = Q (r=2p-3 \ /9 = *' 

xr=l / \^=1 / 

Oder der mit ibr iquivalenten Kongruenz: 

( <T = 2p-a \ /(i = r y = q \ 


identiscb ist. 


22 * 
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Bilden zwei Punktsysteme s^, , s„; e[, , s^. cm+m'= 2 j>- 2 ) zusammen das System 
der cliaraktenstisclieia Punkte einer Funktion so soil jedes der beiden em zu dem 

anderen gehoriges Eestpunktsystem einer Funktion genannt werden 


4. 

Fur die weitere TJntersucbung der ^-Funktionen bedarf man ernes auf Systems 
linearer Grleichungen sich beziehenden Hilfssatzes Dieser soil jetzt aufgestellt werden 
Gegeben sei em rechteckiges Schema, eine sogenannte Matrix. 



^12 



^22 * 

^2m 

dpi 

to 



von mp GroBen Wahlt man, unter ^ eine ganze, keine der Zahlenw, jp 

ubersteigende Zahl verstehend, bei dieser Matrix irgend q Honzontalreihen aus und bei 
diesen irgend q Vertikalreihen, so wird dadurch ein quadratisches Schema von GroBen a 
bestimmt, dessen Determinants eine ^-reihige Determinants der Matrix genannt werden 
soli. Unter dem Eange r der Matrix ist dann nach Herm Frobenius*) diejenige groBte 
ganze Zahl r zu verstehen, fur welche die entsprechenden, r-reihigen, Determinanten 
der Matrix nicht shmtlich den Wert Null haben. Diese Zahl t kann hochstens gleich 
der kleineren der beiden Zahlen m, p sein, da g'-reihige Determinanten der Matrix, fur 
die q groBer als die kleinere der beiden Zahlen m, p ist, uberhaupt nicht existieren 
Ist r um g Einheiten kleiner als die kleinere der beiden Zahlen m, p, so haben der 
Definition der Zahl x zufolge die den Werten g' = r + l,r + 2, •• ,r + g entsprechenden 
rj'-reihigen Determinanten der Matrix samthch den Wert Null 
Irgend s Systems von je m konstanten GroBen. 

/fp) /Yp) /Yp) 

/jfP) ^(2) , . ^(2) 

^1 y ^2 y y 

/Yp) /Yp) . 
y ^2 y y 

heiBen linear unabhangig, wenn die mit Hilfe von s unbestimmten GroBen cf-^\ 
gebildeten m Gleichungen: 

*) Feobenius, G , tJber homogene totale Dxfferentialgleiohungen. (JoTixnal fur die reme und angewandte 
Mathematik, Bd 86, S 1 ) 
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nur far cP-^ = 0, <P^ = 0, , = 0 bestehen konnen. Lassen sich dagegen diese Gleicbungen 

durcb ein von 0, 0, • • ,0 verscbiedenes Grofiensystem (P'\ befriedigen — fur 

s > m ist dies immer moglich — , so werden die s Systeme der Grofien x linear abhangig 
genannt. Ist in diesem letzteren Falle speziell c^‘’^4=0, so laBt sich eine jede der m 
Grbfien cdf, • • , durcb die s — 1 mit ihr in derselben Vertikalreihe stehenden 

GroBen x mit Hilfe derselben s — 1 GroBen = — (>= 1 . 2 , ,a-i,a+i, in der durcb die 
Gleicbung; 

x^^^=dP^x^^ + + dP’~'‘-'^x’'^~'^'^ + + • + dWfljW C“=i.2. .m) 

bestimmten Form linear ausdrucken, und es soli dann gesagt werden, daB das u*® System 
der GroBen x sicb aus den 's — 1 ubrigen Systemen linear zusammensetzen lasse. 

Nacb diesen Vorbereitungen kann man jetzt den erwahnten Hilfssatz in folgender 
Weise aussprecben: 

Hilfssatz. Die nachstebenden funf auf die beiden Gleicbungensysteme: 


(e>-) 

= m 

y = l,2, 




(Qj.) 



II 

O 



sich beziebenden Aussagen sind gleichwertig, insofern aus irgend einer von ibnen als 
Voraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Der Eang der Matrix der GroBen a 1 st gleicb r. 

n.) Das Gleichungensystem (Gi.) besitzt m — x, von 0, 0, • , 0 verscbiedene, linear 
unabbangige Losungssysteme xf^, 4"^, •••, 0 = 1 ,% ,m-t, und das allgemeinste Losungs- 

system laBt sich aus ibnen mit Hilfe von m — t unbestimmten Konstanten bnear zu- 
sammensetzen. 

HI.) Das Gleichungensystem (G3.) besitzt — x, von 0, 0, • , 0 verscbiedene, linear 
unabbangige Losungssysteme yi\ ", yf, und das allgemeinste Losungs- 

system laBt sicb aus ibnen mit Hilfe von p — x unbestimmten Konstanten linear zu- 
sammensetzen. 

IV. ) Aus den Gleichungen (Gj.) lassen sich x berausgreifen, die voneinander un- 
abhtogig sind, und jede der jp — x tibrigen Gleichungen ist eine Folge derselben. 

V. ) Aus den Gleichungen (G^.) lassen sicb x berausgreifen, die voneinander un- 
abbtogig sind, und jede der m — x ubrigen Gleichungen ist eine Folge derselben. 

Fbr den Beweis dieses Satzes moge auf die unter dem Texte zitierte Arbeit des 
Herm Feobenius*) verwiesen werden. 

*) Ebobbiuds, G , tlber das Pfaffsohe Problem (Journal fur die reme und angewandte Mathemakk, Bd 82, 
S. 2B6) Vergleiolie auch.: Wbbkr, E Vorlesungen lilDer das Pfaffsche Problem und die Theone dei partiellen 
Differentialgleiohungeu erster Ordnung (Leipzig, Teubnex 1900, S 16.) 
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5 . 

Nach dem am Ende des Art 2 ausgesprochenen Resultate existieren zu einem 
beliebig m T angenommenen Punktsysteme •, = • •, rP, , rl-'\ • •, r^, das 

den Pankt rP (<7=1.2, ,*) jH^-mal enthalt, Funktionen A[z), welchen das Punktsystem 
%> • Oder auch nur ein Teil desselben als System der oo^-Punkte zukommt, dann, 
aber aucb nur daim, wenn sick das System der p G-leichungen: 



— bei dem der einfackeren Sckreibweise wegen fur 0 = 1 , 2 , -s durck z„ ersetzt 
ist — durck Grofien S, welcke mckt samtlick den Wert Null besitzen, befnedigen laBt. 
Dies ist nack dem im vorkergekenden Artikel aufgestellten Hilfssatze dann, aber auch 
nur dann mbgkck, wenn der, mit fRii 1(7/1, •, 1 ]^) zu bezeichnende, Eang der Matrix: 



— Oder, wie im folgenden der Kurze wegen, m Ubertragung des Begriffes „Rang“ von 
der Matrix auf das ikr zu Grunde kegende Punktsystem 7/1, , rj,„, gesagt werden soil, 

der Eang des Punktsystems 7/1, , 7 /„, — der weder uber p nock uber m liegen, 

aber auck, nach dem in Art. 3 uber die GroBen Bewiesenen nickt gleick 

Null sein kann, kleiner als m 1st. Fur m=p + l,p ->r 2 , • -ist immer Jftiii (t/i, • t/J < 7 w, 

|i| _ 

wie auck das Punktsystem t/i, •••, von Anfang an gewkhlt sein mag; fUr m^p da- 
gegen vnrd, wie die spatere eingekende Untersuchung zeigt, durck die Forderung, daB 
der Eang 3 l|i|(%,'--, 7 /„) kleiner als m sei, zugleich erne Beziekung zwiscken den Punkten 

|i| 

des Punktsystems gefordert. 
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Die samtlichen zu deni Punktsystem %, • •, ri„, etwa existierenden Punktionen A(s) 
werden nach Art 1 durck die Gleickung; 


A{g) = (7 + Sii P ’’g + • • + P 


+ 




.(«) 


+ • + P 


nt*)! 


geliefert, wenn man darm, unter C erne willktirliche Konstante verstehend, an Stelle 
von Sn, • , • -, 2 , 1 , , S,„,, ein jedes von 0, • , 0, • , 0, • ,0 verschiedene, 

das Gleichungensystem (G^) befriedigende GroBensystem treten laBt, Irgend k dieser 
Funktionen A(/)’ 


+ • + 




^«(»)-Cr“i+8f>p|’'“’|+ +BS1I' 

^(«(^)_cr('i+2f>p|’-;'|+ 4 -«ip|’>;’|+ +2<‘>p|’;‘'|+ ■ +S<*>P 

sollen linear unabhangig genannt werden, wenn der Ausdruck: 


nC») 




+ + A® 

fur kein von 0, -,0 verschiedenes Konstantensystem • •, in P allenthalben den- 

selben Wert besitzt. Existiert dagegen ein von 0, • • •, 0 verschiedenes Konstantensystem 
fur das der soeben aufgestellte Ausdruck in I allenthalben denselben, mit A 
zu bezeichnenden, Wert besitzt, sodaB also die Gleichung. 


AW^W(^) + + . +AW^«(^) = A 

besteht, so sollen die k Punktionen linear abhangig heiBen. Aus diesen Defimtionen 
folgt, daB die k Punktionen AP'\z) dann, aber auch nur dann linear unab- 
hangig Sind, wenn die k bei ihnen auftretenden Konstantensysteme •••, , 

-j Sim.. Sinne der im vorhergehenden Artikel gegebenen Definition 

linear unabhangig sind. 

Da die Punktionen ^ nach den Dntersuchungen des Art. 3 zur Gruppe derjemgen 

-4-Punktionen gehoren, bei denen an Stelle des allgemeinen Punktsystems ri^, das 

spezielle den Punkt «(,(?=!, a, ,r)(^^—l)-mal enthaltende Punktsystem «!, • , ai,----, a,.,- •,«, 
steht, so konnen die soeben aufgestellten Defimtionen unmittelbar auf die Punktionen 
tibertragen werden. Aus diesen Defimtionen folgt hier, daB die m mit irgend welchen 

dvt 

Konstanten c gebildeten Punktionen j-: 
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_ .( 1 ) , 
~dr~^^ ~dT^ 



Am) j _i_ ,.(>») 

~di'^ dz 

daniL, aber auch nur dann linsar uaabbangig sind, wenn di6 )w bei ibnen auffcrefcendGn 
Konstantensysteme p=i. 2. linear unabbangig sind. 

Nacb diesen Vorbereitungen soli jetzt das Gleichungensystem (Gi.) unter der, 
den Wert m = l ausscbliefienden, Voraussetznng diskutiert werden, daB der Eang 

91|il(%> • Vm) des Punktsystems i]t, - , Vm, weder uberj? noch uber m liegen, aber 
Im 

aueb nicbt den Wert Null haben kann, kleiuer als m ist, da nur dann, vne schon vorher 
bemerkt wurde, das Gleichungensystem (Gi.) sich durch GroBen C, die nicht samtlich 
mit der Null zusammenfallen, befriedigen laBt Dabei soil der Pall, wo , Vm)=jP 

ist, von dem Falle, wo •, v) <P ist, unterschieden werden. 

Erster Fall: Der Bmig 91ni(i]i, Punktsystems t/i, •••, ist glmh p 

U\ 

Dieser erste Pall kann, da die gemachte Yoraussetzung 9l|i|(%, 

io. jp<m ubergeht, nur fur w =i) + 1, jp + 2, • • auftreten; er liegt, wie aus dem im 
folgenden unter IH.) Gesagten hervorgeht, immer vor, wenn m>2p — 2 ist, also unter 
alien Umstanden fur = 1. 

In diesem ersten Falle ergibt sich nun durch Anweudung des im vorhergehenden 
Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (G^ ), daB die folgenden funf 
Aussagen gleichwertig siud, insofern aus irgend einer von ihnen als Yoraussetzung jede 
der vier anderen abgeleitet werden kann. 

1.) Der Bang • • •, ??,„) des Pwiltsystems • • , tj,,, tst gle%ch jg. 

11) Das Oleichungensystem (Gi.) hesitzt m—p, von 0,- ,0,-- ,0, ,0 verschzedene, 

hnear mdbhangtge Losmgssysteme •••, • ■, -<= 1 . 2 . md das all- 

gemeinste Dosungssystem la^t Sich aus ilinen m%t Htlfe von m—p unhestimmten Konstanten 
hnear suscmmenseteen ; oder, was dasselbe, es gibt m—p hnear unabliangige Funktionen A(0)' 


- 0<'> + SfiP|’'“’| + • • + SSIpI"; 


+ SHP', 


+ Sim. 


weldien das Punktsystem ri^, -,7]^ oder auch nur e%n Teil desselben als System der cxi^-Punkte 
mkommt, und die dUgememste derartige Funkhon A(d) la^t sich aus ihnen mit Silfe von 
fn—p + 1 unhestimmten Konstamten A'®’, linear susammensetzen in der Form: 


A(0) = AW + + AWA[W(;®) + • • + 
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III.) JDas Gleiclmngensystem. 





Tcann nur durch Ci = 0, 0^ = 0, •, c^=0 hefnedigt we) den, oder, was dasselbe, es gibt Iceine 

FunMton jj, hei der das PimMsystem rji, •• , tn dem Sy stems der cha/rakterisUschen PunMe 
enfhalten ist. 

IV.) Pte p Qleichungen (G-i.) s%nd voneinander imdbJumgig, 

V.) Aus den Qleichungen (G'g.) lassen sicli p lierausgreifen, dte voneinander unah- 
liang%g s%nd, und jede der m —p uhngen Gleicliungen tst e%ne Folge derselben. 

Die allgemeinste zu dem Punktsystem rji, ■ ,rj„, gekorige Funktion A(d) enthalt 
nacli n) m—p + 1 wesentliche willkurliche Konstanten linear homogen.*) In Uberem- 
stimmung hiermit folgt aus IV.), daB sich von den m GroBen fi m—p angeben lassen, 
die von Anfang an willkurhch gewahlt werden konnen und durch die dann die p tibrigen 
GroBen S emdeutig bestimmt sind. 


Zweiter Fall : Per Pang 1 1 (771, • • , r]„i) des PunJctsystems %,•••, ??„ ist Ttlemer als p. 

Dieser zweite Fall kann, wie aus dem im folgenden unter HI.) Gesagten hervor- 
geht, nur dann auftreten, wenn m'^2p — 2 ist, also unter keinen Umstanden ftir^ = l; 
er liegt fur jp>l, der gemachten Voraussetzung 9lji|(7?i, •, zufolge, immer vor, 

wenn m <p + 1 ist. 

In diesem zweiten Falle ergibt sich nun durch Anwendung des im vorher- 
gehenden Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gj.), daB die folgen- 
den ftmf Aussagen gleichwertig sind, insofem aus irgend einer von ihnen als Voraus- 
setzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I.) Per Pang • • •, 7j„) des PmUsystems rjm ^ gleich r. 

II) Pas Gleichungensystem (G^ ) hesitst m — t, von 0, • ■ 0, • • -,0, ,0 verschiedene, 

linear unabhangige Losungssysteme • • •, • • • •, • • •, 

’") Ribmann, B, Theorie der Abelschen Funktionen I, Art, 6 (Gesammelte Werke, 2 Aufl, S 88—14,4, S 108) 
r-B, n, 23 
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gemeinste Losungssysteni lafit sicli aus iJinen nut Hilfe von m — x unhestimnifen Kofistanfen 
linear susammensetzen , ode), uas dasselbe, es gibt m — t Uneai unabhangige FunUionen A(z): 




+ 


+ SM ■? 


r/ii 


«(1) 


+• +ss';pr"+ •+S2P 




As) 


/ — 1 ) j ” Xj 


welelien das Punlf system rh,-- ,r]^ oder aiicli nw em Teil desselben als System der oA-PunUe 
zuTconimt, und die allgememste deiartige FunJction A(z) lafit sicli aus tlinen mit Hilfe von 
«? — X + 1 unleshmmten Konstanten lineai zusammensetzen in der Form • 


A{z) = A(“J + . 

nij Das Gleichungensysiem (G-j.) hesitztp — x, von 0 , •• ,0 verscJuedene, Imeai wi- 
abliangige Losungssysfeme cf, ^=1.2. .p-t, und das allgememste Losiingssystem la^f 

sicJi aus ilmen nut Hilfe von p — x unhestmmten Konstanten linear zusammensetzen, odei, 

loas dasselbe, es gibt p — x linear unabliangige Funktionen ^ 


(*)£^ , , , I 

~ h df. ^ ^ ^ *'1 


dz 


dz 




duj) 


dz ^ 


r = l,2, 


hei ivelclien das PunMsystem • •,rj„^ m dm Systeme der cliarakteristisclien Punkte ent- 
Jialten ist, und die allgemeinste deraihge FunUion la/St sicli aus ilmen mit Hilfe von. 
p — x unhestimmten Konstanten X^^\ A®, , A^“*^ linear zusammensetzen in der Form: 

— = _L ;|,(2) I I _ 

dz dz 6^0 ' ' dz 

IV.) Aus den Gleicliungen (G^ ) lassen sicli x lierausgreifen , die voneinander unal- 
liangig sind, und jede d&r p — x uh igen Gleicliungen ist eine Folge deiselben 

V ) Aus den Gleicliungen (Gj ) lassen sicli r lierausgi eifen, die voneinamder unahlia/nyig 
Sind, und jede der m — x ubrigen Gleicliungen ist erne Folge derselhen 

Die allgememste zu dem Punktsysteme rh, ■ , gehonge Funktion A(z) enthalt 
nacb. IL) lu — r + 1 wesentliche wiUkurliche Konstanten linear homogen.'*') In Uberein- 
stimmung hiermit folgt aus IV), dafi sich von den m GroBen fi m — x angeben lassen, 
die von Anfang an willkiirlicb gewahlt werden konnen und durch die dann die r ubngen 
GroBen S eindeutig bestimmt sind. 

Setzt man in den letzten ftinf, unter der Voraussetzung x<iJ gemacbten, Aus- 
sagen x=p, so gelangt man bei richtiger Interpretation wieder zu den fiinf auf den 
ersten Fall sicb beziebenden Aussagen 


*) Roch, G- , Tiber die Anzabl der willkurlichen Konstanten m algebraisohen Funktionen (Journal fur die 
leine und angewandte Matbenaatik, Bd 64, S 372) 
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6 . 

Von besonderem Interesse sind diejenigen J.-Funktionen, welche nur fur einen 
einzigen Punkt ?? der Flache T unendlicb werden, also das den Punkt rj »j-mal ent- 

baltende Punktsystem if , • , f Oder aucb nur einen Teil desselben als System der 
oo^-Punkte besitzen. Nach den Untersucbnngen des vorhergehenden Artikels existieren 

Funktionen A( 2 ) von dieser Ai-t dann, aber auch nur dann, wenn der Eang 

des aufgestellten Punktsystems eine unter m liegende Zabl r ist, und zwar gibt es dann 
immer m — v linear unabhangige Funktionen A(s) 


A^'H2) = CM + £Mp|;| + + • • + 


>' = 1,2, ,m-r, 


welcben das Punktsystem • , f oder aucb nur ein Teil desselben als System der 

oo^-Punkte zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion A(/) laBt sick aus ibnen 
mit Hilfe von — r + 1 unbestimmten Konstanten bnear zusammen- 

setzen in der Form: 


A(2) = A^o^ + am + . . + aM-’')^(»-*)(^). 


Aus dem soeben aufgestellten Systeme der m — x linear unabbangigen Funktionen 
erhalt man wieder ein System von on — x Imear unabbangigen Funk- 
tionen A(2) der in Eede stebenden Art, wenn man darin, unter fi, v irgend zwei Zablen 
aus der Eeibe 1, 2, , m — x, unter c eine beliebige Konstante verstebend, A^'^[ 2 ) durcb 

+ cA^'’\2) ersetzt, und man kann dann fur den Fall, dafi die Funktionen A^\3), A''\3) 
dieselbe Ordnung m^m baben — also die GroBen von Null verscbieden smd, 

die GroBen dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung 

von A^'\ 3 ) + cA^'\z), indem man c durcb die Gleicbung = 0 bestimmt, kleiner 

als m macben. Von dem ursprunglicben Systeme A^\3), •, A!-”'~'‘\3) ausgebend kann 

man nun durcb wiederholte Anwendung dieses Eeduktionsverfahrens, indem man zu- 
nacbst bei den Funktionen von der bochsten Ordnung beginnt, zu einem Systeme 
AS\3), • ', A^"'~'‘\2) von m — x linear unabbangigen Funktionen A(z) der in Eede stebenden 
Art gelangen, bei dem keine zwei Funktionen die gleiche Ordnung besitzen Haben aber 
die so gewonnenen Funktionen A die — jedenfalls der Eeibe 1, 2, • • , m angeborigen — 
Ordnungszablen beziebungsweise, so muB aucb die Ordnungszabl m irgend 

einer Funktion der in Eede stebenden Art, da jede solcbe Funktion sicb aus den 
Funktionen A mit Hilfe von wi — r-l-l passend gewSblten Konstanten A^®^, A^, A^"*^ 

Imear zusammensetzen lABt in der Form; 
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A(0) = A'") + + • + A('"-’=U(’"-*^(^), 

sich mit einer der ZaHen decken, oder, was dasselbe, es gibt unter 

den Zablen 1,2, •,m gerade r = 9t|ij(t, ••, f) Zahlen, die nicM als Ordnungszahlen 

bei den Funktionen A( 0 ) der in Eede stehenden Art auftreten konnen. 

Erne positive ganze Zahl n soil eine zum Punkte tj der Flache T gehbrige 
Luckenzahl genannt werden, wenn unter den nur im Punkte ri unendlich werdenden 
jl-Punktionen keine von der Ordnung n sich befindet, also keine, die im Punkte r] oo” 
wird. Die Zahl 1 ist unter alien Umstanden eiue Luckenzahl, da nach dem in Art. 3 
Bewiesenen A-Funktionen von der Ordnung 1 nicht existieren. Dagegen ist erne uber 
1 liegende Zahl n nur dann eine zum Punkte gehonge Luckenzahl, wenn die Differenz 

"jV)’ Definition des Begnffes „Rang“ zufolge nur den 

111 111 

Wert 1 Oder den Wert 0 haben kann, den Wert 1 besitzt, da nach dem soeben Be- 
1 

wiesenen •••, ^) die Anzahl der in der Reihe 1, 2, •• vorkommenden, zum 

|i| 

Punkte 7] gehdrigen Luckenzahlen ist. Beachtet man nun, dafi ^ der grofite Wert ist, 
den die mit wachsendem (i niemals abnehmende Grofie • • •, annehmen kann, 

und daB diese Grbfie, nach dem im vorhergehenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten, 

jedenfalls fur — l den Wert jp besitzt, so erkennt man schliefilich, daB es im 

ganzen p zum Punkte rj gehonge Luckenzahlen gibt, daB diese samtlich in der Reihe 

1,2,- ,2j 3 — 1 enthalten sind, und daB von ihnen in der Reihe 1, 2, 

1 /*■ 

gerade 9t|i|(^, •■,v) vorkommen *) 

|i| 

7 . 

Die m Art. 5 fCir die Diskussion des Gleichuugensy stems (Gj.) gemachte Voraus- 
setzung, daB der Rang • , ??„) des Punktsy stems j?i, • • •, eine unter m liegende 

|i| 

Zahl t ist, deckt sich nach dem am Ende des Art 2 ausgesprochenen Resultate mit 
der Forderung, daB die Kongruenz. 

sich durch ein nut nicht identisches Punktsystem Ci, ••*, s„, befriedigen laBt, 

Oder — wie im folgenden der Kurze wegen gesagt werden soil — daB das Punkt- 

*) Vgl Wbiibstbass, K , Vorlesungeii nber die Theone der Alelschen Transzendenten (Mathematisohe Werke, 
Bd IV, S 211 — 226 ) 
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system. ein ersetzbares Punktsystem ist Zwei durck die aufgestellte 

Eongruenz verknilpfte Punktsysteme • , s^; ,r},„ soUen aquivalente Punkt- 

systeme beiBen. 

Um die samtlicben mit dem vorgegebenen Punktsystem aqmvalenten, 

von rji, •••, 7 ]^ verschiedenen Punktsysteme zu erhalten, hat man nur filr jede zu dem 
Punktsystem fji, • •, Tim. Sinne des Art. 1 gehonge Funktion das System der 
0^-Punkte aufzustellen und zu ihm dasjenige Punktsystem hinzuzufugen, welches von 
dem Punktsysteme nach Wegnahme des Systems der cxi^-Punkte der Funktion 

A(g) noch ubrig bleibt Man erhalt auf diese Weise die samtlichen in Eede stehenden 
Punktsysteme, und auch jedes nur einmal, wenn man bei der Durchfuhrung des an- 
gegebenen Yerfahrens jede Funktion A( 2 } ausschlieBt, die sich von einer schon m Be- 
tracht gezogenen Funktion A( 0 ) nur um einen konstanten Faktor unterscheidet. 

Die notwendigen und hmreichenden Bedmgungen dafur, daB ein Punkt s der 
Flache T — emerlei ob dieser Punkt m dem Punktsysteme enthalten ist 

Oder nicht — in einem mit aquivalenten Punktsysteme zum mindesten j'-mal vor- 

kommt, werden durch ein System von y homogenen linearen Grleichungen zwischen den in der 
allgemeinsten hierher gehorigen Funktion = + q. 

auftretenden m — v + 1 Konstanten dargestellt. Dementsprechend ka,mi 

man fur die Bildung eines mit • ,7}„ aquivalenten Punktsystems die m — r 

Punkte Cl, • , beliebig wahlen; denn diese Wahl zieht nach dem soeben Bemerkten 
ein System von nur m — t homogenen linearen Gleichungen zwischen den m — r + 1 
Konstanten nach sich. Die r noch fehlenden, das gewahlte System 

zu einem mit rj^, t}^ aquivalenten Systeme erganzenden Punkte • •, 

werden aber nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn durch das erwahnte System von 
m — t Gleichungen die m — r + 1 GroBen A^‘\ , bis auf einen alien gemein- 

samen Faktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, wenn die Matrix der (m— r) (m— r + 1) 
in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auftretenden GroBen den Bang m — t besitzt 

Es soli jetzt bewiesen werden, daB durch die Wahl der Punkte e^, die r 

noch fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt siud Zu dem 

Ende grenze man in der Flache T m — t kemen der Punkte t^i, • enthaltende Be- 
reiche Bj, ab, bilde mit Hilfe der m — t schon benutzten linear unabhangigen 

Funktionen •••, A^”'~'‘'>( 0 ') die Determinante: 

AP^\b,) • • . 

und stelle sich die Frage, ob diese Determinante fiir je w— r den Bereichen • • ■, 
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beziehimgsweise angehorige Punkte Si, • , den Wert Null besitzen kann. Ware 
dies moglich, so wurde die Deteimmante, als Funktion des in T beweglicben Punktes 
betrachtet, fur jeden dem Bereiche angehbngen Punkt und folglich fur jeden 
Punkt £i von T den Wert Null besitzen, wie auch die Punkte e^, , innerhalb 

der Bereiche B^_, gewahlt sind, und es vrurden dann wegen der Linearunab- 

hangigkeit der Funktionen • •, auch die zu den Elementen •, 

gehorigen (w — r — l)-reihigen TJnterdeterminanten fur jede Lage der Punkte e^, •••, 
innerhalb der Bereiche B^, • , den Wert Null besitzen. Nimint man dann speziell 
die zu dem Elemente gehorige (m — r — l)-reihige Unterdeterminante, wendet 

dieselbe SchluBweise an und fahrt so fort, so gelangt man schlieBhch zu dem sinnlosen 
Resultate, daB die Funktion fur jeden dem Bereiche jB„_i angehorigen Punkt 

z = s„,_^ und folglich fur jeden Punkt ,s von T den Wert Null besitzt Damit ist aber 
zun3,chst bewiesen, daB die aufgestellte Determinante nicht fur je m — x den Bereichen 
Bi, ■» -Bm-r beziehungsweise angehonge Punkte «i, •• , wie klein diese Bereiche 
auch sein mogen, den Wert Null besitzen kann Wahlt man jetzt m — v den Bereichen 
Bi, •, B„_f beziehungsweise angehorige Punkte i^, • , von der Art, daB die auf- 
gestellte Determinante nicht verschwindet, wenn man gleichzeitig £i = ii, •• , = 

setzt, so lassen sich, da dieselbe, als Funktion der m — x Veranderlichen Si, • , 
betrachtet, fur = ii, • , stetig ist, in T m — x diese Punkte beziehungs- 
weise enthaltende G-ebiete (xi, •, von der Art abgrenzen, daB die Determinante 

fur je w — r diesen Gebieten beziehungsweise angehorige Punkte Si, • • , einen von 
Null verschiedenen Wert besitzt Beachtet man dann noeh, daB durch die auf irgend 
ein solches Punktsystem e^,- , bezogenen m — t Gleichungen' 

0 = A(“) + 

die GroBen A^“^, A^^^ • • •, bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt sind, 
so erkennt man die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung, daB durch die Wahl der 
Punkte Cl, , die r noch fehlenden, das angenommene System «i, , zu einem 

mit 7^1, • , Tin aquivalenten Systems erganzenden Punkte Sn-^+i, ■> allgemeinen 

eindeutig bestimmt sind. 

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt als Resultat, daB die 
beiden Aussagen. 

a ) Bos Punktsystem rji, -, rj,^ hesvtzt als Bang 9l| 1 1 (iji , , unter m Iteg&nde Zahl x , 

M . , . 

b) JDds Punktsystem r^, • , ist ersetzhar, fur dte Bildmg eines mtt %hm aquir 

valenten Punktsystems konnen m - x Punkte heluUg gewahlt werden v/nd es sxnd durch d%e 
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Wahl von m — r Pmilden die r noch fehlenden PmiTde im allgemeinen midentig hestimmt; 
gleichwertig smd, insoferne nicht nur, wie schon bewiesen, aus der ersten als Voraus- 
setzung die zweite folgt, sondei’n auch umgekehrt aus dieser jene. Denn, besaBe das 
unter b ) charakterisierte Punkfcsystem eine von r verschiedene, wegen der Ersetzbarkeit 
des Punktsystems jedenfalls unter m hegende, Zabl x als Pang, so konnten, im Wider- 
spruche mit dem uber das Punktsystem Vorausgesetzten, fur die Bildung eines mit ihm 
aquivalenten Punktsystems m — x, die r noch fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig 
bestimmende Punkte beliebig gewahlt werden. 

Das soeben ausgesprochene Pesultat laBt zugleich erkennen, dafi ein jedes mit 
einem Punktsystem , 7 j„^ vom Range x<m aquivalente Punktsystem ebenfalls den 
Rang r besitzt. Man hat dazu nur zu beachten, dafi die fur ein solches Punktsystem 
geltende Aussage b) auf jedes mit ihm aquivalente Punktsystem ubertragen 
werden kann, und dafi daher, wegen der Gleichwertigkeit der Aussagen a.) und b ), die 
Aussage a) auch fur jedes mit rji, ‘,7]^ aquivalente Punktsystem gilt. 


8 . 

Mit Rticksicht auf die Ausnahmestellung, welche die in Art. 5 betrachteten zum 
zweiten Falle gehorigen Puuktsysteme, nach dem dort unter HI) Gesagten, gegenuber 
den zum ersten Falle gehorigen Punktsystemen einnehmen, sollen in diesem Artikel 
die zum zweiten Falle gehorigen Punktsysteme noch emer besonderen Betrachtung 
unterzogen werden. 

Zu dem Ende nehme man an, dafi das den Punkt ,») m^-mal enthaltende 

Punktsystem rji, • , ri„^ = • , '4“^ zum zweiten Falle gehore, oder, 

was dasselbe, dafi sein Rang 91ni(7?i, • , eine unter m und jg liegende Zahl x sei. 

IM 

Die Zahl m kann dann nach dem beim zweiten Falle Bemerkten nicht groBer als 
2p — 2 sein 

1st zunachst w = 2^) — 2, so muB jp — r = l sein, da sonst nach dem beim zweiten 
Falle unter III.) Gesagten zum mindesten zwei linear unabhangige Funktionen ^ 
existieren wurden, denen das Punktsystem t/i, • • ,7]sp_2 als System der charaktenstischen 
Punkte zukame, wahrend doch nach dem in Art. 3 Bemerkten zwei Funktionen denen 

dasselbe Punktsystem als System der charakteristischen Punkte zukommt, sich nur um 
einen konstanten Faktor unterscheiden konnen Ein zum zweiten Falle gehbriges 
System von 2j? — 2 Punkten besitzt daher stets den Rang p — 1. Auch erkennt man 
ohne Milhe, dafi die Gesamtheit der den Funktionen ^ zukommenden Systeme der 
charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der den Rang p — 1 besitzenden Systeme 
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von 2 ^? — 2 Punkten identisch ist, und dafi daher, well je zwei der zuerst genannten 
Panktsysteme, wie ein Blick auf die am Ende von Art 3 aufgestellte Kongruenz zeigt, 
aquivalent sind, aucli je zwei der zuletzt genannten Punktsysteme aqmvalent sind. 

Par die ganze noch folgende Fntersuchung soli jetzt vorausgesetzt werden, daB 
2 j) — 2, also etwa m = 2p — 2 — m sei Es gibt dann nach dem beim zweiten Palle 

unter IE.) Gresagten p-t, dort mit bezeichnete, linear unabhangige 

Punktionen bei welcben das Punktsystem rh, • •, einen Bestandteil des Systems 
der charakteristischen Punkte bildet, und die allgemeinste derartige Funktion ^ setzt 
sich aus ihnen mit Hilfe von p — x unbestimmten Konstanten zusammen 

in der Form ^7 = Ist speziell t=p — l, so 1 st — da sich 

da.nn die soeben fur die allgemeinste hier in Betracht kommende Funktion auf- 
gestellte Gleichung auf ^ = reduziert — das von der Funktion herkom- 

mende, mit zu bezeichnende, Eestpunktsystem (siehe die Defimtion am Schlusse 

von Art. 3) das emzige zu • , 7 j„, gehonge Eestpunktsystem emer Funktion und 

folglich ein nicht ersetzbares Punktsystem Oder, was dasselbe, ein Punktsystem vom 
Eange m'. Ist dagegen x<p — l, so gibt es auBer dem Systeme welches 

von der ersten der vorher aufgestellten Punktionen herkommt, noch un- 

diU 

begrenzt viele zu j/i, • • , gehorige Eestpunktsysteme von Punktionen ein jedes 

dieser Eestpunktsysteme 1 st auf Grund der am Schlusse von Art. 3 aufgestellten Kon- 
gruenz ein mit 7i[, ■ aquivalentes Punktsystem, wie umgekehrt, sodaB also die 

Gesamtheit der zu %,•••, rj^ gehorigen Eestpunktsysteme von Punktionen mit der 

Gesamtheit der mit aquivalenten Punktsysteme identisch 1 st. Nach dem am 

Schlusse von Art. 7 Bewiesenen besitzen daher die zu 7 / 1 , • rj^ gehorigen Eestpunkt- 
systeme von Punktionen samtlich den gleichen, mit x' zu bezeichnenden, Eang. Zur 
Bestimmimg dieser, jedenfalls unter m' liegenden, Eangzahl r' hat man vor allem zu 
beachten, daB em zu rji, •• , gehoriges Eestpunktsystem einer Funktion der Defi- 
nition gemaB, erst dann festgelegt ist, wenn man bei der aufgestellten Funktion 

= • + die^) — X willktirlichen Konstanten A bis auf einen alien 

gemeinsamen Faktor bestimmt hat, und daB man dementsprechend filr die Bildung eines 
derartigen zu %, ri^ gehorigen Eestpunktsy stems jedenfalls p — x — l Punkte beliebig 
wahlen kann, da diese Wahl ein System von nur^ — x — 1 homogenen linearen Glei- 
chungen zwischen den p — x Konstanten A nach sich zieht. Das zu bildende Eestpunkt- 
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system wird aber durch Wahl von p — t — 1 Punkten nur dann eindeutig bestimmt sein, 
wenn die Matrix der {p — r) (i> — t — 1) in diesen Grleichungen als Koeffizienten der X 
auftretenden GroBen den Eang jp — r — 1 besitzt DaB dieses im allgemeinen der Fall 
ist, erkennt man, wenn man dieselbe SchluBweise anwendet wie in Art 7 an der ent- 
sprechenden Stelle. Fur die Bildung eines zu i]^, ■ , gehorigen Eestpunktsystems 

einer Funktion oder, was dasselbe, ernes mit r}[, rl„; aquivalenten Punktsystems 

konnen also — r — 1 = w'— («»'— + r + 1) Punkte behebig gewahlt werden, und es 
Sind durch diese Wahl die m—p-\-x + l noch fehlenden Punkte im allgemeinen em- 
deutig bestimmt Das aber ist nach dem in Art 7 ausgesprochenen Eesultate nur 
moglich, wenn die dem Systeme rl^, , rf„,. zukommende, vorher mit x bezeichnete, Ea.ng- 
zahl sich mit der Zahl W— j^i + r + 1 deckt, sodaB also x' = m—p + x + l oder auch, 
da die Beziehung m'=‘2p-~2 — m besteht, — m + r — 1 ist Trotzdem die letzte 

Gleichung unter den Voraussetzungen x<m<2p — 2, x<p — l abgeleitet worden ist, 
gilt sie auch noch unter den Voraussetzungen x<m<2p — 2, x=p — l, da sie dann, 
in Ubereinstimmung mit dem vorher Gefundenen, fur r' den Wert 2p — 2 — m = m' liefert. 
Unter Benutzung der Eelation m + m' = 2p — 2 kann man ihr die drei Formen'*'): 

m' — x'=p — l — x, m — r=i? — 1 — r', 

m' — 2r' = m — 2r 

gebon, das System dieser drei Gleichungen stelit im Einklang mit der Tatsache, daB 
jedes zu i]i, gehorige Eestpunktsystem einer Funktion ^ das Punktsystem 

diU 

selbst wieder als Eestpunktsystem einer Funktion ^ besitzt 

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt scblieBlich als Eesultat, 
daB unter der Voraussetzung m<.2p — 2 die drei Aussagen: 

a) JDas Punhtsystem rji, • •, hesUzt als Ba/ng miter m und p 

hegende Zdhl r; ^ 

b. ) JDas PmiMsystem •• , ist ersetzbar und es gehort zu ihm mindestens ein 
Eestpunlitsystem einer Funktton jedes derathge zu %,•••,»?», geJwnge Restpunktsystem 
bmtzt den JRcmg jo — w + r — 1, 

c. ) JDas Punktsystem r]x, • • •, t],„ tst ersetzbar und es gehort zu ihn mindestens enn 
Mestpunktsysteni emer Funktion fur die Bildung eines derartigen zu rji, • •, gehorigen 
liesipunktsystems konnen p~x — \ Punkte beliebig gewahlt werden und es smd durch die 

*) Bkxll, a uud ITojstiiee, M,, IJber die algebraischen Funktionen und ihie Anwenduug m dei Qeometne. 
(Matlaematisolie Annalen^ Bd. 7, S. 269) 

:p-b, n 


2i 
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Wahl von p — t — l JPunlten die — «/ + r — 1 noch fehlenden Punlte %}n aUgemeinen ein- 
deukg hestimmt; 

gleichwertig sind, msofern aus irgend einer von ilinen als Voraussetzung jede der beiden 
anderen abgeleitet werden kann. Da, wie schon bewiesen, aus a) als Voraussetzung 
jede der beiden Aussagen b) und c) folgt, und diese letzteren nack dem in Art. 7 aus- 
gesprocbenen Re&ultate gleicbwertig sind, so hat man zum vollstandigen Beweise dei 
aufgestellten Behauptung nur noch zu zeigen, da6 aus c) als Voraussetzung die Aus- 
sage a. I folgt. Dieses aber ist der Fall; denn, besaBe das unter c) charakterisierte 
Punktsystem eine von t verschiedene, wegen der Brsetzbarkeit des Punktsystems jeden- 
falls unter m und wegen der Existenz von mmdestens einem Eestpunktsystem einer 

Funktion ^ auch unter p liegende, Zahl r als Bang, so konnten, im Wideispruch mit 
dem uber das Punktsystem Vorausgesetzten, fur die Bildung eines zu ihni gehorigen 
Restpunktsystems einer Funktion ^ p — r — 1, die ^ — wi + r — 1 noch fehlenden Puiikte 
im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte behebig gewahlt werden. 


9. 


Jede .A-Funktion laBt sich auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dar- 
stellen, dessen Zahler und Nenner die ersten Derivierten von zwei zu irgend einer 
Charaktenstik (^) gehongen Funktionen W smd, und man kann, wenn es sich um die 
Bildung eines solchen Quotienten handelt, die Derivierte einer beliebigen Funktion W zum 
Nenner nehmen. Bine ausgezeichnete Darstellung von dieser Art erhalt man, wenn 
Tyifl,Ti speziell die Derivierte irgend emer allenthalben endlichen Funktion u zum Nenner 
nimmt. Zur Gewinnung dieser Darstellung soil hier ein Verfahren angewendet werden, 
das auch im allgemeinen Falle zum Ziele fuhrt 

Gegeben sei eine Funktion A(^), welche das den Punkt (^= 1 , 2 , ,0 «?a-mal 
enthaltende Punktsystem •••, • ,Tf‘\ als System der 00 ^- Punkte 

besitzen moge Diese Funktion 1 st nach Art 1 durch erne Gleichung von der Form: 














darstellbar, wobei dann zwischen den Konstanten fi die p Beziehungen: 



v = l,2, 


bestehen. Sollten von den Punkten rP, • •, einer oder mehrere an der Be- 
grenzung von T' liegen, so andere man das Schnittsystem durch Deformation so, da6 
die Punkte t? samtlich in das Innere der Flache T' zu liegen kommen. Nun verstehe 
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man unter a einen im Innern von T' gelegenen, von den Punkten rj, a, oo versclnedenen 
Punkt, bilde alsdann das Produkt: 

der Funktion A(s) und der zur Charakteristik Q gekorigen, ebenfalls in T' ein- 
wertigen Elementarfunktion P “ und bestimme den Wert P des mit dieser Funktion 

und irgend einer allentbalben endlicben Funktion gebildeten, in positiver Eichtung 
uber die von den beiden Seiten der Schmtte a, h, c gebildete Begrenzung 31 der Flache T' 
zu erstreckenden Integrals J' 4>{s)du‘, indem man in derselben Weise vorgebt, wie es 
im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abscbnittes, zu ahnlichem Zwecke gescbeben 
ist. Man erbalt dann fur J zunacbst die Gleicbung: 




und schlieBlich, indem man beacbtet, daB fur v = l,% ,p. 

langs a,{.l(«)+- A(iy , f |"1". 

lajigs 


ist, und dafi daher die Werte von m je zwei zu einem der Schmtte a, h, c ge- 
horigen entsprechenden Punkten in der Weise verkmipft smd, daB 


ist, die Gleicbung. 


langs a,, | ^ (^f) , 

togs h, { #(»)♦ - *{>)- - 2 ^A{iy 

langs Cy^^{zy = ^{^y 

J — 22^ / 


r = l,3, ,p, 


Das Integral J ist aber auch gleicb der Summe der auf die emzelnen in T' 
gelegenSn Unstetigkeitspunkte ry\ ■ , a von ^{z) sich beziehenden Integrals 

■f 4- 

r r<l>(z)du'’ uud kann daher auch auf Orund der GHeichuug: 


24. 
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d 

ausgewertet werden Zu dem Ende hat man das Folgende zu beachten 

1.) Pur das Grebtet des Punktes (<^=1,2, ,0 gelten die Entwicklungen (vgl Art. 7 
u. Art. 2 des Torhergehenden Abschnittes) 

“I — + -r H — ~ + <2oo + + Ca2^ff + Cffs H — > 

'go z z 


P 

1 


dP a 

0 d 
da 








+i 


. <jP ' 1 aP ; 1 aP ' 

1 \ a % a 2|i j a 


da ^‘>'^2 da 


+ 


3 da 


4 + 


.ilL — 4- A /Aii\ f 4. — ( d^A «2 I J_ fd*u\ 3 

dg„ ~ [dsjo^ i^UzlJo ” 2' \dzlJo^‘’ 3' U«J/0 " 

und es gilt daher fur das Gebiet dieses Punktes auch die Entwicklung. 

j / \ du ^ 07 n„ , , I I ' I ' I ^ 2 1 ' 1 I 

-4(^) jr = + + ~T ~ + + + <^n 3 + ‘ 

a-ff Z„ 

wobei 

^a,X+l 

ist Daraus folgt dann weiter, daB in der durch Multiplikation dieser Entwicklung mit 
der Entwicklung der Punktion Pj® sich ergebenden Entwicklung von *^6 

Potenz z~^ mit dem Koeffizienten' 


^ — 0} 1) 3} j 7 Uff -- Ij 


s; 


dP 

' 0 


ffi 



A — Tflff — 1 j ^ JP 


a 

n. 

■+ ^ 

a 

n. 


;i=i 


auftntt. Dieses Glied 1st aber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt 77^"^ 
sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhalt dementsprechend. 


T -r / 

f^{z')du’ = f <p(z)§^dz„ = 2 m S;i 


d P 


nW 




da 


^ V Lq' , h 2L-. 


X=:l 


da 


2.) Fur das Gebiet des Punktes a gelten die Entwicklungen: 
A(dj-A(a)+' 2 c.(>~ay, j|,*| («-,,)■, 

»— 1 *• 7tss0 Jl = l 

<i\ 

und es tritt daher in der durch Multiphkation dieser drei Entwicklungen sich ergebenden 
Entwicklung von die Potenz (z—a)-^ mit dem Koeffizienten -4(a)^ auf. Dieses 
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Grlied ist aber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt a sich be- 
ziehenden Integrals in Betracht kommt, mid man erhalt dementsprechend. 

f <t>U)du’ - f 4>(l) g A(a) 

(a) (a) 

TJnter Benutzung der beiden soeben gewonnenen Kesultate erhalt man jetzt aus der 
letzten fur J aufgestellten Gleichung die Gleichung: 


J=2m^ |s'„i 


( 7=1 


dp 

9^(a) 

0 

a 


da 


I y Lq’ _i : 

^ 1 = 1 ^ da 


(ff) I 


+ 2niMa)^- 


Setzt man nun die beiden fur J erhaltenen Ausdiucke einander gleich, laBt bei 
der entstehenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunachst an Stelle des Buchstabens z 
den Buchstaben hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben z treten und lost 

alsdarm die Gleichung nach A(z)^ auf, so erhalt man, wenn man schlieBlich noch die 

S' durch die ihnen entsprechenden Ausdrucke ersetzt, die fur jeden ron den Punkten 
7 ], a, oo verschiedenen inneren Punkt z der Plache T' geltende Gleichung 


A{z) 


dii 

dz 



+ ^ T 




L /. = l 






du^. 


welche nach Division durch ^ fur die Pimktion A[^ die erwahiite ausgezeiclmete 

Darstellung liefert. Trotzdem diese Gleichung, zur Vereinfachung der Untersuchung, 
nur fur den Pall abgeleitet worden ist, dafi der Punkt z im Innern der Flache T' liegt, 
gilt sie auch noch, wenn z der Begrenzung von T angehort Es andert sich namlich 
die Diflferenz der linken und rechten Seite, als Funktion des in T' frei beweglichen 
Punktes z betrachtet, stetig, wenn dieser Punkt durch stetige Bewegung in einen Punkt 
der Begrenzung von T ubergeht, und es kann daher diese Differenz, da sie der erhaltenen 
Gleichung gemaB immer den Wert Null besitzt, wenn z im Innern der Flache T liegt, 
nicht einen von Null verschiedenen Wert haben, wenn z der Begrenzung von T' 
angehort 

Erne besondere Betrachtung verdient der Pall, wo der llang9tji|(7j^^V”>’J^‘V- 

des den Punkt rf‘’^ ,>) m<,-mal enthaltenden Systems Tf^\ •, •••, der 

oo^-Punkte der Funktion A{z) kleiner als j? ist, oder, was dasselbe, wo Funktionen 
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^ existieren, bei clenen das Punktsystem ■ , ri‘\ m clem System der 

charakteristischen Punkte entkalten ist. LaBt man namlicli in diesem Falle an Stelle 
der in der ge^ronnenen Formel vorkommenden allgemeinen Funktion || erne der soeben 
genannten speziellen Funktionen ^ treten, so nimmt die Formel, da nacb dem in 
Art 3 Bemerkten fur jede derartige Funktion die ■{■m, Q-leicbungen; 



rr = l,2, ,9, 


besteben, die einfacbere Gestalt: 




w 


an, und man erkennt nun, dafi jede Funktion -4 (if) der inEede stebenden Art sicb als Quotient 
zweier Funktionen darstellen laBt.*) Da andererseits aber auch der Quotient irgend 
zweier nicbt nur durcb einen konstanten Faktor sicb unterscbeidenden Funktionen 


wie aus dem in Art 5 beim ersten und zweiten Falle unter IIL) Gesagten bervorgebt, 
eine Funktion A( 2 ) der in Eede stebenden Art ist, so erkennt man scblieBlicb, da6 die 
Gesamtbeit der Funktionen bei welcben das System ■ , if\ • , 

der cxj^-Punkte als Eang , tf) eme unter liegende Zahl be- 

Ul 

sitzt, identiscb ist mit der Gesamtbeit derjenigen Funktionen, welcbe Quotienten zweier 
meht nur durcb emen konstanten Faktor sicb unterscbeidenden Funktionen ^ smd 


10 . 


Es sollen jetzt diejemgen ausgezeicbneten Funktionen A(z) untersucbt werden, 
welcben das den Punkt ,0 — l)-mal und den Punkt 00 ^ (*= 1 , 3 . ,s) hiy-mal 

entbaltende Punktsystem a^, , a^, , a^, , a„ cx>^, , ooj, , oo^, , oo^ oder 

aucb nur ein Teil desselben als System der 00 ^-Punkte zukommt. Dabei bedeutet h eine 
Zabl aus der Eeibe 0, 1, 2, . Der in Art. 12 des vorhergebenden Abscbnittes auf- 

gestellten Formel (D.) gemaB 1 st jede derartige Funktion A( 0 ) — A^^\0) durcb eme mit kon- 


yssq 


stanten, der Bedingung ^ c„o = 0 genugenden GroBen c gebildete Gleicbung von der Form: 


7' = 1 ‘ 


du, 




dP 


yssq ^=5(A + 1)(^ 


dPr 




y^l ;i=l 


*) Ygl Riemann, B, Theone der Abelsclien Firnktionen I, Art 10 (Geeanimelte Werke, 2 Aufl,S 88—14:4, 
S 117—118) 
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Oder von der damit aquivalenten Form: 




/ = 1 




dp 

0 Z 

dz 


. / = q 


dF 

0 

00 , 

'' , 

z 

d 

z 


+ ^ 2 a 

y=l >=1 


dF 


X 

Z 


dz 


darstellbar Da aber aucb umgekebrt, wie aus den in Art 11 des vorbergebenden Ab- 
scbnittes aufgestellten Formeln (Dj), (D4.), (D,.), P?-) folgt, diese Gleicbung, welcbe 
Werte man aucb den c im Eabmen der genannten Beclingung zulegen mag, — von 
dem Falle, wo = • =Cp = 0, Cyx = 0 , =Cj,^=C'ist, also die recbte 

Seite sich wegen der nacb Art. 12 des vorbergebenden Abscbmtts bestebenden Eelation 

= 1 auf die Konstante G reduziert, abgeseben — stets eine Funktion der in 


dF 

^y 


Z 


dz 


Eede stebenden Art liefert, so stellt der auf ibrer recbten Seite stebende Ausdruck bei 

unbestimmten, nur der Bedingung = 0 unterworfenen Konstanten c die allgemeinste 
Funktion dar. 

Die Ordnung emer Funktion ubersteigt nicbt die Zabl {/ll 

(J = l ✓ = ! 

= « + S' + 2 jJ — 2 + All lat die Funktion Af’^z) von der Ordnung ff, besitzt sie also 
das vorber cbarakterisierte Punktsystem als System der 00^-Punkte, so kommen ibr 
aucb H 0 ^-Punkte Si, «2, • • •, % zu. 1 st die Funktion Aljf'ii) dagegen von der Ordnung 
H—t, besitzt sie also nur einen, if— ^ Punkte umfassenden, Teil des vorber cbarakteri- 
sierten Punktsystems als System der 00^-Punkte, so kommen ibr aucb nur H—t 0 ^-Punkte 
«ij • j ®ir-< zu. In diesem letzteren Falle erganze man nun das Punktsystem 
Ssj • , ^s-t dadurcb zu einem System von H Punkten, s^, •• , daB man zu 
ibm dasjenige, t Punkte entbaltende, System, welcbes von dem zu Anfang dieses Artikels 
cbarakterisierten Systeme nacb Wegnabme der H—t oo’-Punkte der Funktion A^\g) 
nocb ubrig bleibt, binzunimmt In jedem der beiden soeben betracbteten Falle soil das 
zur Funktion Af'^iz) definierte Punktsystem 5i, • • , %, insofeme durcb dasselbe die 
Funktion A^!f^{s) bis auf einen von z freien Faktor bestimmt ist, das System der 
cbarakteristiscben Punkte der Funktion Af^{g) genannt werden 

Die Systeme der cbarakteristiscben Punkte der Funktionen Af\z) lassen sicb 
einbeitlicb definieren, man bat dazu nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Be- 
tracbtungen, speziell die Kongruenz (1'), auf die Funktionen Af^[^ zu bezieben. Bs 
ergibt sicb dann, dafi die Gesamtbeit der den Funktionen Af\z) zukommenden Systeme 
der cbarakteristiscben Punkte mit der Gesamtbeit der Losungssysteme e^, ■ • •, b„ der 
Kongruenz: 
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identisch ist Da der Rang 9 i|ij(o:i, , «!, • 00^, • •, cxi^, •, oo^, , 00 j) 

des zn Anfang dieses Artikels cRaraktensierten Punktsy stems wegen Il> 2 p — 2 gleich 
p ist, so kann man, nach dem in Art 7 Bewiesenen, fur die Bildung eines Systems 
Si, • der charakteristischen Punkte einer Funktion H—p Punkte beliebig 

wahlen und es sind duicb die Wahl von H — p Punkten die p noch fehlenden Punkte 
im allgemeinen eindeutig bestimmt 

Mit A^^\(z) bezeichne man unterschiedslos jede Funktion A{s), welche das den 
Punkt ((>=1.3, ,r) — l)-mal enthaltende Punktsystem a^, , «i, , a, oder 

auch nur einen Teil desselben als System der 00 ^-Punkte besitzt, und bei welclier 
das den Punkt 00^ (-'=1,2, ,q) t^-mal enthaltende Punktsystem oo^, , oo^, , oo^, , oo^ 
als Bestandteil des Systems der 0’ -Punkte auftritt Man erkennt dann, in ahnhcher 
Weise wie vorher schliefiend, zunachst, da6 die allgememste derartige Funktion durch 


(he Gleichung. 




1 <r — y ^ 1/ -« 

“77 2 ‘‘y' ; 


geliefert wird, wenn man unter den c unbestimmte, nur der Bedingung ^ c,o == 0 unter- 

X=sl 

worfene Konstanten versteht, weiter auch, dafi die Ordnung einer Funktion A^^{{0) die 
Zahl n + q + 2 p — 2 nicht ubersteigt und daC zu jeder Funktion ein Systoiu von 

(j + 2 p — 2 Punkten 81, • , als System der charakteristischen Punkte gehort, 

endhch noch, dafi die Gesamtheit der den Funktionen zukommimden Systeiue 

der charakteristischen Punkte imt der Gesamtheit der LOsnugssystemo e,, 12^-3 

der Kongruenz: 


(T = 2 H- 2^7 — tJ 
(T=l 




identisch 1st und daB man fur die Bilduug euies derartigcm Punktsystem s 8 ,, • , 
gerade q+p — ^ Punkte beliebig wahlen kmin. 

Der zu Anfang dieses Artikels unter (J.) fhr die Funktion Af'^s) (*=o,i,s, ) auC- 
gestellte Ausdruck lafit sich durch eine linearo Vorbindung der f[—p-{-h -\-2 spo- 
ziellen, im folgenden der KUrze wegen als Fnndamentalfunktionen zu bezeichiu'ndcm, 
Funktionen’ 




m 0, 1, ,//) 

t; -I, 2, - I, 
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von denen die an dritter Stelle aufgefnhrten durch die /i + 2 Eelationen: 


*=9 (dF 


P ** , *-=« dP 

0 z 1 xrf “ » 


dz n 




7/l=:0, 1, 2, ,/i+l. 


verkntipft smd — ersetzen. Die beiden hierzu notigen Hilfsformeln erhalt man auf 
folgende Weise Zunachst beziehe man die in Art. 12 des vorbergehenden Abschnittes 
aufgestellte Formel (D.) auf die Funktion (»i=i,2,3, >; es ergibt sich dann 

die Gleichung: 

m dz 

X = 1 


Weiter beziebe man die Formel (D.) auf die Funktion W(/) = s'' 


dP dP 

^ S 1 X-r ^ Z 




6S ergibt sich dann, wenn man noch die soeben abgeleitete Gleichung be- 
rCicksichtiigt, eino Gleichung von der Gestalt: 


dP 




L Vt , J! 




^ ^ "'-0 \dz V — 

vrsX X = 1 y'ssl 




dPni 


2, ,/Ml 


* = dP , dP 

^ 'V ^ ^ £ L ^ ^ 


woboi (Ho von den ganzen Zahlen m,r abhangige, der Bedingung ^^^=0 ge- 

y=l 

iiQgondo Konstantim bozeichnon. Fndlich bezieho man die Foimel (D.) auf die Funktion 

/7 

^ \ Z /tn^li 2, , A \ 

W{e) ' U^l’g ’? ij’ ergibt sich dann eine Gleichung von der Gestalt: 


dPA 






dPr*' 


m 1 , 2 , , ft 

0 1, 2, • • , /{ 1 


— 1 , dX 

h2 2 


yrsl jlsa 1 


d P 

(f mtri-cr Z 

dz 


^ mm 

woboi dU^ von den ganzen Zahlen m, a,t abhangige, dor Bedingung ge- 

xml 

nftgondo Konstanton bozeichnon. 


26 
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Fur jedes r aus der Eeihe 1, 2, - , g_ kann man jetzt linear ausdrucken. 

d, P 1“^ 

(4 + 1) (r| H 


mit Hilfe der Grleichung die Punktion 

durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen 


dF 



z 


mit Hilfe der Gleichungen ^=< 1 - 1 . .*, 1 , 0 , die Funktionen — ^ 

durcb. Fundamentalfunktionen und die Funktionen 


dF 

00 

y 

X 

Z 


y = h 2 , 

iff 

X=ly,i^ + l, 

d F 


h (T 

Z 

dz 


/' = !, 2, 

iff 


j a — — , 2 , 1 , 0 ^ 


d P 

mit Hilfe der Gleichungen (G^'“^^), o='r-i. . a, 1 , 0 , die Funktionen ■ • ^ ^ ,«=<,- 1 , , 2 . 1 . 0 , 


durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen 


-f ; 






d P 

°°7r 


Z 


durch Fundamentalfunktionen allem. 

Man erkemit so, daB der zu Anfang dieses Artikels unter (I.) fur die Punktion 
{*= 0 , 1 , 2 , ) aufgestellte Ausdruck sich in der Tat, wie behauptet wurde, durch eine 

lineare — nut konstanten, den Be(hngungen 0, m=o,i, 2 , ,a+i, genugondon 

GroBen I gehildete — Veibindung: 


^=1 


v^p -j m=:h m = h + l y = (j 

?« =: 0 y = 1 


du. 
dz 

v=:l m = Q 


dF 



0 

Z 



dz 


y = q 


n 

y = 1 


dP 

OOy, 

0 

Z 

dz 


lussh y = ij[ — l 


dF 

°Ox 

X 

Z 


«t=sO x=sl ^ = 1 


du 


der H—p +11-^2 Fundamentalfunktionen ersetzen laBt, und damit zugleich, nachdcm 
man noch zur Abkurzung 


m = A h 


mssA + l A + 1 

= 0 


me- 0 

gesetzt hat, daB jede Punktion sich auch durch erne Gleichung von dor Form: 


yssp -j h A + l/ dP 

(H ) A.t\e) + g{^) + 2gyo^) [- 




i ^ P 

^ « -L V/ 
dz n dz 

X tax 


z 


h dpi” 

+2 2 g.^i^: ‘ ' 

✓ BSI A W J 


dz 
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A + 1 


darstellen laBt, wobei g( 2 ), g,^{2), gyx{^) ganze rationale Funktionen von z, deren 
Grade die Zahlen h, h + l,h beziehungsweise nicbt ubersteigen, bezeicbnen und speziell 

A + 1 y = 9 

die Funktionen g^oi^), wegen = »»=o,i. 2 , ,a+i, durcb die identische 


r = l 


y = q 7, + 1 

Gleicbung = 0 verknupft sind Die Gleichung (II) geht, von der Bezeicbnung 

y = 1 


dor Konstanten abgesehen, in die fruber aufgestellte, die Fiinktion A^!f[(z) definierende 

-1 -1 

Gleichung ubor, wenii man A = — 1 setzt und die dann auftretenden Zeichen ^(^), 
als nut der Null identiscb ansiebt. 

Dor auf der recbten Seite der Gleichung (II.) stehende Ausdruck kann durcb 
onion andorn ersetzt werden, bei dem die auftretenden ganzen rationalen Funktionen 
koinor Bedingung molir untcrworfen sind Man braucbt dazu nur m der bei ibm an 

/=tq /[ + 1 

drittin- Stolle stebondon Suniine, unter Beachtung dor identischen Gleichung ^^yo(^)= 

y = 1 

//-bl y = <7-l A + t 

die Funktion g,ja(z) durcb — ^ gyo{^) ^su ersetzen An Stelle der Gleichung (H.) tritt 
dann dio (illoicbung: 


y=t 


I' -p 


(ir.) 4-1(3) 1 ) 11 +,»(«)+ 2 !j.,i 


V .1 


yw t 


A+li 


(^r 

no^ 

a 




\ dz dz / 


+ 2 2 

x = 1 ^ =S 1 


df 

o®y 

k 

tj 


dz 


Nun liofort abor dioso Gleichung (11' ), dom Verbalton ihror recbten Seite fur die Punkte 
ojj, • • •, c»,^ zufolgo, ■wolcbo Worte man aucb den p Nonstantcn Z,, • •, 1^ und 
(](Mi (k -( 1) (<7 — 1) (A t- 2) + (n - q) (A -fl) -- 7/ — 2^ + 1 iu don ganzen funktionen g{z) 

vorkoiuinoiidon Koiiaianton zulegon mag — von dom Falle, wo alle aufier Z^‘’^ noch 
vorkoininondon Konstanton d('n Wert Null bositzcii oder, was dasselbe, die rechto Seite 
Hieh auf oine Konstaiit(‘, P\ reduziert, abgoseboti — stets eine Funktion J!-r\z), und 
Ilian ork(‘nnii so scblioBlicb, dal3 d(‘r auf ibrer recbton Seite .stobonde Ausdruck bei un- 
lioHiimimton KonHiantou Z die allgomeinstc Funktion A^f^{z) darstellt. Uera m Art 5 am 
SchluHHo dos orsten Falles Bonierkten entsprechond sind dabor dio in doin Ausdrucke 
vorkemmondiui // — /id-t willkarlichon Konstantoii Z zugleicb wesentlichc willkilrliche 
Konstianiion oder, was dasselbe, der in Redo stehende Ausdruck kaim nur dann ftir 
jeden Punkt z der fUlche T don Wind. Null babeii, wonn dio IL—p + X Konstanton Z 
Hilnitilicb niit der Null zusammonfallen. Da bierbei A irgend oine Zahl aus der Roibo 
0, 1, 2, bedeuioi, so kann auch eine Qloicliung von dor allgomoineren Form: 
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bei der , 1 ^ Konstanten, gi/), g,j{z) irgend welche ganze rationale Fuiik- 

tionen von s bezeiclinen, nur dann fur jeden Punkt s der Flache T besteben, wenn 
die Konstanten I und die Funktionen g samtlich. mit der Null identiscb smd. 

Jede J.-Funktion lafit sicb bei hinreichend groB gewahlter Zabl % {ft=-i,o,i,2, ) 
als Quotient zweier Funktionen darstellen Zum Beweise dieser Behauptung 

nehme man an, daB die darzustellende Funktion A{d) das Punktsystem • •, als 
System der oo^-Punkte besitze, und beachte, daB fur die Bildung ernes Systems der 
charakteristischen Punkte einer Funktion JS—p’=n-\-g+p — 2 -\-hn Puiikte be- 

liebig gewahlt werden konnen und daB daher, wenn man unter h die kleinste der 
Bedmgung: 

w + 2 +p — 2 -f- 7m ^ m 

genugende ZaM aus der Eeihe — 1, 0, 1, 2, versteht, zu dieser Zahl h Funktionen 
existieren, bei denen das System ■ , rj,,, m dem System der charakteristischen Punkte 
enthalten ist. Bildet man nun das Produkt a 1(2;) aus der darzustellendenPunlrtion 
und irgend einer dieser Funktionen A^”\2), so ist dasselbe eine Al-Funktion, welche fur 
7i> — 1 das den Punkt l)-mal und den Punkt oo^ (-'=1,2, ,3) 7jt^-mal 

enthaltende Punktsystem a^, , a„ • , a^, 00^, • , 00 • -,00^, , oo^ oder 

einen Teil desselben als System der 00^-Punkte besitzt, fur 7i = — 1 dagegen das den 
Punkt (9=1,2, ,r) l)-mal enthaltende Punktsystem cfi, • • , a^, , a„ , a, oder 

einen Teil desselben als System der 00^- Punkte und das den Punkt 00^ (>-=1,2, ,q) t^-mal 
enthaltende Punktsystem oo^, , ooj, ,00^, , als Bestandteil des Systems der 

0^ -Punkte besitzt Das Produkt A(2)A^^(2) 1st daher im einen wie im anderen Falh' 
eine, mit Ai°°\0) zu bezeichnende, Funktion oder, was dasselbe, es besteht die 

Glleichung: 



Damit 1st aber der Beweis fur die aufgestellte Behauptung orbracht. 


11 . 

Man bezeichne zur Abkurzung die n GlrbBen. 



00^ 

z 



djp 

X 

z 

dp 

00 

Z 

dP^ 

Z 


dz dis ^ dz ’ dz ^ ^ dz 

' ? 


in der vorliegenden Eeihenfolge mit Ai, A3, - A,,. Jede ^-Funktion Mt sich dann als 

homogene lineare Funktion dieser n GroBen mit rationalen Funktionen von 2 als Koof- 



Theoiie der J.-Punktioaen 


197 


tizienten darstellen und zwar nur auf erne Weise. Die Eichtigkeit dieser Behauptimg 
erkennt man folgendermaBen. 

Die darzustellende Funktion A = J(^) moge das Punktsystem iji, , als 

System dei oo’-Punkte besitzen, und die Bezeichnung sei so gewahlt, daB 7 ]^, 

die nil Eiidlichen gelegeneu Punkte des Punktsystems ?]]_, , 7 ]„, sind. Bildet 

man alsdann das Piodukt ffA aus der Funktion A und der ganzen rationalen Funktion 
!) = (s—ri^{g—7]^ -{8—7]^) von s, so ist dasselbe, wenn man nocb in dem Falle, wo 

lunnor dor Punkte i;, , • , ri,„ im Endlichen gelegen ist, unter g die Bins versteht, 
oino ^-t’unlction, welclie fur kemen im Endlichen gelegenen Punkt der Flache T un- 
ondli(ih wird, a.lso emo Funktion von spezicller Art. Das Produkt gA laBt 

sicli diihor auf (Jrund dor Oleichung (11'.) des Art. 10 darstellen durch erne Gleichung 
von der P’orm: 


O = 7 1' r= « 

0=1 ' r=l 


wobei • •, I,, Koiistaiiton, //i, , //„ gauze rationale Funktionen von s bezeichnen. 

Man beacht(i jotzt, dull die Funktion ,p) erne Funktion A^^^s) ist, 

bei der das PiinktHystom oo,, -, 00 ,^ als Bestaiidtoil des Systems dor O'-Punkte auftritt, 
und (lali infolgodesHon fur diose Funktion, dor Formol (1.) des Art. 10 gemaJB, eine 
(Heichung von dor Form: 




da 







ds 


liestoW-, iKii dor die dor Bcdiugiuig genagondo Konstanton bezeicbueii 

ye* 1 

= V - 1 

Brsei/zii man dann nocli auf dor rocliten Soite dioser Oleichung cJS] durch - 
und fnhri, die (Jrdden A^, • • •, A„ oiii, so orkonut man, daU sich die Funktion 

gip. (Q i,a, dureli oine Oleichung von der Form: 

(i& 


<l 

Uz 


O p 

V Ad) 

a-t I 


<i% 

da 


-h ^ A. y 


bei der die Konstanton bezoiolmen, darstellen lafit. 

Dio obon ffli*//-! gowonnene Oleichung fasse man nun mit den jp aus der letzten 
Oleichung fftr 1, 2, • • -.jp hervorgehenden Oloichungon zu deni Systemo vonp + 1 
Oleichungon: 
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(4" -*)■!?+ + + -0, 

1 s= 2 

4'’i? + - +(4 '’-'S)t+aV>^, -0 

zusammen. Da diese Dleichungen in bezug auf die i) + 1 GroBen • • •, 1 homogen 

linear sind, so rauB die Determinante des Systems verschwinden Bs besteht also die 
Gleichung. 

v — n 

k -h 2 9v A - 9^ 

v = l 

di-^-3 ■ cf> _o 

v = 2 ^ 

r 55:2 


und damit auch, wenn man noch die aus der Determinante nach Wegnahme der ersten 
Horizon talreihe und der letzten Vertikalreihe ubrig bleibende Determinante Grades, 
die eine ganze rationale Funktion der Veranderlichen z vom y™ Grade ist, mit (f be- 
zeichnet, die Gleichung: 

r 5s TO 

k h 2 9v y(r 

V=1 

r = 2 7 

r = 2 

Oder, was dasselbe, nachdem man noch zur Abkitrzung 


(-i)P 

90' 




h ■ 

■h 

9y 

y — Si. 

r = 


. cl/) 


^ 9' 

’■ gg' 


1 

• 

4"^ 
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gesetzt hat, die Gleichung: 

A = rUi + r,A, + • + r„A„, 

welche die Funktion A — A (^) als homogene lineare Funktion der n GroBen A^, A^, A„ 
mit rationalen Funktionen n, •• , r„ von 0 als Koeffizienten darstellt. 

Die so fur die Funktion A erhaltene Darstellung ist zugleich die einzige dieser 
Art Gabe es namlich fur die Funktion A noch erne zweite derartige, etwa durch 
die Gleichung A = r[ A 1 + i' 2-^2 A ' ■ + r'„A„ reprasentierte Darstellung, so wurde durch 
Subtraktion dieser Gleichung von der zuerst erhaltenen, wenn man noch das System 
der dann auftretonden rationalen Funktionen • • •, in ein System 

W Quotienten ganzer Funktionen mit gemeinschaftlichem Nenner dber- 

fdhrt, die Gleichung 0 = + ^2^2 + • • entstehen, bei der, da die rationalen 

Funktionen — r\, 1 2 — T2, — der Voraussetzung gemaB nicht samthch mit der 

Null zusammenlallen, wonigsteus eine der ganzen Funktionen g nicht mit der Null 
idoiitisch wiire. Das aber ist nach dom in Art 10 auf Seite 195 Bewiesenen nicht moghch 
Fs laBt sich also in dor Tat, wio zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, eine 
yl"Funktion iininer und nur auf eine Weise als honiogene Imeare Funktion der n GroBen 
Ai, A2, “ , A„ mil. rationalen Funktionen von 0 als Koeffizienten darstellen. 

Man verstoho jotzt uiiter 0 irgend einen im Endlichen gelegenen Punkt der 
-Ji'-Fbene, tlber deiii koin Windungspniikt der Flache T sich befindet, bezeichne die n 
ilnn cntsiirechonden I’unkto dor FUlcho T in irgeud einer Eeihenfolge mit 0^, 02, -• , 0„, 
(lie ziigohdrigon Woite d(T GrdBo tI,, (>'=1.2, .») mit A ^(01), A,, (02), • • , A,(0„) beziehungs- 
weise, bildo die Detcrininanto: 

^ 1 (^ 1 ) • • • AW 

imd stelle sich die Frago, ob dieso Doterminante vielleicht fur jeden der gestellten 
Jiediugung gentlgondon Wort von 0 mit der Null zusammenfallen kann. Zur Bo- 
antwoituug dieser Frago nolmie man an, daB die Determinante fftr emen solchen 
Wmt / von 0 vorschwiiide, also \A,( 0 ^\-^<^ sex. Dann laBt sich ein von 0 , O,---, 0 
versohiedenes Koustantensystem K, • • •» K von der Art bostimmen, daB die Funktion 
/c,yl, -I- /Cj^ls 4 — + fdi' jodon dor n Punkte 0[,02,-”,0„ don Wert Null besitzt. 
Jnfolgedesseu wird dor mit dieser Funktion als Zilhler und der Funktion 0-/ als 
Neuuor gebildote Quotient fttr keinen der n Punkte 0[, • • •, unendlich, besitzt 

also ausschlioBlich das don Punkt .0 ^ - l)-mal enthaltende Punktsystem 

tti, ttr Oder nur oineu Toil desselben als System dor oo’-Punkto. Da 
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dieser Quotient zudem aber auch das den Punkt cx>^ (/=i, 2 , ,§) enthaltende Punkt- 


system c»i, • oo^, ■, <x>^, • , oo^ als Bestandteil des Systems der O^-Punkte besitzt, 
so ist er eine Funktion und man erhalt daher, wenn man den m Art. 10 fur 

die allgemeinste Funktion gewonnenen Ansdmck, unter gleichzeitiger Ersetzung 


>' = 9-1 

von Cjo durch — ^ c,o und der dann auftretenden q — 1 Funktionen — ^ 

y = l 


clF 

0 




Aq} 


/=!, 2 , , 9 - 1 , durch die ihnen beziehungsweise entsprechenden GroBen A^, A^, , 

herubermmmt, zunachst die Gleichung: 

^'i ^1 + ^2 ->^2 ~l~ p _|_ "V « A 

e de ■r.ii ^-l.oA'j 
9=1 1=2 

bei der die c von s freie GroBen bezeichnen Multipliziert man nun linke und rechte Seite 
dieser Gleichung mit z — z', ersetzt die p dann auftretenden GroBen (>= 1 . 2 , ,p, auf 

Grund der vorher gewonnenen Gleichung* 

(7 = 1 r = 2 

durch die ihnen entsprechenden Ausdrhcke und ordnet nach den GroBen 

Ai, Ai, • • •, A^, so erhalt man weiter, wenn man noch beachtet, daB = 1 ist, die 
fur jeden Punkt z der Flache T geltende Gleichung: 


a-p 


0=^ 


(7 = 1 


:sc, 

.(1—1 






du,j 

dz 


T = 5 








9 = 1 


A + ^ 

r = fi+l 


’2c,di>-K 


.0 = 1 


l^esteht aber diese Gleichung fCir jeden Punkt z der Flache T, so mussen nach dom in 
Art 10 auf Seite 195 Bewiesenen die Koeffizienten der GroBen - i^> -"^21 

samtlich mit der Null identisch sein, oder, was dasselbe, es muB 


q-p 


9 = 1 

2.) /«i = 0 3.) = r=a,i>, , 9 , 4.) /f,, -0, .'=2,.t, 

9=1 


sein. Beachtet man nun, daB die Konstanten /e., • • •, /r,„ der zu Anfang gomachiion 
Festsetzung gemslB, nicht samtlich mit der Null zusammonfallen, so erkonnt man aus 
den Gleichungen 2.) und 4), daB auch die GroBen Cj, Cj, nicht samtlich mit dor Null 
zusammenfallen konnen, und weiter aus don p unter 1.) stehondon, in bozug auf di(( 
GroBen Cj, horaogenen linearen Gleichungen, daB die Uotenninante diesor Gloi- 

chungen den Wert Null haben muB. Damii 1 st aber bewieson, daB die Detorminante 
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fur einen dei gestellten Bedingung genugenden Wert z = z nur da, nTi ver- 
schwinden kann, wenn die Determinante 

-e cf 

cf-z 

fur z = z' verschwindet Die aufgeworfene Frage ist also in vemeinendem Sinne zu 
beantworten Die Determinante kann nur fCir eine endlicbe Anzabl von Punkt- 

systeinen z^, , z„ der Flache T den Wert Null besitzen. 

Em System von n J.-Funktionen soil ein Basissystem genannt werden, wenn 
sich jede ^-Funktion als homogene Imeare Funktion der n Funktionen des Systems 
mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen laBt. Nacb dem zu An- 
fang dieses Artikels Bewiesenen ist ein solches System. Wie man alle 

liberhaupt existiorenden Basissysteme orhalten kann, zeigt die folgende Untersuchung 
Man versteho uiiter A[ ein System von irgend n J-Funktionen und denke 

sicb die H Oleicbungen; 

o = u 

(1.) t”i 

<r=l 

gebildot, wolcbe dieso Funktionen als homogene lineare Funktionen der n GroBen./ 4 i, • , A^ 
mit rationalen Funktionen 0=1, a, von z als Koeffizienten darstellen. Verschwindet 
dann die Determinante |r,,„| des Systems dieser Gleichungen mcht identisch, so 1st 
A'l,-- , A'„ ein Basissystem, da die Auflosung des Gleichungensy stems fur jede der 
Funktionen A^, • , A„ und damit zugloich auch fur jede beliebige Funktion A = A(z) 
— - msoferne cine /(-Funktion mit dim GroBon Aj^,'--,A„ immer durch eine Glcichung 

von d(0‘ Fonn A “» r^Ai H H r^A^ mit rationalen Funktionen r von z als Koeffizienten 

verkndpl't ist — eine homogene lineare Funktion der OroBen /ii, ■■,A!n uiit rationalen 
Funktiionen von z als ICoeffizienten liefert. Ist umgekehrt das System A'l, • •, A'„ ein 
Basissystem, besteht also ein Oleichungensystom von der Form* 

( 1 '.) 

rwl 

mit 1‘ationalen Funktionen von z als Koeffizienten, und trUgt man als- 

dann in dieses System an Stelle der GrbBen A'^ die ihnen auf Grund der Gleichungen ( 1 .) 
entsprechenden Ausdmeke ein, so mftsson in dem dadurch entstehenden Systeme: 

(Ttr I \vm% / 

die in ruiuh' Klummern (ungeschlossenen rationalen Funktionen von z nach frtlher 
l‘.«, u 
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Bewiesenem samtlich mit der Null identisch sem, und es kann daher, wegen der hieraus 
sich ergebenden Beziehung |ry^||r,„l = l zwiscben den Determmanten die 

Determinante nicbt identisch vei’schwinden. Man erkennt so, daB das System 
, X dann, aber auch nur dann em Basissystem ist, wenn die ihm entsprechende 
Determinante |r„o| nicht identisch yerschwindet, und daB man alle uberhaupt existierenden 
Basissysteme A^ erhalt, wenn man in dem Gleichungensysteme ( 1 ) an Stelle 

des Systems der Koeffizienten v,(s=i,% em jedes System von rationalen Funk- 
tionen treten laBt, fur welches die Determinante \r^J\ nicht identisch verschwmdet 

Zwischen den Funktionen A^,- A„ besteht nur dann erne Eelation von der 
Form g'lAii- +g[A„ = 0 mit ganzen rationalen nicht samtlich mit der Null iden- 

v — n 

tischen Funktionen von z als Koeffizienten, wenn die aus der Gleichung _ 2 g'rA ,=0 
durch Elimination der GroBen ■ , A„ vermittelst der Gleichungen ( 1 .) hervorgehende 

fir = ra /v = n \ 

Gleichung 0 oder, was nach fruher Bewiesenem auf dasselbo hinaus- 

<r = l \v = l / 

r = n 

kommt, das Gleichungensystem 0 , 0=1,2, ,n, sich durch ganze rationale nicht 

1 =1 

samtlich mit der Null identische Funktionen g'l, • , g'^ befriedigen laBt Dieses aber ist 
nur dann der Fall, wenn die Determinante |r„„| identisch verschwmdet, oder, was das- 
selbe, wenn A^, ■ , A„ kem Basissystem ist Daraus folgt msbesondere, daB die Dar- 
stellung einer behebigen Funktion A = A[g) durch die n Funlctionen A^, ■ , A[ eines 
Basissystems m der Form A==r[Ai + ' i-r„A„, bei der die t' rationale Funktionen 

von 0 bezeichneu, nur auf erne Weise moglich 1st. 

Mit Hilfe der Gleichungen ( 1 ) soU jetzt noch ein drittes Kiiterium zur Ent- 
scheidung der Frage abgeleitet werden, ob die n Funktionen A[, ■ , A„ em Basissystem 
bilden oder nicht Zu dem Ende bezeichne man nut 0i, • , 0,^ die irgend eineni Werto 
von 0 entsprechenden n uberemander liegenden Punkte der Flache T, mit A„(0f,), 

G«=i,2, ,n) die Werte der Funktionen A,„ A, fur den Punkt und setzo zur Abkilrzung 


Ai^i) 

AW 

A(^.) 

AW 

lAWI = 

7 



AW 

■^n (^w) 


• AW 


Beachtet man dann, daB zwischen den auf irgond einon Wert von 0 bezogenen Deter- 
mmanten \A^(0^)\, \A,(0i,)\ und dor Deteniunanto |r,„| des Gleichungimsystems ( 1 .), wegeti 

(Ts=« 

A[(0i,,) => ^r^„A„(0,^, die Gleichung: 

(Tssl 

besteht, und daB nach fruher Bewiosenem die Dehu’ininante \A„(0^)\ nur fflr oine end- 



Theorie der ^-Funktionoii 


203 


liche Anzahl von Punktsystemen , z,, der Flacke T den Wert Null besitzen kann, 
so erkennt man, daB die Determinante dann aber aucb. nur dann mcbt fCir jedes 

Punktsystem z^^, z„ der Flache T den Wert Null besitzt, wenn die Determinante |r„„| 
nicht identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn , A„ ein Basissystem ist 

Die in diesem Artikel erhaltenen Eesultate kann man jetzt schliefilich da, bin zu- 
s.immenfassen, daB die vier Aussagen. 

1 ) Dee FunUionen A'l, , A'„ htlden m% Basissystem, 

2.) Ike Detetmimufe |'> , „| dcs die Funltmien A[, , A„ durcli die Fwihkonen A^, ■, A„ 

a = n 

daisielknden Gleichwigeiisystems A\. = ^ r„„A„, r=x,% verscJiwmdet nicfit idenhscli, 

0=1 

.‘i.! Zwischen den Funldionen A[, bestelit heme lielatmi von da Form 

A'„ ---= {) md (janzen rationalen, mclif samitlicli mt der Null identisclien FmJc- 
tmim <] von z als Kooffizicntcn; 

4 .) Ike Jhienmnante he&itd mclif fur jedes PunUsystem z^, , z,, der 

Flache T den Wert Null, 

glei(;liwertig smd, insolbnio aus irgiuid eiiior von ihnon als Voraussetzung jede der drei 
iindoren ahgoloitot wi'rden kann 


12 . 


Niicli dim iin vorhergeliondon Ari.ikel durchgefuhrten Untersucbungen stellt dor 
Ausdi'uck. 

■“ + • • + ^ A„{z), 


hoi dem Ai{z), Aii(z), ■ ■ ■, A„(z) di(‘ zn Anfang des Artikels definieiten Funktioiien, 
yi(z), yi,(z), •••, //„(ie), ff(z) unbostiiumtc gauze nitionalo Funktioncii von bozeicbnen, 
die allgeinoinsi/e yl-Funktion dar. Us soil jetzt gezcigt werden, daB man bei diesem 
AusdnK’ke dio Funktioiien// auf unbegrenzt viole Weisen so bostimmen kann, daB die w 
aus dim duroh Poi,enziorimg sich ergebenden yl-Funktioncn: 

1 , A(z), A(z), A”-‘(z) 

oin Basissystem bilden, (‘iiundoi welche ganze rationale Funktion von z man anch untcr 
(r(z) vorsioheu mag. 

Da zugleich mit 1, A(z), ^(z), '••, A’‘~‘(z) immer auch die n aus dor Funktion: 

A(z)‘^ yi(z)At(z) + y,{z) A^{z) + . . . + (j„{z) A„(z) 

durch i’otenzierimg sich ergebonden J>Fuuktioneu: 

A:(z) - 1 , A;(z) .. A(z), A;(z) ^ A(z), • - •, A:(z) A^-^(z) 
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em Basissystem bilden, wie umgGkelirt, so koramt es nur darauf an zu zeigen, daB 
man die Funktionen g anf unbegrenzt viele Weisen so bestimmen kann, dafi die n Funk- 
tionen * > ^K-®) eiii Basissystem bilden Zu dem Ende beachte man, da6 

nacbi dem am Schlusse des vorhergehenden Artikels aufgestellten Satze die Funktionen 

dann aber auck nur dann ein Basissystem bilden werden, wenn 
nicbt fur jedes System uberemander liegender, also demselben Werte von^ entsprechender, 
Punkte Flache T die Determinante: 


1 A(0,) A--\is,) 

. J/\ Jw — I/N «(w— 1) 

ixwi- 

1 


den Wert Null bat oder, was dasselbe, unter den n GroBen: 


A-(^x) — &i(^) Ai(^i) "I" ga(^) Aa(^i) "t ■ d" A.„(0j^ , 

-4 W = AN + 9%{^) AN + + 9n{^) AN’ 


A-(^n) 9l{^') A(Pi^ d“ d” d" 9n{^')A„(8^ 

gleiche sich befinden. Um ein Basissystem der m Rede stehenden Art zu erhalten, genugt 
es also, nach Wabl ernes Punktes 8 = is' der ^-Ebene die Funktionen ^ 1 ( 0 ), 9a(8),"-, 9 r,(d) 
so zu bestimmen, daB fur 8 = s' keine zwei der GroBen A(8j), A(8^), •• , A(8^) densclben 
Wert annebmen. Als Punkt s' wable man nun einen im Endlicben gelegenen Punkt 
der Z-Ebene, bber dem n getrennte Punkte s'l, 4? • •? 4 der Flacbo I sicb befinden 
und fur den zugleich die Determinante: 

AiN A^N 

Mv(4.)I = 

A^{s,) ■ A^{s,) 

— die nacb dem im vorbergebenden Artikel Bewiesenon nur fQr <une ondlicbo Anzabl 
von Punktsystemen s^, s^, •••, 8„ der Flacbe T verschwinden kann — emcn von Null 
verschiedenen Wort besitzt. Versteht man alsdann unter ^i, a^, • • •, a„, 4, h^, •••, />„ 
irgend 2n durcb die Gleicbungen: 

\ - a^A^N + a^A^N d- • • + 

62 “ aiAi{s^ + a^A^N d" • * d- 0>nAnN> 


b„ — a^AiN d* <*a-^s(4) d (- ci'nAi^it) 
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verkntipfte GrOBen, unter gi{d), gi{ 2 ), g^{s) unbestimmte ganze rationale Funktionen 

und setzt. 

g,{s)=‘a, + {^-z')Tj,{s), g,{z) = a,^{2-^)g,{z), ■ , 

so wird die init diesen Funktionen g gebildete Funktion 

= </i {^) 

ftir die Piinkte jn[, 4, • , die Werte: 

A^'i) = K -4(4) = h, • •, ^(4) = K 

annehmen, uiid es werden daher die aus ihr durcb Potenzierung entstehenden Funktionen 
1, A(js), A^( 2 ), , A“~^(g) und daunt auch die Funktionen 1, A(z), A^{g), , ^'‘“^(4 

immor ein Basissystem bilden, wenn man nur die GroBen a^, a^, • , a„ so wahlt, daB 
keiiK', zwei dor ihnen entsprecbenden GroBen b^, • •, 5„ einander gleich werden 

Durcli das im Vorstehcnden auseinandergesetzte Verfabi'en kann aber aucb jede 
Funktion. 

deron Potenzini 1, A[z), A?{g), - , ein Basissystem bilden, erhalten werden. Tim 

dies oiuzusohon, boacMe man, daB zugleich init 1, A[i), A?{z), •, A''~\z) auch die 
Potimzon 1, A{g), A‘‘‘(z), , A’'~^(z) der Funktion: 

A (4 “ //, (4 ^i(4 + -4«(4 

(Mil Basissysi/Om bilden, und daB daher diose Funktion A(z) fur unbegrenzt viele Systems 
von getiJHinnicn tlboi'oinander litigcndon Punkten z^, • ■ z„ der Flache T Werte 
A(Zi), A(Za), , A(z,) besitzt, von dencn keino zwei emandei gleich sind. Aus diesen 
Systomen kann man also auch ein, otwa dem Punkte z^i^ der Z-Ebene entsprechendes, 
Systmn 4? 4> ••»4 horausgreifon, fUr welches nicht nur das zugehorige Wertesystem 
4 A(z\), 4 A(Zi), , b„‘--‘A(z'„) dor Funktion A(z) keine gleichen GroBen enthalt, 

sondorn auch die Detorminante \A,{Zf)\ von Null verschieden ist. Setzt man alsdann 
noch gi{z) -'tti, //,(/) • •, //„(4) - so sind die hier defimerten GroBen a^, aj, ■ • , 

{> 1 , ‘ 1)^, durch die n vorhor aufgestellton Gleichungen: 

4 - ai.4j,(4) + a3-4s,(4) + h a».4„(4), 

vorknflpft, und der Quotient ■" ganze rationale Funktion von z. 

Man nehmo jetzt oino Funktion 2{z), deren Potenzen 1, 2(4, 2*(4, •••, A^~\z) 
ohi Basissystem bilden. Irgend eino 2-Funktion laBt sich dann immer und nur auf etne 
Weiso durch eine Oleichung von der Form: 

A{z) '>‘o(4 "b ^i('®*) -4(4 “!■ **>(4 •4*(4 "b ' — I" ^»-i(4 -4"”’ (4 
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darstellen, wobei die r rationale Fimktionen von z bezeiclmen Daraus folgt speziell, 
dafi zwiscben den Potenzen 1, A{z), A!'‘[s) der Funktion A{s) eine und 

nur eine Gleichung von der Form: 

= r^{z) + r^{z) A{z) + r^{z) ^{z) + + A^~'^{z) 

init rationalen Funktionen r als Koeffizienten bestebt, und diese Gleichung besitzt als- 
dann fur irgend einen Wert von z die zu den n entsprechenden Punkten z^^, z^, , z^ 

der Flache I gehorigen Werte A[z^, A(z^, , A{z^ der Funktion A{z) als Losungen *') 

Damit ist aber die Moghchkeit gegeben, allgemein den Punkt ^ der Flache I durch 
Angabe des ihm entsprechenden Weitepaares (z, A) zu fixieren — eine Aufgabe, die 
der Algebra zufallt und fur deren Behandlung auf das vorzugliche Werk der Herren 
K. Hensel und G. Landsberg „Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln 
und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche Integrale (Leipzig, Teubner, 
1902)“ verwiesen werden moge. 


') Vgl Riemann, B , Theorie der Abelschen Funktionen I, Ait 6 (Gesammelto Werke, 2 Aufl, S 88 — 141, 
S 107—109) 
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1 . 

Kh Hollcn Jet/it die am Pjnde vou Ai-t 7 des zweiten Abschnittes defimerteu, mit 
F{d) hczeiclmetiOii , sjicziclleii zii irgend einer gewohnliclien Charaktenstik gehorigen 
Fiuiktioiien W zuglcMcb uiit don am Endo von Art 7 des dntten Abscknittes definierten, 
(dxmCjillH nut F{z) Ix^zi'ichnotou, spezielkui zu irgend einer gemiscbten Cha,raktenstik 
goliorig('ii FiinkEonon W oiiu'r gonauen Betiuchtuiig unterzogen werden. 

Man v('rsi.('lio uiitor irgend ome von verscbiedene Charakte- 

riKi/ik, b(^i dor • •; Bx, oigentlicbe, \ = 1, = 1 

unoigontlic.ho Kaktor(!ni)aar(^ Hein mogen. Uabca bezoichnet p eine Zahl aus der Eeihe 
tiiid Ai, Ajjij, • , Aj, oino Permutation der Zablen 1,2, p. 1st 

p oino Zahl auH <l<‘r Ib'iho 1, 2, • • ,p-l, so ist die Charakteristik eine gemischte; 

i.st, dagegcm p ■ p, ho ist die Oliaraktoristik eine gewohnliche. Nun lixiere man in 

<l(ir urspranglichen Flilche 7" irgend s Puiikte ip-\ if \ ■ • , 7i^‘\ die nur der Bedingung 
zu gemlgon hahon, daC nie als Punkie der Flkche T betrachtet getrennt liegen, und 
ordiu^ ilmen die poHitiveii ganzen Zabbrn %, • • •, w, beziehungsweise zu. Pilr den 
Kail, da,fi irgmid welclio du'Hm* Punkto an der Begi-enzung von T liegen, fahre man 
am vSehniti.HyHten) bei ilioHon Punkten, ohno jedixdi den (Jharakter des Schnittsystems 
zu .Indern und olme einen Schiiitt abor einon der Punkto r} Mnuberzuschiebon, eine 
Holc.he Deromiation aus, claB die Haintlichon Punkto ■/; bn Innern der dadurch entstehen- 
den nmum Fladie 7" liegen. Nacb dem im dntten Abschnitte zu Anfang des Art. 7 
Hemerkten iHt dami in (Uwn mit den willkdrlichon Konstanton S, C gebildoten Ausdruck: 
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bei dem die P zur Cbaraktenstik (g) gehorige Elementarfunktionen bezeicbnen, jede zur 
Cbarakteristik gehonge Funktioa W entbalten, welcbe in der Fl&cbe T' einwertig 

ist, in je zwei zu einem der Scbnitte C;^, •• , gebbngen entsprecbenden 

Punkten denselben Wert besitzt, fur jeden von den Punkten verschiedenen 

Punkt g der Flacbe T stetig ist und fkr den Punkt (< 1 = 1 , 2 , ,») bochstens von der 
Ordnung m„ unendlicb wird. Auf Grrund der Gleicbungen (2^.), (3„.), (5^.) von Art 3 
des dntten Abschnittes sind die Werte dieser Funktion in je zwei entsprecbenden 
Punkten der Begrenzung von T' in der Weise verknupft, da6 


langs a„{ W{gf = A,W{g)- + (1-A„) 
langs I, { W(gy = P„ W{g)- + (1 -P.) , 

langs c, { W (gy = W (gf , 

langs a, { W {gy = W (g)~ , 

langs = Tr(^)- + ^,„ 

langs Tr(4f)‘'' = W'(g)~, 


1 st Dabei vertntt den durcb die Gleicbung 


0 SSI Zss niff 






^ = ^P + It^p+Si 


(>' = 1,2, ,p) 


bestimmten Ausdruck, bei dem, der einfacheren Scbreibweise wegen, g^m durcb g„ ersetzt ist. 
Sollen nun fur die Flacbe T' zur Cbarakteristik gehorige A-Funktionen existieren, 


die ftir jeden von den Punkten rj verschiedenen Punkt g dieser Fklche stetig sind und 
fur den Punkt 7 ]^”^ ( 0 = 1 , 2 , ,») bochstens von der Ordnung unendlicb werden, so mu6 
sicb das Gleicbungensystem illi = 0, ^2 = 0, • , = 0 Oder, was dasselbe, das System 

der p Gleicbungen: 


0SS3 Xssirifj o V v' = p 


r~l,2, ,p, 


durcb GroBen S, welcbe nicht skmtlicb den Wert Null besitzen, befriedigen lasson, da 
nur in diesem Falle der fiir W'{g) aufgestellto Ausdruck eine A-Funktion mit den go- 
nannten Eigenscbaften liefert Beacbtet man aber, dafi durcb Addition dor :(,i Oloi- 
chungen, welcbe aus der vorstehenden, auf boliebiges p sicb boziohondeu, Gbucbung 
hervorgehen, wenn man darin der Eoibe nach an Stollo von v die Zahlon Aj, Aj, 

(i St pV't»p 

treten Mt, wegen ^ w, — 0, ^ die Gleicbung C|) ■==■() folgt, so erkcmnt 

(fmt ()mX v'mX 
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man, daB i^-Punktionen der genannten Art dann, aber auch nnr dann existieren, wenn 
sich das System der p Gleicbungen: 


(!•) 


I n S.. ©).+ ■■ + ^ S.-.(^').l - 0, 


durcb GroBen £, welclie mcht samtlicli den Wert Null besitzen, befnedigen laBt, und 
daB zugleicb die zu emem solchen Systems von GroBen S gehonge emzige Funktion 
F(£i) der genannten Art durcb die Gleichung- 


( 2 ) 





+ S02P 


,to) 



g(dioroi't, wird. 

liotrachtet man box einer Funktion F(^i) der m Eede stebenden Art den Punkt 
r/") j,2, ,»), Air don sie unondhcb von der Ordnung werden moge, als 

iunulvalent mit m„ cx)‘-Punkton, so kommen der Funktion F(g) im ganzen w=Wi-f • 
oo‘-Puukto zu, und die Zahl m soli dann die Ordnung der Funktion F(is) genannt 
w(U’d(Mi. (Jill die Frage zu ontscheiden, ob die in der Flacbe T' einwertige Funktion 
F{0) aucb All- Ibiukte dieser Flacbe den Wert Null baben kann, nebine man — 
indem man l)ea(‘bt(}l., daB solcbo Jbnikte, wie aus dem Verbalten dor Funktion F(g) in 
d(Hi I’unkAui , 7/"^ Iblgt, nur lu ondhcber Anzabl auftreten konnen, und dafi jedem 

Holcbcni Puuld»<‘, (dne g!U)Z0 Ziibl als Ordnungszabl Air das Nullwerden zukommt — an, 
da>6 F(s) A'lr di(( Ibmkte • •, der Flbcbo T' null weide und speziell fUr den Punkt 
(<■ 1,3, ,0 null von der Ordnung sodaB ibr also, wenn man den Punkt ^Is 

il<(uiViiJent niii ()‘-Puukten botracbiict, ira ganzen n = + + nt 0^-Punkte zukommen. 

Andt^d) man iilsdann, wenn nbtig, das Scbnittsystein durcb Deformation so, daB die Punkte 
//, I siiinibcb im Imumi d(jr Flflclie 'J" hegen, und erstreckt das mit der Funktion F(ii) und 

ibrer Derivierten F'(g) gebildete Integral ^ positiver Eicbtung Tiber die ganze 

Hegi’cmzung der Flftche T', so eiMlt man als Weid; dieses Integrals das eine Mai, indein man 
lieacbtot/, daB die Funktioji in jo zwoi ('utsprocbenden Punkten c/’"*’, i/*" der Begrenzung 

deuselhen Wi'rt besitzt, die Null, das andere Mai durcb Eeduktion auf die, samtbcb im 
Inneni der Fblcbo T' gelegenon, Punkte s, rj die Differenz n — m und erkennt so scblieB- 
lieh, daB die GUnchung bostebt, odor, was dassolbe, daB boi der Funktion F(0) 

die Anzabl m der 0‘-Puukto sicb mit der Anzabl m der 00^-Punkte dockt, Dem Vor- 
st(‘hend(‘n entsprecheud sell nun das Punktsystem - • •, • • •, • • ■, rf'K • • *, if, 

welches allgemtun den Punkt Wa-mal enthalt, das System dor c»“'-Punkto, das 

I'-Il, U. 27 
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Punktsystem 6^ •, • • •, s’-^\ • • , s®, • , welches allgemein den Punkt 6^® w,-mal 

enthalt, das System der O^-Punkte von F(z) genannt werden. 


2 . 

Die im vorhergehenden Artikel betrachtete Gruppe von zur Charakteristik 

gehorigen JP-Funktionen ist durch die m T' fixierten s Punkte 7f^\ , und die ihnen 

beziehungsweise zugeordneten positiven ganzen Zahlen •, vollst&,ndig bestimmt 

Die notwendige imd zugleich hinreichende Beduigung fur ihre iLxistenz ist die, dafi das 
vorher aufgestellte System der p Gleichungen (1) sich durch GroBen C, die mcht samtlich 
den Wert Null besitzen, befriedigen laBt. Es soil jetzt gezeigt werden, daB diese Be- 
dingung durch eine andere ersetzt werden kann. 

Ma.n bilde das Punktsystem • •, 7]^^\ rf\ , rj^^\ •, 'rf‘‘\ , V^'’\ welches all- 

gemem den Punkt m^-mal enthalt, bezeichne seme m — Punkte ohne 

Eucksicht auf die Reihenfolge durch 7?i, , und verstehe unter em System 

von irgend w Punkten der Flache T. Bestimmt man nun fur y = l,2, ,p, indem 

man beachtet, daB die GroBen A^, den Modul 1 besitzen, reelle GroBen a,, 6, im 
Rahmen der Bedingungen -l<a,^0, durch die Gleichungen: 

und setzt, nachdem man zuvor noch, wenn notig, das Schnittsystem durch Defoi-mation 
so geandert hat, daB die Punkte rj, s samtlich im Innern der Flache T liegen, aus 
den den Punkten Sj, • , e,„, i]i, , rim entsprechenden, in Art. 2 des vorhergehenden 
Abschnittes definierten Funktionen 0 unter Benutzung der soeben eingefuhrten (iroBen 
%, , und der unbestimmten Konstanten , (jp, C, c+o, den Ausdruck: 


0 

h 

z 

0 

h 

Z 

0 

Z 

0 

z 

0 

Z 

• 0 

Z 


zasammen, so ist, wie mit Hilfe des Fundamentalsatzes leicht erkannt wird, in dios(uu 
Ausdruck, wenn man ihn als Funktion des Punktes z von T' betraclitot und die 
Punkte e unbestimmt liiBt, jede in T' emwertige Funktion von z enthaltou, wolche das 
System rj^, oder auch nur einen Toil desselben als System dor c»’-Punkto bo- 

sitzt, fUr jeden nicht in dem Systems dor oo^-Punkto vorkommenden Punkt st(d/ig isii, 
gleich oft O’" wie wird, und in j<!! zwei zu einem der Schnitto a, b, c gehOrigeii (iiitr 
sprechenden Punkten Werte annimmt, die sich nur durch einon langs <I(>h bo- 

troffenden Schnittes konstanten Faktor, den sogenannten Schmtttiiktor, unt.(u’sch<nd(m. 
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Beachtet man dann noch, daB das System der c3o^-Punkte einer jeden jP-Funktion, 
welche der in Rede stehenden Gruppe angehort, in dem Punktsysteme • ■, ent- 
halten ist, und daB eine jP-Funktion, als Funktion des Punktes ^ von T betracktet, 
fur v = l,% ,p langs a„ die GroBe langs h, die GroBe langs c, die Bins 

als Schnittfaktor besitzt, so erkennt man weiter, daB der aufgestellte Ausdruck auch 
jcde del in Redo stehenden -F-Funktionen enthalt Nun wird aber dieser Ausdruck, der 
fur jeden Schnitt c die Bins als Schnittfaktor besitzt, nur dann fur y = 1, 2, • ,p 
langs a,, die GroBe langs h,, die GroBe als Schnittfaktor besitzen, wenn 

die OioBen .(/,,• , samtlich ganze Zahlen sind und auBerdem noch fur ^ = 1, 2, ,p 
das Aggrogat; 

" /t=7/i (.t=im r = ^9 

2^-’ u;^-22 


H = t 


M=1 


sicli von utu ein ganzes, etwa mit h^2ni zu bezeichnendes, Yielfaches von 2m 

untcu-,scheid<‘t, also die p Gleichungen: 


,« = m 


W + 2 (P'r + 9v) + \) > 

sr 1 fizsl = i 

bostohen, odor, was dasselbo, wenn die Kongruenz (s. Seite 89): 

« t¥-)-e‘-*l:l) 

) ft » t/l 1> ■= p 

das System 2 + + h 

// •=: 1 V-l 


(J = l, 2, 


,!P, 


Hi W 

- - bei d('r 2 + 

Vi t 

v<n’ij’oli('n soil 


I m 


itt = in v = p 

1 ^ “t" 2 

/M ~ 1 r = 1 

(^rf'(ilH< ist. Daraus folgt dann schlieBlich, daB A-Funktionen, welche das 
Punktsystom rjt, • ■, ij,,, odor auch nm omen Toil desselben als System der oo^-Punkte 
bosii/zon, dann, abor auch nur dann oxisti(‘-rcn, wenn sich die Kongruenz (1' ) durch ein 
Puuktsysbuii befriodigeii laBt, und daB die allgemeiuste zu einem solchen 

Punktsystiun f,,---, e,„ gehorigc Funktion F( 0 ) der gonannten Art durch die Gleichung: 


( 2 '.) 


F(g)- C- 


0 

h 

z 

0 

h 

0 

0 

0 

0 

Vi 

0 

0 

Vn 

0 

. 0 

rim 

0 




e 


r » t 


boi dor die // die durch dio Kongruenz (1'.) als Faktoren der a^„. cindoutig bestimmben 
ganzon Zahlen sind and C oinis willktlrliche Konstante bodeutet, geliefert wird. 

Hat. (dn dor Kongruenz (!'.) gonQgondes Punktsystem Ci, • • •, mit dein Punkt- 
systoin T/i, • • •, 1 ),,, koimni Punkt gomemsam, so ist das Punktsystom tji, • • i?,„ das System 

dor oo‘-Punki(', das Punktsystem das Systoin dor ()‘-Punkte dor zugohorigon 

durch dio Ghnehung (2'.) b(‘stiinmten Funktion F(g), und dioso Funktion ist dann von 
dor Ordnung w. Hat dogogon (dn seiches Punktsystom mit dom Punktsystem ■ ■ ■, Tj„, 
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mn ftn 6twa ifii — Punkt© Gntha-ltondsii Toil gGniGinsani, so bilclGn, wig aus dor GIgi- 
chung (2'.) folgt, die nacli Entfemung dieses gemeinsamen Teiles noch dbrigen m Punkte ri 
das System der cx^-Punkte, die noch ubngen m Punkte e das System der 0^-Punkte 
der zugehongen Funktion F{z), und diese Funktion ist dann von der Ordnung m. 

Das Haiiptresultat der m diesem Abschnitte bis jetzt durchgefuhrten Untersuchiingen 
kann man nun in folgender Weise aussprechen: 

„2m &in&ni heliebtg in dev FlaclieT' ct/ngenonimenen FunJdsystenie tjx, , •, fp'\ 

• •> FmU ( 0 = 1 , 2 , ,») mg-mal entJialten moge, existieren 

mr GharaUenstik gelwnge F-FmJctionen, welchen das Funktsystem rjx, » Vm 
nm an Teil desselbm ds Systmi der oo^-Pmkte mkommt, dann, aber auch nur dann, wenn 
sich das System der p Glachmgen (1) durcli Gro/Sen 2, welche mclit smnilich den Wert 
Null besitzen, befriedigen la^t, ode-t , was auf dasselbe hnauskmmt, ivenn sich die Kan- 
giuenz (!'.) durch an Pmiktsystem fii, befiiedigen la^t.“ 


3. 

Die Untersuchungen des Art. 1 haben ergeben, da6 die Denvierten deijenigen 
allenthalben endlichen Funktionen id, welche zu der zui angenommenen Charaktenstik 
reziproken Charaktenstik (|) gehoren, fur die Theorie der zur Charaktenstik ge- 

hongen F’- Funktionen von fundamentaler Bedeutung sind. Mit Eucksicht hierauf sollen 
zunachst die genannten Denvierten, die nach dem am Ende von Art 7 des dritteii 

Abschnittes Bemerkten zur Charaktenstik gehonge F^-Funktionen sind, oiiior oin- 
gehenden Betrachtung unterzogen werden. 

Die allgemeinste zur Charaktenstik gehonge Funktion w wird nach Art 2 
des dntten Abschnittes durch die Oleichung* 


W’=^Co+CxWl + CjWl+- +Cj,w; 


gehefei-t, wenn man dabei unter Cq, c^, • ■ , Cj, unbestniimte ICoiistantcii voisUdit. Dor 

durch C;i^=C;^“= - 0 charaktensiorte (Jronzfall w 

ist im folgenden iinmer ausgeschlossen. Da die Funktion sich mfolgo ihrer Stotig- 
keit fhr das Gebiet irgend eines Punktos rj von T durch die Gloichuiig: 



darstellen lABt, so ergeben sich, wenn man in bozug auf dio Dag(i d(w Puiiktiis r/, itiso- 
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feme dieser Punkt ein von den Punkten oo,a verschiedener Punkt oder em (t-l)-facher 
Windungspunkt 00 oder ein (^-l)-fac]ier Windungspunkt ce sein kann, drei P&lle nnter- 
scheidet, fur die Funktion und ihre Denvierte die folgenden Darstellungen. 

1) fur das Gebiet ernes von den Punkten oo, a verschiedenen Punktes rj ist 


dw ^ / (lw \ 

dz \dz J z = t) 




2.) fur das Gebiet eines (t — l)-fachen Wmdungspunktes oo ist 



w 

dw 

dz 


.3.) fur das Qoiiiot eincs (/* — l)-fachen Winduugspunktes a ist 

- , /dw\ / ,4 , , 1 , 1 . S.E. . 1 /rZ'** ^ f v 


ii±i 

+ 


* 1 I , I i / #~‘w \ 1 . 1 / df‘w \ 1 / _ \'ff I 

(( Vo ('•If'' 


(s-a) 


l)ies(i Dairstiolluiigi'ii hussen (irkeniioii, duB die in T' einwoidiige Funktion- 


dw 

dz 


ds dz ^ ^ V da ’ 


d 'U\ 


dw,i 


webihe infolge dor vorlier (\ber die Konstantcn c gomachton Fcstsetzung njcht allent- 
haibe-n denselboti Wert lawitzea kann, uiir fur die im Bndlichon gelegenen Windungs- 
punU.(^ «3, • , a, uru'Tidlich wcrdon kann und zwar algebraisch unendlich, und daB 
Hie Hpeziiell fflr den Punkt ,r) hochstens von der Ordnung /lc^—1 nnendlicb werden 

kami. IbMUihti't man dann noeli, daB nacb Art. ,‘{ des orsten Abschnittos die Beziebung 

-1) u \ <j ( 2y>-2 besti'ht, ho orgibt Hicti /ainachst, daB ^ eine zur (Jharaktoristik 

f > 

gelibrigo A- Funktion ist, deron Ordnung die Zahl w -f- </ ^- 2?^ -- 2 nicht ilbersteigt. 

iHt die Funktion ^ von der Ordnung n + (ji + 2p — 2, besitzt sio also das den 

I*uukt iv i. *. I >) 1 Vma] onthalti'nde Punktsysteni , • • • , Cj , • • • , a, , • • , a, als System 

der ro'-Ibinldds so koinmen ihr auoh n + q + 2p~ 2 O^-Punkte zu. Unter diesen Punkten 

j nr 

tritt, wio man anf Grand dor unter 2.) fflr aiifgostellten Bntwicklung erkennt, der 
Punkt (»„ (K mindostons auf, und os sotzi sich dahor das System der 



214 


Seelister Absclnitt 


+ — 2 O^-Punkte der Fniiktion ^ aus dem den Punkt oo^ (/=i,2, ,s) (/y + l)-nial 

y = q 

enthaltenden Systeme oo^, • , 00^, • • , oo^, • •, oo, von ^(t^ + l) = » + 2 Punkten und 

y = l 

emem Systeme «i, 82, •? «2p-2 2 p — 2 Punkten zusammen. 

1 st dagegen die Funktion ^ von der Ordnung n + q + 2 p — 2 — f, besitzt sie 

also nur einen, n + q + 2 p — 2 — t Punkte umfassenden, Teil des den Punkt (e=i,2, , 0 
l)-mal enthaltenden Punktsystems «!, • • , a^, a,, • , a, als System der 00^-Punkte, 

so setzt sich das, ebenfalls n + q-{- 2 p — 2 — t Punkte entbaltende, System ihi’er 0 ^- Punkte 
aus dem den Punkt 00^ (>'=1,2. ,1) (i^ + l)-mal enthaltenden Punktsystem ooi, , ooi, 
oojj > imd einem, mit Cj, «2> > zu bezeichnenden, Systeme von 2 p — 2 — t 

Punkten zusammen. Im vorliegenden Falle erganze man nun das Punktsystem 
e2p-2-i dadurch zu einem System von 2 p — 2 Punkten Cj, •, fi2p-25 da6 man zu 
ihm dasjenige, t Punkte enthaltende, System, welches von dem oben aufgestellten System 

«!, • , ttjL, ,0!,., •, a, nachWegnahme der » + g' + 2 ^ — 2 — # 00^-Punkte der Funktion 

noch ubrig bleibt, hinzunimmt. 

In jedem der beiden soeben betrachteten Falle soil nun das zur Funktion ^ 
defimerte Punktsystem e^, • • , fi2y-2> msoferne durch dasselbe die Funktion ^ bis auf 
einen von s freien Faktor bestimmt ist, das System der charakteristischen Punkte 
der Funktion ^ genannt werden. Wie die zu Anfang fur ^ aufgestellten Entwick- 

lungen zeigen, werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafur, daB em 
Punkt 77 der Flache T' — einerlei ob dieser Punkt ein von den Punkten 00, a vcr- 
schiedener Punkt oder einer der Punkte 00 oder endlicli einer der Punkte a 1st — in 

dem Systeme der charakteristischen Punkte einer Funktion ^ zum mnidesten 7)<-mal 
vorkommt, durch die GHeichungen: 



dargestellt 

Nach den vorstehenden Untersuchungen gehoron die Funktionen ^ zur Cilru}ipo 
derjemgen auf die Charakteristik sich beziehendon /^-Funktionou, wolcho das don 

Punkt (9=1,2, ,0 — l)-mal enthaltende Punktsystem •, a,, — , ce,. odor 

auch nur einen Teil desselben als System der cxs* -Punkte besitzen, und zwar gohdron 
sie speziell zu jener TJntergruppe, die von denjenigen Funktionen dor (Iruppe geliildot, 
wird, bei welchen das den Punkt 00^ (*=1,2, .?) (t^-i-l)-nial enthaltende I’miktsysiiem 
• , '^,1, ■ • ^,1 als Bestandteil des Systems der 0 ^- Punkte aiiftritt. Be- 
achtet man dann noch, da6 das mit irgond einer zur dehniorten Untergruppo gohdrigon 
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Punktion F{i) gebildete, tber emen ganz in T' verlaufenden Weg erstreckte Integral 

y* F{z)dz eine in T' einweitige und stetige, zur Charaktenstik gehorige Punktion W 

der komplexen Verknderlichen z und zwar erne Punktion ist, so erkennt rnan 

schlieBlicb, daB die soeben definierte Untergruppe auBer den Punktionen ^ keine 
weiteren Punktionen mehi enthalt. 

Nachdein jetzt ennittelt ist, welcbe Stellung die Punktionen ^ unter den zur 
(Jhai akteristik geborigon i'- Punktionen einnebmeii, lassen sich die Systenie der 
charaktoristischen Punkte der Punktionen ^ auch einheitlich definieren; man hat dazu 
nur du‘ gegen Knde des Art 2 angestellten Betiachtungen, speziell die Kongruenz (1' ), 
iuif die Punktionen ^ zu beziehen. Es ergibt sich dann — wenn man noch fur 
2, ,p unter d,., h„ die im Eahmen der Bedingungen — 0^&,<1 

(lurch die (Ueichungcm A,.=- 0 '“”^"', = bestimmten reellen GrroBen versteht — , 

(laB die (IcHamtheii, der Systeme der charakteristischen Punkte, welche den auf die 

OhaniktoriHtik sich beziehenden Punktionen ^ zukominen, mit der Gesamtheit der 
Lbsungsaystome Cj, Sa^_a dor Kongruenz. 



odor d(ir nut ihr JUpuvalesiiton Kongruenz: 


ulontiHch ist. 

Bilden zwoi Punktsystonie 6i, 


2 :’ «•' -(.iV,-! ® 

,0-1 / V--1 y^i V 

, s[, B„,' («+»*'= 2^,-2) zusammen das System 


dor charakteristiBchon Punkte einer Eunktion so soil jedes der beiden ein zu dem 
andereii gehbrlges lioHt})iinktsystom einer Punktion ^ genannt werden. 


4 . 

Nacli dem am Kudo doH Art. 2 ausgeBprochenen Resultate existieren zu einem 
boliebig in T' angeiiomnumoti Punktsysterao ??i, • • •, 'rf'\ • • •, • ■ •, if'K • > 

d(Hi Punkt 7 /'" O' 77vmal entlialij, zur Charaktenstik gehonge A-Punktionen, 

welcliou das Pnuktsystem '//i,'**,?/,,, oder auch nur ein Toil desselben als System der 
nu‘-Puiikte zukomint, dann, alior auch nur dann, wenn sich das System der p Qleichungen: 
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(0.-) 


— bei dem der einfaclieren Sclireibw6ise wegen fbr c = 1, 2, • • ,3 durch ersetzt 
ist — durch GrdBen S, welche nicht samtlich den Wert Null besitzen , befriedigen laUt 

.. /> fHi- TT.T^ ± 


Bang der Matrix' 


dann moglich., W6nn 

der, mit 

1^1 

/dw^\ 

/digA 
\dz^ jo 

/ \ 

[l^Jo 1 jo 

[ dz"“ jo 

/dWp\ /cV'^’Wp\ 

/£^\ 

\dz, Jo 

/d"^‘Wp\ 

1 I'^jo \ dz'l‘^ )o 

[ rf?;"’ /o 


— Oder, wie ini folgenden der Kurze wegen, in liTbertragung des Begriffes „Ilang ‘ von 
der Matrix auf das ihr zu Grunde liegende Punktsystem iji, , gesagt werden soil, 
der Bang des Punktsy stems gegenuber der Charakteristik (jj) dor 

weder uber m noch , wegen der durch die Gleichung + %^ + • + charakte- 

risierten Linearabhangigkeit der Funktionen • • •, uber j) — 1 liegen kann, kleiner 
als m ist Fur m j) + 1, • ■ ist iinmer 9lj,,j(7yi, wie auch das Punkt- 
system , r},„ von Anfang an gewahlt sein mag; fur m<p dagegen wird, wie die 

spatere eingehende TJutersuchung zeigt, durch die Forderung, daB dei Bang 

kleiner als m sei, zugleich eine Beziehung zwischen den Punkten dc's Punktsy stems 
gefordert. 

Die sdmtlichen zu dem Punktsystem //i,-- , t/,,, etwa cxistieronden Funktionen 
F{z) der in Bede stehenden Art weiden uach Art. 1 durch die (ileichung: 




nm 


-h — H S, ,,, P 




1 + "- 1-^1 n 

gehefert, wenn man dann an Stello von " •» von 

0, ■ •, 0, • •,(),• •, 0 verschiodeiie, das GlcichungonHystem (G,.) bofnodigondc (irABenHystein 
treten lafit. Irgend h dieser Funktioncm F{g). 




nfl) 




,11) 


,11) 




+ • 




ni'J 


4- 




I 


f- !i!fi /’ 
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sollen linear unabhangig genannt werden, wenn der Ausdruck: 


fur kern yon 0, •, 0 verschiedenes Konstantensystem • •, m T' allenthalben den 

Wert Null besitzt. Existiert dagegen eui von 0, , 0 verschiedenes Konstantensystem 

fur das der soeben aufgestellte Ausdruck m T' allenthalben den Wert Null 
beSitzt, sodaB also die Gleichung: 




bc'steht, so sollen die Ic Punktionen linear abhangig heiBen Aus diesen Definitionen 
folgt, daB die h bhmktionen dann, aber auch nur dann linear unabhangig sind, wenn 
die 7c bei ihnen auftretenden Konstantensysteme • •, Sif , >'= 1 . 3 , , 1 , 

in) Ki)ine dor in Art. 4 des vorhorgehenden Abschnittes gegebenen Definition linear un- 
abhllngig sind. 

Da die Funktionon ^ nach den Untersuchungen des Art 3 zur Gruppe derjenigen 
a, 111* die (Hiarakteristik sich beziohenden A-Punktionen gehOren, bei denen an Stelle 

des allgomoinon Dunktsystonis das spezielle den Punkt (f=i.s. ,r) — l)-mal 

onthaltiuido Punktsystom a^, • , a,, •••, a^, •• steht, so konnen die soeben auf- 

gestollton DoHnitiom'n iinmittelbar auf die Punktionen ^ ubertragen werden. Aus 


diosim I)(‘linitionon folgt liior, daB die m mit irgend welchen Konstanten c gebildeten 
Pimktionon 

(t 


da 



da 


da ^ 


I Jm) 

^ '•'P (la 


jodonfalls dann linear abhangig sind, wenn die m bei ilinen auftretenden Konstanten- 
systenie f> i.a. .»», linear abhdngig sind. 

Nach diesen Vorboreitungen soil jetzt das Gloichungonsystem (Qi.) unter der 
VoraiiHseizung diskutiert werden, daB der Hang des Punktsystems7?i, •••,»?«,> 

der weder fiber p— 1 noch fiiber m liogen kann, kleinor als m ist, da nur dann, wie 
Hchou vorher bemerkt wurde, das Gloichungensystom (Gi.) sich durch GrOBen S, die 
nicht sftmtiich mit dor Null zusammenfallon, befriodigon laBt. Dabei soil dor Pall, wo 
• • •, 7 j,„) — 1 ist, von deitt Pallo, wo • • •, »/,„) <p~l ist, unterschiedon 

werden. 
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Erster Fall: Dei Bang •,»/»,) PmiUsystems ri^, • -j-gm. glezch p 1. 

U1 

Dieser erste Fall kann, da die gemachte Voraussetzung ■ v rij<m hier 

in — l<wi ubergeM, nur fur m=p,p-i-l, auffcreten; er liegt, wie aus dem im 
folgenden unter III) Gesagten hervorgeht, immer vor, wenn?K>2^ — 2 ist, also unter 
alien Umstanden fur p = l. 

In diesem ersten Palle ergibt sich nun durcb Anwendung des in Art 4 des 
vorhergebenden Abschnittes aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleicbungensystem (Gj.), daB 
die folgenden funf Aussagen gleicbwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen 
als Yoraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann. 

I) Der Bang •, -J?™) des PunUsy stems rji, ■ ■ , 7?„, zst gletch p-1. 

Ul 

II) Pas GleicJmngensystem (G^.) hesitgt m-p + \, von 0, • 0, , 0, • • , 0 verschedene, 

linear undbhangige Losungssysteme , Sli, , Sim,, *=i,3. und das 

allgemeinste Posungssystem lafit stcli aus ihnen mtt Silfe von m — p -\-X unbesfimnden Aon- 
stanten linear susammensetzen; oder, was dasselhe, es giU m—p + l linear unahhangige zur 

CJm aJcteristih gelionge Funhtionen F(z) 



y = 1, 2, • , wi - jp 4 1 , 


ivelclien das PunJctsysteon ri^, • • •, oder aucli nur ein Tetl desselhen als System der 
zuhommt, und die allgemeinste deraotige Fmihtion F{z) la/3t sich aus ilinen mit JMfe von 
+ 1 wibestmmten Konstanten linear zusammensetzen in doi Fonii. 


F{z) = X^^'>F^\z) + }!'^'^F^^\z) -f • + t) 

III.) Pas Gleichungensystm: 


f, 

1 dh / 

1 + ^=* 

[ dw^ \ 
\ dz, ) 

>0+ • +^1’ 

^ (i 'IP ^ ^ 
\ dz, ) 

= 0, 





+ Cj,\ 

U<“ ) 

= 0, 
0 ’ 

fdw,\ 
[ dz, ) 

lo+Cg 

/ dn\ > 
\ dz, ) 

►o+-' 

' ' + <^p 

\ dZu ) 

“0, 
0 ’ 

^ \inF] 

l„+Cs 


>0+ ■■ 

+ C^ 

\dz^^^) 

--() 

0 


lann nur durch — 0, • • «■ 0 befnedigt werden, oder, leas dimelhe, 
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es gibt keine mr Charakteristik gehorige Funktton he% der das Pimktsysfem ,g,n 
in dcm Systeme der cliarakteristisclien Punkte entJialten ist. 

IV.) Aus den Gleichmgen (G^.) lassen stch p — 1 lierausgteifen, die voneinander wn- 
abhangig smd, wid die eine dann noch ubrige Oleichung ist eine Folge derselben 

V.) Aus den Gleichungcn (Gj.) lassen sich p — 1 herausgreifen, die voneinander un- 
ablumgig sind, und .yec/e der m—p + l uhrigen GleicJmngen ist erne Folge derselben. 

Die allgomoinste zu dem Punktsystem • , 7 j,„ gehorige, auf die Charakte- 

ristik sich bcziehende Funktion F( 0 ) enthalt nach 11.) m—p + 1 wesentliche will- 

kilrlicho Konstanton linear hoinogen. In Ubereiiistimmung hiermit folgt aus IV), daB 
sich von den m GroBen 2 angeben lassen, die von Anfang an willkurlich 

gowillilt werdcn kOnnen und durch die dann die p — 1 Ubrigen GroBen 2 eindeutig 
bostiinint said. 


Zwoilol' Ml: Der Hang des Pmktsystems ist klemet 

ah p — l. 

Diosor /weito Fall kann, wie aus dem im folgenden untei III) Gesagten hervor- 
golit, mil- dann auftroton, wenn — 2 ist, also unter keinen Umstauden fur jp = l; 

or liegt filr dor gomachten Voraussetzung •••, zufolge, immer 

vor, wonn n% <p ist, * 

In dioHOin zweiton Falle orgibt sich nnn durch Anwendung des in Art 4 des 
vorhergobondon Abschnittos aufgostellten Jlilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gi.), 
daU diet folgondou fflnfAussagon gh'ichwcrtig smd, insofem aus irgend einer von ihnen 
als Voraussetzung jodo dor vu'r anderon abgoleitot werden kann. 

1.) Der Jtang (//i, •, g,,^ des Punktsystem g^,-- , g^ ist gleich r. 

1"1 

II.) l>as Glcudiungensystam (Gi.) besilzt m — r, von 0, • • ,0, — , 0, • • •, 0 yerschiedenc, 
linear unablidngige fjdsmigssysteme 2il, - • , fif,!,,, • • •> • • •> .»«-s und das all- 

gewemste Imungssysteni Uifit sich aus ihnen mit Ifilfe von m —x mdiestimnten Konstanton 
linear snsaniinensetzen ; oder, was dassellie, cs gibt ni — x linear unabMngige mr Gharakteristik 

(^) gehorige, Funktumen F(is): 




«(*»! 


+ 






2, ,w-ic, 


welehen das Punkfsifstem ?/i, odov auch nur ein Tdl dcsselben als Syst&n der 

Punkte eukonind, und dk ullgemeinste derartige Fimlction P{z) IdfSt sich aus ihnen mit 
Ililfe. von m x unbest iimnfeM Konstanten linear zusammensetgen in 

der Form: 


28 * 
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in.) Das Glmliungensystefn (Gr^) hesvtzt au^er dem Losmigssystene c^— Cx^— - — Cx^ 1, 
Cj = 0 , ,Cx=‘0 p — l — x, von 0, ,0 verscUedene Losmigssysteme di\ ? 

dw'msaminen imt dim erne Gesamtimt von p-t Unear unabliangtgen Losmgssystemen hlden, 
m%d das allgmeinste Losmgssystem lafit sicJi aus diesen mit Eilfe von p-x wnbesUmmten 
Konstanten hnear msammensetzen, oder, was dasselbe, es g^U p — l — X Unear unabhmgtge 

mr Gharakteristik geliorige FmMionen 

I . 4. cW *=i. 2, 

He dz ^ ^ dz ^ dz ’ 

let welclien das PmMsyst&m By stems der charahter^sUsdlen Punlde ent- 

Jialten ist, md dte allgememste deiarhge FmMion ^ lal3t sich aus tlinen mit mife von 
p-l-x wdestimmten Konstanten A™ Unear msammensetgen tn der Form: 

dw dw^^^ , 1(2) I I pp-i-t) ^ 

dz ~ ^ dz ^ dz '' ^ dz 

IV. ) Aus den Gleielmngen (Gj.) lassen s%cli x herausgr&ifen, d%e voneinandet unal- 
liangig sind, und jede der p — x ubngen Gleichungen ist etne Folge derselhen. 

V. ) Aus den Gleichungen (Gj.) lassen sich x herausgreifen, die von&inander undb- 
hangig sind, und jede der m — x vhrigen Gleichungen ist eine Folge derselben. 

Die allgemeinste zu dem Punktsystem , ri^ gehorige, auf die Charakte- 

ristik sich beziehende Funktion F{z) enthalt nach II.) m-x wesentliche willkilrliche 

Konstanten linear homogen. In Ilbereinstimmung hiermit folgt aus IV.), da6 sich von 
den m Grofien S m ~x angeben lassen, die von Anfang an willkhrlich gewahlt werden 
konnen und durch die dann die r ilbrigen eindeutig bestimmt sind. 

Setzt man in den letzten funf, unter der Voraussetzung r<jo-l gemachtcn, 
Aussagen x=p-l, so gelangt man bei richtigei Interpretation wieder zu den fiinf auf 
den ersten Fall sich beziehenden Aussagen. 

5 . 

Von besonderem Interesse sind diejenigen zur Gharaktoristik gchbngen 
i^-Funktionen, welche nur fhr einen einzigen Punkt rj der Flilche T' uncmdlich wonlon, 

also das den Punkt rj m-mal enthaltende Punktsystem rj, IJ, ■ ■, f oder auch nur oinoii 
Teil desselben als System der oo'-Punkte besitzon. Nach don Untersuchungon (lets 
vorhergehenden Artikels existieren Funktionon F(g) von diesor Art claim, aber auch nur 

dann, wenn der Kang •> f) anfgostollten PunktsystoitiH oino uiitc'r m 
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liegende Zahl t ist, und zwar gibt es dann immei m — x linear unabhangige Funk- 
tionen F(e): 




welclien das Punktsystem ^,rj, • ^ oder aucb nur ein Teil desselben als System der 

oo^-Pmikte zukommt, und die allgememste derartige Funktion F(z) laBt sich aus ihinen 
rait Hilfe von m — x unbestimmteii Konstanten linear zusammensetzen 

in der Form’ 


Aus dem soobon aufgcstelltenSysteme der7B—r linear unabhLangigenFunktionenF'^^’(js), 
, erhalt man wieder ein System von m — x linear unabhangigen Funktionen F{i$) 

dor in Redo stebenden Art, wenn man daiin, unter /j,, v u’gend zwei Zablen aus der Reihe 
1, 2, , m, — X, unter c erne beliebige Konstante verstehend, F^\ 3 ) durcb F^\z) + cF^'’\s) 

orsi'tzt, und man kann dann fur den Fall, daB die Funktionen F'^\z), F^'^(/) dieselbe 
Ordnung haben — also die OroBen von Null verschieden smd, die GroBen 

Sm dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung von 
F^^\e) cF^'’\i), indom man c durcb die Gloicbung 2^^+cS$^^ = 0 bestimmt, kleiner als 

•)n inaohoii. Von dom urspnlnglicben Systeme • • •, ausgehend kann man 

nun durcli wiodorboU-o Anwendnng dieses Reduktionsverfabrens, indem man zunacbst 
hoi (l(Mi Funktionen von dor hbcliston Ordnung beguint, zu oinem Systemc F'''^\z), •, 

//'(«' von m X linear unabbilngigen Funktionen F{z) der m Rede stebenden Art gelangen, 
l)(>i (loin koine zwei Funktionen die gloicho Ordnung besitzen. Hab(‘n aber die so ge- 
wonnonon Funkt.ionon F die — jedonfalls der Reibe 1, 2, • • , m angeborigen — Ord- 
nungszablon w,. • • •, boziohungsweise, so muB aucb die Ordniingszahl m irgend 
oinor lOinklJon F(ji) dor in Redo stebenden Art, da ja jede solcbe Funktion sich aus don 
Funktionon F init IliUb von m - r passeiid gewiiblten Konstanten • • •, linear 

zusannnonsetzi'n IftBt in dor Fom: 


F{0) -1 A<b + A'*> F\e) - 1 - • • • + 

sioU niit oinor dor Zablen deckon, odor, was dassolbe, os gibt unter 

don Zahlon 1,2, ••>,«/- gorado r--9iu|(i', • •, f) Zablen, die niebt als Ordnungszablon 

U1 

boi don Funkiiionon F{g) dor in Rode stebenden Art auftroten kOnnon. 

Kino positive ganzo Zahl n soil gogonflber der Charaktoristik eine zum 
I’unkt-e 7 / dor Flkcbe T' gobOrige Ltlckenzabl gonannt worden, wenn unter don nur im 
Punkto ij unoudlieh wordondim zur Charakteristik gohOrigen A’-Funktionen keino 
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Yon der Ordnung n sich befinden, also kerne, die im Punkte t] co^ wird. Erne Zahl n 
ist niir dann gegenuber der Charaktenstik eine zum Punkte rj gehdrige Luckenzahl, 

wenn die DiflFerenz * *? ^) ■“ Definition des Begriffes „Rang 

zufolge nur den W^ert 1 oder den Wert 0 haben kann, den Wert 1 besitzt, da nacb 

dem soeben Bewiesenen tRu i (^j * ? v) Anzabl der in der Eeihe 1, 2, •*,//■ yorkommenden, 

\b\ 

zum Punkte rj gehorigen Luckenzahlen ist. Beachtet man nun, dafi - 1 der groBte Wert 

1 M 

ist, den die mit wachsendem niemals abnehmende GrOBe | ’j) annehmen kann, 

und dafi diese GroBe, nach dem im vorbergehenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten, 
jedenfalls fur /j, = 2p-l den Wert p-1 besitzt, so erkennt man schlieBlich, daB 

es im ganzen gegenuber der Charaktenstik P zum Punkte ij gehorige Ldcken- 
zahlen gibt, daB diese samtlich in der Reibe 1, 2, • , 2i? - 1 enthalten sind, und daB von 
ibnen in der Eeibe 1, 2, • •, [i, gerade . n) vorkommen. 


6 . 

Die m Art. 4 fur die Diskussion des Gleichungensy stems (Gi.) gemachte Voraus- 

setzung, daB der Eang 91 m t (^/i, • , Punktsystems • • , %n ©iue unter m liegende 

IBl 

Zabl r ist, deckt sick nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Eesultate mit der 
Forderung, daB die Kongruenz. 

/fi = m \ ni^m • A 

(c.) 

sich durch ein Punktsystem s^, befnedigen laBt. 

Um die samtlichen der Kongruenz (C.) gemigenden Punktsysterae Cj, •••,«,« zu 
erhalten, hat man nur fiir jede zu dem Punktsystem • • , t],„ im Rmne des Art 1 
gehonge Funktion F( 0 ) das System der 0^-Punkte aufzustellen und zn ihm dasjenigo 
Punktsystem hinzuzufUgen, welches von dem Punktsysteme • • •, tj„, nach Wegnahmo des 
Systems der oo^-Punkte der Funktion F(0) noch Ubrig bleibt Man erhalt auf dieso Woiso 
die samtlichen in Eede stehenden Punktsysteme, und auch jedes nur oinmal, wonn man 
bei der Durchfuhrung des angegebenen Verfahrens jede Funktion F( 0 ) ausschlicBt, die 
sich von einer schon in Betracht gezogenen Funktion F{g) nur um omen konBtaut(‘n 

Faktor unterscheidet. Ist speziell I? unttirschoidcn sich, wie 

hi 

aus dem in Art. 4 unter 1.) und II.) Gesagten zu ersehen ist, jo zwoi zu dean Punki- 
system •••,»?« gehorige Funktionen F(0) nur um einen konstanten Faktor, und es 
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gibt daher in diesem Falle nur ein einziges der Kongruenz (C ) genugendes Punktsystem 
• j s„,. Ftir die folgenden Untersucliungen soil dieser spezielle Fall ausgeschlossen 
sein, also vorausgesetzt werden, dafi der Rang •,??»,) eine nnter wi — 1 liegende 

Zalil r ist. I"’' 

Die notwondigen und hinreichenden Bedingungen dafur, daB ein Punkt s der 
Klacho T' — einerlei ob dieser Punkt in dem Punktsysteme enthalten ist oder 

iiicht — in einem der Kongruenz (C.) gentigenden Punktsysteme e^, zuni min- 

destcn »'-nial vorkommt, werden durch ein System von v homogenen linearen Gleichungen 
zwiscben den in der allgememsten FunktionF' (z) = + — h F^’“‘~^\z) 

auftretondon m — r Konstanten A® • • , dargestellt Dementsprechend kann 

man rur die Bildnng eines der Kongruenz (0) geniigenden Punktsystems die 

w-r-1 Punkte fcj, •• , beliebig walilen; denn diese Wahl zieht nach dem 

sooben Bmnorkton ('in System von nur vn — x — l homogenen linearen Gleichungen 
zwiselK'n don w - r Konsianten A^®\ , nach sich Die r + 1 noch fehlenden, 

da,H gewJililto System •• , zu emem der Kongruenz (0.) gemlgenden Systeme 

('rgilnzonden Piinkto • • •, s„, wi^rden aber nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn 

durcii da,s orwilluii/O System von m — r — 1 Gleichungen die m — t GroBen A^^^, A*^', • , A^"'“*^ 
bis auC ('iiu'n alien gemeinsamen Faktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, wenn die 
Maiii’ix der (in r !)(■«( r) in diesen Gleichungen als Koi^ffizienten der A auftretenden 
<ilr()6en den Hang in r • 1 besitzt. 

Ks sell jetzii bewiciW'ii werden, daB durch die Wahl der Punkte fi, • • •, 
die r 1-1 noch fehlendim Punkte r,„ .j, • • •, «,„ ini allgemeinen eindeutig bestimmt sind 
Zu dem End('. gnmze man in der Flilche I/" m- r-1 keiiien dor Punkte 9 ;,, •••, ent- 
hall,<'nd<^ Bereiclu^ //,,•• , ah und bilde mit Hilfe der w - r-1 schon benutzten 

lim'ar imabhangigeii Pimktionen F^'\z),-' , F^”' '‘'''\z) die Detorminante: 

Dunii dieselbo SchluBweise, die in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes an der ont- 
Hprechenden Stelle angewendot wurde, erkennt man dann zunachst, daB die aufgestellte 
Determinanl^i uiclit ftlr je w-r — 1 den Bereichen Jhi ‘ beziehungsweise an- 

geh6rige Punkte fij, • • •, wio Mein dieso Beroiche auch sein niOgen, den Wert 

Null bositzen kann. Wilhlt man jetzt m — x—1 don Bereudien • • •, beziohungs- 

weiso angehdrige PunktiO ft» ■ • ■> aufgostollte Determinante 

nicht vemthwindet, wenn man gleiclizeitig Ci sotzt, so lassen 

sicli, da diessolbe, als Funktion der in -r--! Verllnderlichen betrachtet. 
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far = stetig ist, in T' m-t-1 diese Punkte beziehungsweise 

enthaltende Gebiete von der Art abgrenzen, daB die Determinante^ fur 

j 0 ^ _ 1 diesen Gebieten beziehungsweise angehorige Punkte einen 

von Null verschiedenen Wert besitzt. Beachtet man dann noch, daB durch die auf 
irgend ein solches Punktsystem ej, •,€„-»-! bezogenen — r — 1 Gleichungen: 

die GroBen A®, • , bis auf einen alien gemeinsamen Faktor bestimmt smd, 

so erkennt man die Eichtigkeit der aufgestellten Behauptung, daB durch die Wahl der 
Punkte «i, • • , die r + 1 noch fehlenden, das angenommene System e^, , 

zu einem der Kongruenz (C.) genugenden Systeme erganzenden Punkte im 

allgemeinen eindeutig bestimmt sind. 

Nimmt man jetzt zu dem Eesultate der vorstehenden, unter der Voraussetzung 
X < m — 1 durchgefuhrten Untersuchungen das schon vorher for den Pall x = w* — 1 
erhaltene Kesultat hinzu, so erkennt man, daB die beiden Aussagen: 

a.) Das Punktsystem rji, •••, besztst als Bang 9lj^| (%, , •»?«,) die unter m 

liegende Zalil x; 

b) Die auf das Punktsystem bezogene Kongruenz (C.) la^t sick dutch cm 

Punktsystem befnedigen; fur die Bildung ernes derartigen Punktsystems konnen m — x 1 
Punkte bdiebig gewaklt werden u/nd es sind dwell die Wald von wj — x — 1 Punkten die x + 1 
nocdi fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt; 

gleichwertig sind, insofeme nicht nur, wie schon bewiesen, aus der erston als Voraus- 
setzung die zweite folgt, sondern auch umgekehrt aus dieser jene. Denn, bos«lBe 
das unter b) charakterisierte Punktsystem tim 6 ine von x verschiedene, wi^gcn 

der Losbarkeit der Kongruenz (C.) jedenfalls unter m liegende, Zahl x als Bang, so 
konnten, im Widerspiniche rait dem liber das Punktsystem Vorausgesetzton, for die 
Bildung eines der Kongruenz (C.) genugenden Punktsystems wi — x ~ 1 , die r + 1 noch 
fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte b(}liebig gewahlt ■wordon. 

Ist der Bang diuiiVi,- •,Vm) eine unter m liegende Zahl x, so existicrt mindesGnw 

Ul 

ein Punktsystem Sj,, • , e„„ welches der auf das Punktsystem %, i},„ bezogenen Koii- 

gruenz (C.) genugt. Jedes weitere dieser Kongruenz otwa noch genftgonde Punktsystoni 
s[, '••, ist dann auf Grund der im vorhergehendon Abschnitto zu Anfang dos Art. 7 
gegebenen Definition ein mit Ci, • •, aquivalentos Punktsystem wie uingekolirt, sodtiB 
also die Qesamtheit der die Kongruenz (C.) befriedigonden Punktsysteme — aucli wonii 
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diese Gesamtheit fur x = m — 1 nur aus dem einzigen Systeme , e„, besteht — mit 
der Gesamtheit der mit Cj, • , aqmvalenten Punktsysteme identisch ist. Nach dem 
am Schlusse des genamiten A.rt 7 Bewiesenen besitzen daher die d€r Kongruenz (C.) ge- 
nhgeuden Punktsysteme samtlich den gleichen, mit r' zu bezeichnenden, Rang («i, *, s„^. 

|i| 

Znr Bestimmung dieser Rangzahl r' hat man mir zu beachten, daB nach dem vorher 
ansgosprochenen Kosiiltate fur die Bddung eines der Kongruenz (C.) genugenden Punkt- 
systems w — r - 1 Punkte behebig gewahlt werden kdnnen und daB durch die Wahl 
von m -- r — 1 I’unkti'n die r + 1 noch fehlenden im allgemeinen eindeutig bestimmt 
sind. Es ei’gibt sich dann aus der im genannten Art 7 bewiesenen Gleichwertigkeit 
dor obondort gemachten Aussagen a) und b), daB jedenfalls fur r<m-l die Glei- 
chung r'=r + l bestoht. Diese Gloichung gilt aber auch noch fiir r = m — 1, da sie 
(laim, der Ni elite rsetzbarkoit des Punktsystems entsprechend, fur r' den Wertw* 

liofoHi. Es b(^steht also i‘ur je zwei durch die Kongruenz (C.) verknupfte Punktsysteme 
Ci, , lit, ,‘riw Boziehung: 

iKj 1 1 («i , , e„,) = 91, u (tjv, • , 7?„.) + 1 


7. 

Mil, ROcksiclit auf die Ausiiahinestollnng, welche die in Art. 4 betrachteten zum 
zwoiten Ea,llo gohOrigeu Eunktsysteino, nach dem dort unter III) Gesagten, gegentlber 
don zum ('rstou Fallo gehorigon Punktsystemen einnehmen, sollen in diesem Artikel 
die zum zw(Mt,on Eallo gehorigon I’uiiktsystome noch oiner besondoren Betrachtung unter- 
zog<‘n wordon. 

Zu deni Endo ludnno man an, daB das don Punkt rf’'> (0 = 1,2, ,») w„-raal enthaltende 

Punki,HyHt(‘m • • •, • • ■, • • •, ■, //’’ zum zwoiten Pallo gehore, Oder, was 

dasHollio, duB soin Rang 9t|„|(i/i, • ,?/,«) oine unter m und jp — 1 liegende Zahl r sei. 

I "I 

Dit' Zahl m kann dann nach dom boim zwoiten Palle Bemorkten nicht groBcr als 2p—2 sein. 

1st zunachst m = 2ji) — 2, so muB — 1 — r — 1 sein, da sonst nach dem beiiu 
zwoiten Ealle untiM- III.) Gosagteii zum mindosten zwei linear unabhangige Funktionen 
flj (‘xistii'rou wftnhm, doiuni das Ihinktsystoin 7/1, • •, -lyjp.a als System der charakte- 
ristisclum Punkl,o zukamo, wahrond dock nach dom in Art. 3 Bemerkton zwei Funk- 
iionon donen dassolbe Punktsystom als System dor charakteristischen Punkte zu- 

kommt,, sich nur urn oinon konstanton Faktor untorscheiden kOnnen. Em zum zweiten 
Fallo goh/Vrigiw Hy.Htom von 2ju - 2 Pimkton bositzt daher stots don Rang p - 2. Auch 
orkoimt man ohno Malm, duB dl(i Gesamtheit dor don Funktionen zukommenden 
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Systems der charakteristisclieii Punkte mit der Gesamtheit der gegenftber der Charakte- 
nstik den Rang p-2 besitzenden Systeme von 2iJ-2 Punkten identisch ist, und 

dafi daber, weil je zwei der zuerst genannten Punktsysteme, wie ein Blick auf die am 
Ende von Art. 3 aufgestellte Kongruenz zeigt, Equivalent sind, auch je zwei der zuletzt 
genannten Punktsysteme Equivalent sind 

Eur die ganze nock folgende Untersucbung soil jetzt vorausgesetzt werden, daB 
5 w< 2 ^ — 2, also etwa m = 2p — 2 — m' sei. Es gibt dann nach dem beim zweiten Falle 

unter III.) Gesagten p-l-t, dort mit ^ , •, bezeichnete, linear unabhangige 

zur Charakteristik (|) geborige Funktionen bei welcben das Punktsystem iji, , 
einen Bestandteil des Systems der cbarakterisierten Punkte bildet, und die allgemeinste 
derartige Funktion ^ setzt sicb aus ihnen mit Hilfe von p — l — x, unbestimmten Kon- 

stanten zusammen in der Form ^ + • • + Ist 

speziell t=p — 2, so ist — da sicb dann die soeben fur die allgemeinste bier in Be- 
tracbt kommende Funktion ^ aufgestellte Gleicbung auf ^ == A^^^ reduziert — das 

von der Funktion berkommende, mit i;!, - • •, zu bezeicbnende, Restpunktsystem 
(siebe die Definition am Scblusse von Art 3) das einzige zu tji, • •, rim geborige Rest- 
punktsystem einer Funktion ^ und folgbcb ein nicbt ersetzbares Punktsystem, oder, was 
dasselbe, ein Punktsystem vom Range , r[m) = 1st dagegen x<p — % so gibt 

es auBer dem Systeme welcbes von der ersten der vorber aufgestellten Funktionen 

^ berkommt, nocb unbegrenzt viele zu geborige Restpunktsystome 

von Funktionen ein jedes dieser Restpunktsysteme ist auf Grand der am Scblusse von 

Art 3 aufgestellten Kongruenz ein mit aquivalentes Punktsystem, wic umgc- 

kebrt, sodaB also die Gesamtbeit der zu 771 , • , Tj,„ gebongen Restpunktsysteme von Funk- 
tionen ^ mit der Gesamtheit der mit ?/,,• ■,rjm. aquivalenton Punktsysteme idcntiscli ist. 
Nacb dem im vorhergehenden Abschmtte am Scblusse von Art. 7 Bowiesenen bositzen dalu^r 
die zu rii, • ' ri,„ gebOrigen Restpunktsysteme von Funktionen sEmtlicli don gloicbon, 
mit r' zu bezeichnenden, Rang , »/!-)• Bestiininung dieser, jedeufalls unter zii' 

begenden, Rangzahl r' hat man vor allem zu beachten, daB ein zu 7;i, • * , rj,,, geborlgos 
Restpunktsystem einer Funktion^’, der Definition gomafi, erst dann fostgelegt ist, woun 

man bei der aufgestellten Funktion |-A^^''‘ — • die p 1 r 

willkilrlicben Konstanten A bis auf einen alien gemeinsanu'n Faktor bestiniint luii, 
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nnd da6 man dementprecliend fur die Bildung eines zu thy •••, 7 ],,^ gehorigen Rest- 
punktsystems einer Funktion jedenfalls p-2-x Punkte keliebig waklen kann, da 

diese Wahl ein System von nur p — 2 — x homogenen Imearen Gleichnngen zwischen 
den ^ — 1 — r IConstanten X nach sich zieht Das zu bildende Biestpunktsystem wird 
aber durch Wahl von p — 2 — x Punkten nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn die 
Matrix der (p — l — x){p — 2 — x) in diesen Gleichungen als Koeffizienten der X auf- 
liretendon (JroBen don Rang — 2 — r besitzt. Dafi dieses im allgemeinen der Pall ist, 
ei’kennt man, wenn man dieselbe SchluBweise anwendet wie in Art. 6 an der entsprechen- 
den Sl/ello Fiir die Bildung ernes zu t/j, • , tj,,, gehorigen Restpunktsy stems einer 

Fnnld'iion odor, was dasselbe, eines mit aquivalenten Punktsystems konnen 

also p — 2 — x = VI — (m' — jp -fr + 2) Punkte beliebig gewahlt werden, und es sind durch 
dioso Wahl die m! —p + r + 2 noch fohlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt. 
Das ab(‘r ist nach dem in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes ausgesprochenen Resultate 
nur inoglich, wenn dio dem Systemo 7][, ■ , zukommende, mit r' bezeichnete, Rangzahl 
9i|i|(r/i, • • v) sich luit der Zahl m'— ji + r + 2 deckt, sodaB also r' = wt'— jJ + r + 2 

od('r auch, da dio Deziohung m' =2p — 2 — m besteht, r'=j) — m + r ist. Trotzdem die 
Jeiizte (illoiclmng unter don Voraussotzungon r<w<2ji — 2, r<ii — 2 abgeleitet worden 
ist, gilt HW auch noch unter don Voraussotzungon x<m<2p — 2, x=p — 2, da sie dann, 
ill Dbofoinsliiinmung inlt di'in vorher (Jofundenen, far r' den Wert 2ji? — 2 — liefert. 
Uiitor Bonutzung dor Relation m + m'=-2p — 2 kann man ihr die drei Formen: 

m'—x'-p — 2 — x, m — x= 2 ^ — t', 

m'— 2r'=- fii — 2r — 2 

goben. Ks besteht domuach Rlr jodos zu rjx, • • r},n gehorigo Rostpunktsystem r(x, • • •, r(„,' 
einer Kunldiion ^ dio (lleichung: 

wi'- 23ljij(%» ' • ■, ’ll') = »» - • • •, 7j,„) - 2. 

A US den vorstehonden Untorsnchungon ergibt sich jetzt schheBlich als Rcsultat, 
daU untor <lor Voraussetzung m<2p — 2 die drei Aussagen: 

a. ) Dan IHmlctsysim „ bedtet als llang • • ■, »?,„) die mter m und 

p 1 lidymie, Zahl x; 

b. ) Die auf das Pimktsysim t/i, • • •, tj,,, bessogem Kmgruem ((1) ist losbar und es gehOrt m 

'f]i> "im ^dmlestens cm JiestjmnMsystcM einer Funktion jades derartige m tji, 
gehikiga IMpunksgshm t/,, bmtet als Fang 9iji|(Tjl, • • •, tj',.<) die Zahl p — m + x, 

Die auf dm Dwuktsystem %, bamgena Kongruem{(l) ist Idsba/r und esgehort m 

29 * 
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'flm mindestens em Restpunltsystem &iner Funktwn fur dte Bzldung eines der- 

arkgen m gdhmigen JtestpunMsysterns %, • , Jconnen p — x — 2 Punkte hehebig 

gewaJilf werden und es sind durcfi die WaM von p — x — 2 Punhten die p — m + x nodh fehlenden 
Punkte im allgenieinen eindeutig hestimmt, 

gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen als Voranssetzung jede der beiden 
anderen abgeleitet werden kann. Da, wie schon bewiesen, aus a) als Voraussetzung 
jede der beiden Aussagen b) und c) folgt und diese letzteren nach dem in Art. 7 des 
vorhergebenden Abschnittes ausgesprochenen Eesultate gleicbwertig sind, so hat man 
zum vollstandigen Beweise der aufgestellten Behauptung nur noch zu zeigen, da6 aus 
c.) als Yoraussetzung die Aussage a.) folgt. Dieses aber ist der Fall; denn, besaBe das 
unter c.) charakterisierte Punktsystem 6^© von r verschiedene, wegen der 

Losbarkeit der auf dieses Punktsystem bezogenen Kongruenz (C.) jedenfalls unter m und 

wegen der Existenz von mindestens einem Restpunktsystem einer Punktion ^ auch 

unter p — 1 liegende, Zahl x als Rang 91 m |(%, •• , g.^, so konnten, im Widerspruch mit 

IbI 

dem uber das Punktsystem Vorausgesetzten, far die Bildung eines zu ihm gehorigen 
Restpunktsystems einer Funktion ^ p — x — 2, die_p — m + r noch fehlenden Punkte im 
allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte beliebig gewahlt werden 


8 . 

Jede jF- F unktion lafit sich auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dai'- 
stellen, dessen Zahler und Nenner die ersten Derivierten von zwei zu passend gewahlton 
Charakteristiken gehorigen Funktionen W sind, und man kann, wenn es sich uin die 
Bildung eines solchen Quotienten handelt, die Denvierte einer beliebigen Fuiiktion W zum 
Nenner nehmen Eine ausgezeichnete Darstellung von dieser Art erhalt man, wenn 
man speziell die Denvierte irgend einer allenthalben endhehen Funktion, doren Oharak- 
teristik zur Oharakteristik der darzustellcndon A-Funktion reziprok isii, zum N(inn(n* 
nimmt Zur Gewinnung dieser Darstellung soil hier om Vorfahre^u angowondot word(!n, 
das auch im allgemeinen Falle zum Ziele ftihrt. 

Gegeben sei oino zur Oharakteristik geliongii Funktion F(z), wididie (la,s den 

Punkt (a=i,*. >») MV mal onthaltende Punktsystem •, 1 /*', i/*' 

als System der 00 ^-Punkte besitzen mOge. Diese Funktion ist nach Arti. 1 (lurch (uno 
Gleichung von der Form: 
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darstellbar, wobei dann zwiscben den Konstanten 2 die p Beziebungen : 

i; (&. ©.+ = 0, 


T = l, 2> .i>. 


bestebeu. Sollten von den Punkten einer oder mebrere an der Be- 

gienziing von T' liegen, bo andere man das Scbmttsystem durcb Deformation so, dafi 
die Punkto samtlich in das Innere der Placbe T' zu liegen kommen. Fun verstebe 
man unter a omen im Tnnem von T' gelegenen, von den Punkten ri, a, oo verscbiedenen 
Punkt, bilde alsdann daa Produkt: 

<?(»)- JF(*)P|,“| 

d(!i‘ Fimktioii V{z) mid dci zur Charakteristik gehorigen, ebenfalls in T' ein- 

wiu'tigon Klemcid/arfimktion P “ und bestimme don Wert J des mit dieser Funktion 
mid irgond oinor, zu dor zur angenommenen Charakteristik reziproken Cbarakte- 
ristik gohorigon, allonthalbon endlicbeii Punktion w’ gebildeten, in positiver Ricb- 
tmig ilbor die von don boidon Soiten der Schnitte a, b, c gebildete Begrenzung der 
PlJloho T' zu orHtrockonden Integrals indem man in derselben Weise vor- 

gobt, wio OH im oraten ^Podo, in Art 1 dos siobenten Absebnittes, zu ahnlichem Z-weeke 
goaobolion iat. Man orhJili- dann fur J zmikchst die Gleicbung: 

V ) * A 

0 :’| 1 + J 

^ ^ ttl bt ^ 

and achlioBlioh, Indom nuin boachtot, dafi fftr »'==•!, 2, ,p: 

langa a,. { P{is) ' - A, F{g) P^^^P 

iruiga by[F{,y-IiyF{^y, 

langa b\g)-, 

ial., und dafi dahor die Worto von <I>{g) in jo zwoi zu oinom dor Schnitte a, b, c ge- 
hOrigon ontaproohondon Punkten <.V’‘ in dor Woiso vorknilpft aiiid, daB 



langa (ty { (at) * ' -■ , <r> (js)~, 

lan(!« h. j 0(»)" 2^^ /'■(*)*- 

langa («)'“■ 
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ist, die Grleichung: 




Das Integral J ist aber auch gleieh der Summe der auf die einzelnen in T' 

gelegenen Unstetigkeitspunkte • , rf‘\ a von <£>( 0 ) sich beziehendeii Integrale 
+ + 

r^(s)dw% a=i, 2 , ,s, C^{z)dw’‘ und kann daher aucb auf Grund der Gleichung: 

(n«r,) (i ^ ^ 

f <^(0)dw‘+ f ^{z)dw’ 

ausgewertet werden. Zu dem Ende hat man das Folgende zu beachten. 

1.) Pur das Gebiet des Punktes (<r=i. 2 , ,») gelten die Entwicklungen (vgl. Art 7 
des vierten und Art 2 des dntten Abschnittes) : 


-^(^) “ " ■ “I ^ "I "b "b + 

Z ^ Z^ 


JUl 


F 

1 



dP 

. d^ 

’’"’I 1 dP 

^ dP 

rP 

a 

0 a 

L 1 ^ 

« - . 1 * 

« »2 , 1 “ 

a 

z 

da 

^ 1 da ' 2 da ' 3 da 


4 + 


Avi 

1Z 


(dw\ 1 /d!*M)\ „ , 1 /d*w\ ^ 2,1 /d^w\ 3 

' = idi:)o+ V + IT + IT +••••’ 

und es gilt daher fur das Gebiet dieses Punktes auch die Entwicklung: 

+ 


jp/ \ dw Sffin, 
dz 


wobei 


a 


^ T ^ + ^<r0 + ^al^a + <^it2^o + + 


^a,X + l- ^ 


i = 0,J,2. 


ist Daraus folgt dann weiter, daB in der durch Multiplikation dieser Entwicklung inii 
der Entwicklung der Funktion sich ergcbeuden Entwicklung von die 

Potenz 07^ mit dem Koeffizienten* 




dP\^ 
0 “ I rt 


,(»■) 


■'<^1 da 


, d{>\\ 

+ V ±Q' ^ I ® 


n da 


auftntt. Dieses Olied ist aber das einzige, welches boi dor Ausworiung d(5S auf don Piinkt 
sich beziehenden Integrals in Botracht kommt, und man erhalt domentsprechond: 




X ws — t 
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2.) Fur das Grebiet des Punktes a gelten die Entwicklungen: 


F(,^)-F(a)+2c.(l-ay, 


P 

1 


-Th+.SU^-oT. 


rt = 0 


dw 

ds 


« = 1 


iind Gs tritt daher m der durch Multiplikation dieser drei Entwicklungen sich ergebenden 
Entwiclduiig von die Potenz (z — ay^ mit dem Koeffizienten F(a)^^ auf. 

Djeses Qliod ist aber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt a sich 
bezichendou Integi’als in Betracht kommt, und man erhalt dementsprechend : 


(«) (a) 

lintoi Bemitzung dei" beiden soeben gewonnenen Eesultate erhalt man jetzt aus der 
lotzttm fill- J aulgcist(dlten Gleichung die Oleichung: 



, (IP 

In' X 


+ 2; -f s;... 




da 


+ ^ni F(a) 


da 


Hotzi/ man nun die boiden fftr J orhaltonen Ausdrflcke emander gleich, laBt bei 
(l(‘r eTit.Hi)(du)n(len (Jleichung in neuor Bozeichnung zuniichst an Stelle des Buchstabens e 
don IhicliHi/alKni 'C, hiorauf an Stello des Buchstabens a den Buchstaben g treten und 

lAst alsdann die (Jloiclmng naeb auf, so erhalt man, wenn man schlieBhch noch 

<li(‘ il' diirc.h di(' ihmni ontaprochendon Ausdrtlcke ersotzt, die fur jedon von den Punkten 
ij, a, nu vorsidiiodeiKm innorciii Punkt z der Flache T' geltende Oleichung' 



wtdclio nach Division (lurch I'Qr die Funktion F(fi) die erwfihnte ausgezoichncte 

Darsiollung liefovt. Trolizdom diese Ohucihung, zur Voremfachung der IJntersuchung, 
tiur fftr d(‘n Fall abgehntet worden ist, daC dor Punkt n im Innern der Flacho T' liegt, 
gilt sio auc.h no(di, wenn z dor Begrenzung von T' augoh()rt. Es andort sich namlich 
die DiH’erimz der liiiken imd rechtem Seite, als Funktion des in T' frei bcweglichon 
PimktoH s Iwdriuditet, Ht-(‘tig, wtum dieser Punkt durch stetigo Bewogung in einon Punkt 
d(‘r Hogrenzung von T ftborgoht, und os kaim dahor diese Diffonmz, da sie der er- 
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haltenen Gleicliung gemaB i min er den Wert Null besitzt, wenn z im Innem der Flaclie T ^ 
liegt, niclit einen von Null verschiedenen Wert haben, wenn z der Begrenzung von T 
angebort. 

Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wo der Bang 

des den Punkt (<^= 1 , 2 , .0 w^-mal enthaltenden Systems der 

oo^-Punkte der Funktion F(z') kleiner als — 1 ist, oder, was dasselbe, wo Funk- 

tionen ? existieren, bei denen das Punktsystem r}^^\ ■ , 'if', , '•i''' in dem 

aZ 

System der cbarakteristischen Punkte entbalten ist. LaBt man namlich in diesem Falle 
an Stelle der in der gewonnenen Formel vorkommenden allgemeinen Funktion -£ eine 
der soeben genannten speziellen Funktionen || treten, so nimmt die Formel, da nacli 
dem in Art 3 Bemerkten fur jede derartige Funktion ^ die Wj + + Gleicliungoii : 



0=1,2, 


bestehen, die einfachere Gestalt: 




an, und man erkennt nun, dafi jede Funktion F(z) der m Rede stehenden Art sich als Quotient 
mit einer Funktion als Zabler und einer Funktion ^ als Nenner darstellen lilBt. 

Da andererseits aber auch jeder derartige Quotient, wie aus dem in Art 4 beim erston 
und zweiten Falle unter JII) Gesagten unmittelbar hervorgeht, eine Funktion F{z) 
der in Rede stehenden Art 1 st, so erkennt man schlieBlich, daB die Gesanitli(*it dor 
Funktionen F(z), bei welchen das System rf, , rf, , if, • -, rf der cxi'-Punktc als Rang 

j unter ja — l liegende Zahl besitzt, identisch ist mit 

U1 

der Gesamtheit derjenigen Funktionen, welcho (,Juotientcii mit emer Funktion als 
Zahler und einer Funktion ^ als Nenner sind 


9. 

Es sollen jetzt diejenigen ansgezoicliueten znr Ohnraktorisiak (jjj gidulrigen Funk- 
tionen F(z) untersucht weiden, wedchon das don Punkt (r 1 . 2 , ,») l)-inal und 
den Punkt oo„ (>-= 1 , 2 , ,<i) 7it,,-mal onthaltondo Punktsystem a,, ■ • a^, > • • , a,, • • •, 

ooi, • ■ •> ooi, — , 00 ^, • • •, 00 ^ oder auch nur oin Toil dossolbon als System dor fVj'-Pmikte 
zukommt. Dabei bodeutet h eine Zahl aus dor Reiho 0, 1, 2, Der in Art. 7 des 
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driiten Absclinittes aufgestellten Formel(D.) gemaB ist jede derartige Funktion F{z) = Ft\^) 
durch eine Qleicliung von der Form: 


(I-) 




dw^ 

U 


y=iq 1 1= (A -f- 1) 

+ ^ ^ Cyx 

y = l ?. = 0 


dP 

OOy 

X 

2 


ds 


bei dor die c Konstanten bezeiclinen, darstellbar. Da aber aucb umgekehrt, wie aus 
den m Art (! des zweiten Abschnittes aufgestellten Formeln (Di.), (D4.), (D,.), (D,.) 
Jblgt, dios(i (Jloicluuig, welche Werte man aucb den c zulegen mag, — von dem Falle, 
wo Cx^ = =Cx^ = 0 (p^p), C^i = 0 , ist, also die reebte 

Seito sicli wogon + -f = 0 auf die Null reduziert, abgesehen — stets erne 
l<\inktion dcu’ in llod(^ stehenden Art liefeiij, so stellt der auf ihrer rechten Seite stebende 
Aiisdrnck bei unbostimmten Konstanten c die allgememste Funktion Fj^\^ dar, und 

dies(^ Figi'iiscbaft wird wegen -^ + nicht aufgeboben, wenn man erne 


der Konstaniim Cx^, -, mit der Null zusammenfallen laBt 


Die Ordnung einer Funktion Ft\is) libersteigt nicbt die Zabl li= 2 

= 1 y =t 

<7 -H 2jii — 2 + hii. fst die Funktion von der Ordnung II, besitzt sie also das 

vorher eharaktoriHiorte Punktsystem als System der 00 ^-Punkte, so kommen ibr aucb H 
<)‘-I’uiikte Si, 8.x, • ■ e,i zu. 1st die Funktion dagegen von der Ordnung M—t, 

iiesitzi. sie also nnr omen, II — t Punkte umfassenden, Teil des vorber cbarakterisierten 
I’lmkisystoniH als System der ou'-Jbinkte, so kommen ihr aucb nur H—t 0 ^-Punkte tj, ej, 

' ■ 8,r.t zi'* bi dieseni lotzteren Falle crgiinze man nun das Punktsystem e^, e^, , 

dadiircb zu eineiu System von II Piinkton, ej, , iji, daB man zu ibm dasjenige, 
/. Punkte entbalteude, System, welches von dem zu Anfang dieses Artikels charakteri- 
sieiieu Syst.eme nacli Wegtiabme <ler II - t cx)’-Punkte der Funktion F^f^{s) noch ubrig 
bleibt, hinzunimmt. In jodeni der lieiden soeben botraebteten Falle soil das zur Funktion 
Ft\a) definierte Punktsystem fij, msoferno durcb dasselbe die Funktion Fll°\z) 

bis auf eiiien von z freien Faktor bestimmt 1 st, das System der charakteristischen 
Punkte der Funktion Flf>{z) genaimt worden. 

Die Systeme der ebarakteristisebon Punkte dor Funktionen Flr\^) lassen sich ein- 
heit.lich ilelinieren; man hat dazu nur die gogen Fnde des Art, 2 angostellten Be- 
i,raehtungen, speziell die Kongruenz ( 1 '.), auf die Funktionen F^^^z) zu bozieben. Es 
ergibt sicb dann, daB die (Hesamtheit der den Funktionen Ft^i^) zukommenden Systeme 


<ler eharakteristisehen Punkte mit dor (lesamtheit der Ldsungssystenio der 

Kongruenz: 

( a* n \ \ 

p’K ;) 

at 1 / \a» 1 Jd 1 / 


t* lit n 


30 
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identisch ist Da der Bang • •, Ci, • , a„ cxi^, , cxj^, •••, oo^, • ooj) 

des zu An fang dieses Arfcikels charakterisierteii Punktsystems wegen E> 2 p — ‘ 2 , gleich 
p — 1 ist, so kfl.nn man, nach dem in Art. 6 Bewiesenen, fur die Bildung eines Systems 
Ej, 6 _ff der charakteristischen Punkte einer Funktion Ft\^) H— [p—t) — E— 
Punkte beliebig wablen und es sind durch die WaH von E—p Punkten die p nock 
feblenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt. 

Mit bezeicbne man unterscMedslos jede Punktion F{i), welche das den 

Punkt (?=i,3, ,r) (jitj — l)-mal entbaltende Punktsystem a^, , a^, • , a^, ■, a, oder 

aucb nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte besitzt, und bei welcher das 
den Punkt oo„ (^=1,2, ,3) t^-mal entbaltende Punktsystem 00^, , cxi^, , oo^, , 

als Bestandteil des Systems der O’^-Punkte auftritt. Man erkennt dann, in abnlicher 
Weise wie vorber schliefiend, zunacbst, da6 die allgememste derartige Punktion durcb 


die Gleicbung: 






Oder aucb, wegen H = durcb die Gleicbung: 


i'=2 y=l 


geliefert wird, wenn man im einen wie im anderen Falle unter den c unbestiminte 
Konstanten verstebt, weiter aucb, da6 die Ordnuug einer Funktion F!^l{z) die Zalil 
n + q ’ip — 2 nicbt ubersteigt und daB zu jeder Punktion F^Kd) ein System von 
3' + 2^ — 2 Punkten 81, • • •, «j+2^_2 als System der cbarakteristischen Punkte gebort, 
endlicb nocb, daB die Gesamtbeit der den Punktionen F^l(d) zukommenden Systeme der 
cbarakteristiscben Punkte mit der Gesamtlieit der Losungssystome Cj, •• , «,/+2j,_2 
Kongruenz : 

identiscb ist und daB man fur die Bildung ernes derartigeii Punktsystems «i, •••, fj,(2/,-a 
gerade q+p — 2 Punkte beliebig wablen kann. 

Der zu Anfang dieses Artikels ftir die Funktion Flf>{z) ) aufgcstellte Aiis- 

druck laBt sich durcb eine bomogene Imoare Yerbmdung der 7 /— /; + 2 spciziellon, im folgon- 
den der Kurze wegen als Pundamentalfunktionen zu bezoicbnendeu, Punktionen: 


ff=:g + 2p — 2 
<r= 1 


= ( ^ (/“■() ~ 1 ) + I 
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— von denen die an erster Stelle aufgefuhrten durch die Eelation ^”^* = 0 verknupft 

r = 1 

Sind ersetzen. Die beiden hierzu notigen Hilfsformeln erhalt man auf folgende 
Weiso. Zuiiachst beziehe man die in Art 7 des dritten Abschnittes aufgestellte 


Formel (D.) anf die Funktion W(^) = 
Olcichung von der Gestalt. 


dP 


0 

Z 


dz 


U=3,2, 


,/i + n • 

,7 J 9 


es ergibt sich. dann eine 


ui- 1.3. 


(IP 


0 

Z 

d. 

2 


1 zsp 

I 


rJw = = 

^ V 
dz 

y = i ;=o 


-1 dF 

At? ^ 


dz 


d P 


mil 

z 

dz 


vvol)(u <lio von den ganzen Zahlcn m, x abhangige Konstanten bezeichnen Weiter 

))oziob(^ man di(', Formel (D) anf die Funlction W(z) = f‘ - ^ 77 ^ es ergibi sich 

dann oino (lloiclning von dor Gestalt: 


dP 


1 -m 

^ = M fx — i^ dj’' 

V iM zUlii 4, V V z-H _i L. j. ^ 


d p 

~r 

m V + 

Z 


((!«.) 

HI 1 ,^}, ,// 

a 1,3, ,(, 1 

wobei (lie von d(ui ganzeiii Zablcii m, a, x abliangigo Konstanten bezeicbncn. 

Kiir ,)('.deH x aus dor Jleibe 1, 2, • ,<7 kann man jetzt liomogen linear ausdrucken: 

I..- I 

d P 


mit llilfo (lor Gloicluing die Funktion 


0 + 1)<rl g 


dz 


dF\ 


durch FuudanuaitairimktioiKui mid die Funktioneu — 


mil) nillb dor Gloiolningon (G?'.), o=<,-i, -.s,!,©, die Funktionen 


d P 


dz 




(lureb Fundaimmtalfunktiouen und die Funktionen -A 


dP 

00^ 

1 

Z 


/•=;J,2, • ,7 


(I p h"| 

mit-IIillb dor Gloicluingim (G{i''“^4 die Funktionen ■ ,2,1,0, 


(lurch Fuiulainontalfunktionon und die Funktionen 


dp 


Z 


y«l,2, ,7 




mit Hilfo d(‘r Gloio.hungmn (G^*'.), 

(lurch Fundamontalfiviktionou alloiu. 


.8,1.0, die Funktionen 


a p 


l,+nr 

Z 


,3,1,0, 


80* 
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Man erkennt so, daB der zu Anfang des Artikels fur die Funktion (*= 0 , 1 , 3 , ) 

aufgestellte Ausdruck sich in der Tat, wie behauptet wurde, durch eine homogene Imeare 


Verbmdung: 


r=j? n 2 n=h+l 

y ^ 1 //j » 0 / — 1 


dp 

COy 


0 

J 

z 

• + 


m =0 /=1 A =1 


ds! 


der JT— jP + 2 Fundamentalfunktionen ersetzen laBt, und damit zugleich, nachdem man 
noch zur Abkurzung 


)2i =/t+l 

2' 


Wi=0 





ms=0 



gesetzt hat, daB jede Funktion sich auch durch erne Gleichung von der Form 


(II.) 


v = p 




r=l 


y = 3 h + 

■ 

y = l 


dp 


0 

Z 


✓ = 2 A = 




x = l A = 1 


A + 1 h 

darstellen laBt, wobei gy^iz), gyx{^) ganze rationale Funktionen von z, deren Grade 
die Zahlen/i + l, h beziehungsweise nicht ubersteigen, bezeichnen. Die Gleichung (II) 
geht, von der Bezeichnung der Konstanten abgesehen, in die fruher aufgestellte, die 

Funktion F!il(z) definierende G-leichung uber, wenn man h = — l setzt und das dann 

-1 

auftretende Zeichen gy 3 ,(^) als mit der Null identisch ansieht. Nun hefert aber die 
Gleichung (II.), dem Verhalten ihrer rechten Seite fur die Punkte a^, • , a,, 00 ^, ••, 00 ,^ 
zufolge, welche Werte man auch den p Konstanten und den 2(//.-t-2) + (« — gj(// -|-1) 

= Ar— 2j) + 2 m den ganzen Funktionen g(z) vorkommenden Konstanten zulegcn mag — 
von dem Falle, wo \ = lx^= 1 st und alle auBerdem noch vorkommenden Konstani.(‘.ii 

den Wert Null besitzen oder, was dasselbe, die rechte Seito sich auf die Null reduzicj’t, 
abgesehen — stets erne Funktion Ft^{z), und man erkennt so scbhcBlich, daC dor auf 
ihrer rechten Seite stehende Ausdruck bei unbestimmton Konstanten I die allgomomsi-o 
Funktion F’i”’ ( 2 ?) darstellt. Die in diesem Ausdrucke vorkommenden If — p+2 willkilr- 
lichen Konstanten mtissen sich daher, dem in Art. 4 am Schlusso dos ersttni Fall(',s Do- 
merkten entsprechend, auf J/— jo-f-l wesentlicho willkilrlicho Konstanten roduzioren 

lassen In der Tat kann man, da die Funktionen ,p, durch dio Gloicluing 

dwi clw^ 

+ verknapft sind, eine dor willkdrlichen Konstanten ,1^^, 

ohne dio Allgemeinheit des Ausdruckos zu boschrJlnkon, mit der Null zusammoufallon 
lassen. Zugleich erkennt man, daB dor in Bode stohondo Ausdriaik nur dann ftlr jodcui 
Pnnkt z der Flache T' den Wert Null Imbou kaiui, wenn ••• /x, ist und dio 
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4- 2 — p ubrigen Koiistanten I samtlich mit der Null zusammenfallen, oder auch, 
da hierbei h irgend erne Zahl aus der Eeihe 0, 1, 2, bedeutet, da6 eine Gleichung 
von der allgeraeineren Form: 


0^ 


✓ =sl 


dp\ 


(Is 


y = q X = 
y=l X=1 


dp 

00 

A 

Z 


dz 


1)01 der ^,,^ 3 , ,lj, Konstanten, 9,x(/) irgend welcbe ganze rationale Fiinktionen 

von s bozeichnen, niir dann fur jeden Punkt z von T bestehen kann, wenn \ = • =1^ 

ist und dio ilbrigen p — Konstanten I sowie die Funktioiien g samtlich mit der Null 
id(‘niisch smd. 

Jede zur Oharakteristik gehonge i^’-Funktion laBt sich bei hinreichend groB 

gowablku’ Zahl h ) als Quotient mit einer Funktion als Zahler und 

ohwiv Funktion als Nenner darstellen. Zum Beweise dieser Behauptung nehme 

nnm an, daB die darzustellende Funktion F(z) das Punktsystem rj^, • • •, r]„^ als System 
der oo‘-Funkto Ix^sitzo, und bcachte, daB fur die Bildung eines Systems der charakte- 
ristiiHclKUi Punkt(( einor Funktion Jl — i) = n + q+j) — 2 + hn Punkte beliebig ge- 

williHi werden konnen und daB daher, wenn man unter h die kleinste der Bedingung: 


n + q + p — 2 + hn'^m 


gem'lgende Zahl aus dor Koilie —1, 0, 1, 2, • versteht, zu dieser Zahl h Funktionen AP(z) 
oxiHtioron, bei denon das System ijt, • , in dom System dor charakteristischen Punkte 
enthalten ist. Bildot man nun das Produkt F(z)Af‘\z) aus der darzustellenden 
Fimkliion F(z) und irgend einer dieser Funktionen so ist dasselbe eine 7''-Funktion, 

welelie fflr - 1 das den Punkt a^, (e 1 , 2 . • f) — l)-mal und den Puiikt 00 ,, , 5 ) 

lUx'iniil enthaltondo Punktsystem ccj, , otj, • a,, oo^, • , ooi, , oo^, • , 00 ^ 

oder einen Toil diwselbon als System dor 00 ’ -Punkte besitzt, filr h = — l dagegen das 
den Punkt (v-i,s. •■•.») (jit^,--l}-mal onthaltonde Punlctsystem cj, ■ • ••••, ce,., , a, 

oder einen Toil desselben als System der c»^-Punkte und das den Punkt oo^ ,s) 

Vinal enthaltemle Punktsystem tx^i, • • •, ojj, • • •, oo^, • • oo^ als Bestandteil des Systems 
dm- ()‘-lhmki^i besitzt. Das in Redo stehende Produkt F{z)A'^^'>{z) 1 st daher im einen 
w'ie im andertm Falle eine, mit zu bezeichnende, Funktion Ff^iz), odor, was 

auf dasselbe hinauskommt, es bosteht dio Gloichung: 




4”« ' 


Diunit int iilidi' (l™ Itewols Mr dio uufgoatoUto Bohiiuiitung erbracht. 
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10 . 

Man bezeichne zur Abknrzung die n Grofien: 



dP dP 

d p 


Z 

1 z ^ z 

t^-1 

Z 


dz ^ dz ^ dz ^ ^ dz ^ 

x = l,2, ,?♦ x = l,2, ,ff, 

in der vorliegenden Eeibenfolge mit F^, F^, ■ F^. Jede zar Charaktenstik (^) ge- 

honge J'-Funktion lafit sick dann als homogene lineare Funktion dieser n GroBen mit 
rationalen Funktionen von s als Koeffizienten darstellen und zwar nur auf erne Weise. 
Die Eichtigkeit dieser Behauptung erkennt man folgendermaBen 

Die darzustellende Funktion F=F{i) moge das Punktsystem als System 

der oo^-Punkte besitzen, und die Bezeichnung sei so gewahlt, daB rix, • • • , % 
die im Endlichen gelegenen Punkte des Punktsystems tix, • rj,^ sind. Bildet man als- 
fiaTin das Produkt gF aus der Funktion F und der ganzen rationalen Funlction 
(g—rif,) von e, so ist dasselbe, wenn man noch im dem Falle, wo 

keiner der Punkte 7 }i, • , 7 }^ im Endlichen gelegen ist, unter g die Bins versteht, erne 

zur Charakteristik gehonge JF- Funktion, welche fhr keinen im Endlichen gelegenen 

Punkt der Flache T' unendlich wird, also eine Funktion Ft^e) von spezieller Art. 

Das Produkt gF laBt sich daher auf Grund der Gleichung (TI.) des Art. 9 darstellen 
durch eine Gleichung von der Form: 

a=i ^ y=l 


wobei Zi, • •, L Konstanten, g^, • , g„ gauze rationale Funktionen von 0 bezeichnen. 

Man beachte jetzt, daB die Funktion (?=i, 2 , ,p) eine Funktion F^\8) ist, bei 

der das Punktsystem cx>^, , 00 ^ als Bestandteil des Systems der 0^-Punkte auftntt, 
und daB sich infolgedessen diese Funktion, der Formel (I ) des Art. 9 gemaB, durch emo 
Gleichung von der Form: 




ffssl 




darstellen laBt, bei der die Konstanten bezeichnen, und bei dor auch, wogcii 

Konstante c^f der Null gleichgesetzt werdcn darf. 

Die oben far gF gewonnene Gleichung fasse man nun mit den p aus dor 
letzten Gleichung far (> = 1, 2, , hervorgehenden Oloichungcin zn dem Sysiionio von 

p-\-l Oleichungen: 
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'■T+- + 

(c<,')-«)fe+ + + _0, 




zusammen. Da diese Gleichungen in bezug auf die j? + 1 Grbfien • -,^,1 bomogen 

linear sind, so mufi die Detenninante des Systems verschwinden. Es bestebt also die 
Oloicbung: 

ii ■ h ''M 
1' = 1 

/;(’) _ « . . />(») ’"'V S>) J? 

('I » Cp ^ a, j\ . 


cW . . (M-g ^ 

T=l 

und damit auch, wcmn man nocb die aus dor Detenninante nach Wegnabme der ersten 
Ilorizoiitaln'ibo mid dor lotztcn Vortikalreibe nbng bleibende Determinante Grades, 
die oino ganzo railonab' Fnnlction dor Veranderlicben 8 vom ji*®" Grade ist, mit </' be- 
zoiclmot, die Gloichung: 


-■h 

2 ’ 


V^l 


vssn 

^ « • 

rsr 1 

• • . 

vfszn 

J. y 

VssX 


odor, was daHsolbo, naobdoiii man nocb zur Abkarzung 


goHotzt bat, (li« Gbdcbung: 


k 


<h 


of 

df 

4") ... 

of 

~0 df 

+ r,A; + 
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welche die Funktion F= F{z) als homogene Imeare Funktion der n GroBen F^,Fi, , F^ 
mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellt. 

Die so fhr die Funktion F erhaltene Darstellung ist zugleich die einzige dieser 
Art. Gabe es namlich fur die Funktion F noeh eine zweite derartige, etwa dutch die 
Gleichung F=r[Fi + rsFs+ • +r„F^ reprasentierte Darstellung, so wurde dutch Sub- 
traktion dieser Gleichung von der zuerst erhaltenen, wenn man noch das System der dann 

auftretenden rationalen Funktionen — r^—u, in ein System ^ ff 

von Quotienten ganzer Funktionen mit gemeinschaftlichem Nenner uberfuhrt, die 
Gleichung 0 = ^i-Fi + ^ 2 ^ 2 +' entstehen, bei der, da die rationalen Funktionen 

— r\, r^, der Voraussetzung gemaB nicht samtlich mit der Null zu- 

sammenfallen, wenigstens eine der ganzen Funktionen g nicht mit der Null identisch 
ware Das aber ist nach dem in Art. 9 auf Seite 237 Bewiesenen nicht moglich Es 
laBt sich also in der Tat, wie zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, erne zur 
Charakteristik gehorige JP- Funktion immer und nur auf eine Weise als homogene 
hneare Funktion der n GrOBen jP^, F^, • •, F^ mit rationalen Funktionen von z als 
Eoeffizienten darstellen. 

Ma.p verstehe jetzt unter z irgend einen im Endlichen gelegenen Punkt der 
Z-Ebene, tber dem kern Wmdungspunlct der Flache T sich befindet, bezeichne die n 
ihm entsprechenden Punkte der Flache T m irgend einer Reihenfolge mit Zj_, z^,- , z,„ 
die zugehongen Werte der GroBe Fy ,») mit Fy{z^, Fy(z^, • , Fy(z„') beziehungs- 

weise, bilde die Deteiminante: 


l-p'.WI - 



J’.w 


und stelle sich die Frage, ob diese Deteminante vielleicht fur jeden der gestelltoii 
Bedingung genugenden Wert von z mit der Null zusammenfallen kann Zur Boant- 
wortung dieser Frage nehme man an, daB die Determmante fur einen solchcui Wtu-t 
^ von z verschwinde, also = 0 sei. Dann laBt sich cin von (),(),•••,() vci- 

schiedenes Konstantensystem , /c„ von der Art bestumnen, daB die Funktion 

^jA'’i + ^; 2 'f 2 + • +KF„ fur jeden der w Punkte 4? ? W'ert Null besitzt. 

Infolgedessen wird der mit dieser Funktion als Zahler und dor Funktion z - / als 
Nenner gebildete Quotient fiir keinen dor w Punkte z\, z^, • • z'^ unendlich, besitzi 
also ausschlieBlich das den Punkt ,>) — l)-inal onthaltende Punktsystoin 

Oder nur oinon Toil desselben als System dor ou’-Punkte. 
Da dieser Quotient zudom aber auch das den Punkt ,») t,,-mal (intlialtendo 

Punktsystem oo,, , no,, ■ • , • *, als Bostandteil des Systenis der 0'-l*unkte 
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besitzt, so ist er eine Funktion iind man erhalt daher, wenn man den in Art. 9 

fur die allgemeinste Funktion gewonnenen Ausdruck herubernimmt, zunachst 

die Gleichung: 


\F, + k,F,+ -{-k„F„ P 

(. = 2 » = ! 


e — z 


bei der die c von z freie GroBen bezeichnen. Multipliziert man nun linke und rechte 

Seite dieser Gleichung mit z — d, ersetzt die j)— 1 dann auftretenden GroBen e=2,3, ,p, 
auf Orund der vorher gewonnenen Gleichung: 


dwi . dw^ 

<;=2 r=l 


dz 


((1 = 1 , 3 , , p ) 


(lurch die ihnon entsprechonden Ausdrhcke und ordnet nach den GroBen 

F\, A's, • , F„, so erhiilt man weiter die fur jeden Punkt z der Flache T' geltende 
(Jlcichung: 


0 


V 

0-- a 






dz 


+2 


C^t(z-z') 

(» = 2 


V = w 

Fr+ ^ 

v = j-hl 


.p = 2 


F., 


Hosteht aber diese Gloichung filr jeden Punkt z der Flache T\ so mussen nach dem m 
Adi. 9 auf S(^ite 237 Bowiesencm die Koeffizienten der GroBen •, , F^, F^, • , F„ 

Hilintlich mill dor Null idcntisch s(un, oder, was dasselbe, es muB 


() .3 

()as|» 

^•) ••'-ItS,' ,v, 3.) .y Cl = 0 , 11=1,2, ■ ,n, 

(, = 2 

soin. Ikvichiet man nun, daB die Konstanten Ai,, /c,, der zu Anfang gemachten 

Festisotzimg gemaB, nicht sarailich mit der Null zusammenfallen , so erkennt man aus 
den GhMchungen 3.), daB auch di(! GrOBen Cx,, • • , Cj^ nicht samtlich mit der Null 
zusummenfallen kOnnen, und weiter ans denjy — I unter 1.) stehenden, in bezug auf die 
Urflflou (J;,, Cx^, - > s homogcmen linoai-en Gloichungen, daB die Determinante dieser 
(Uoichungen don Wert Null haben muB. Damit ist aber bewiesen, daB die Deter- 
minantit^ oinen dor gostellten Bedingung gendgenden Wert Z’^d nur dann 

verHchwindon kann, wenn die Detonninante: 



~z 


n 


H 
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fur & = d verschwindet. Die aufgeworfene Frage ist also in vemeinendem Sinne zu 
beantworten. Die Determinante tann nur far eine endliche Anzahl von Punkt- 

systemen der Plache T' den Wert Null besitzen. 

Fin System von n zur Cbarakteristik gehbrigen F'-Funktionen soil ein Basis- 
system genannt werden, wenn sicb jede zur Cbarakteristik gehorige F^-Funktion 

als homogene linear e Funktion der n Funktionen des Systems nut rationalen Funktionen 
von z als Koeffizienten darstellen laBt Naeh dem zu Anfang dieses Artikels Bewiesenen 
ist F^, F^ ein solches System. Wie man alle uberhaupt existierenden Basissysteme 
erhalten kann, zeigt die folgende Untersuchung 

Mfl,n verstehe unter F[, • • >, F^ ein System von irgend n zur Cbarakteristik 
geborigen F’-Funktionen und denke sicb die n GHeicbungen: 

(1.) F' r^„F„, ’■=!.>. 

0=1 

gebildet, welcbe diese Funktionen als homogene lineare Funktionen der n Grofien 
Fi, ", F„ mit rationalen Funktionen r^g, v,a=i,i, von z als Koeffizienten darstellen. 
Verscbwindet dann die Determinante des Systems dieser Gleicbungen nicht identisch, 
so ist Fi, ■■ ,F' ein Basissystem, da die Auflosung des Gleicbungensystems fiir jede 
der Funktionen F^, • • •, F„ und daunt zugleicb auch far jede beliebige zur Cbarakte- 

nstik gehorige Funktion F — F(z) — insofeme eine F*- Funktion mit den GroBen 

Fi, •••, immer durcb eine Gleicbung von der Form F^r^Fi-i b'^nFn mit ratio- 

nalen Funktionen r von z als Koeffizienten verkndpffc ist — eine homogene lineare 
Funktion der GrOBen F^, , F', mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten 

hefert, Ist umgekebrt das System F^, • F^ ein Basissystem, bestebt also ein Glei- 
cbungensystem von der Form: 

1 ^ = 1 

mit rationalen Funktionen r^y, *.v=i, 2 , von z als Koeffizienten, und tragt man als- 
dann in dieses System an Stelle der GroBen Fy die ibnen auf Grund der Gleicbungen (1.) 
entsprecbenden Ausdrticke ein, so mdssen in dem dadurcb entstebenden Systomo: 

0J^T2r:yryg-$,\Fg, 

amX \v»X / 

die in runde Klammem eingeschlossenen rationalen Funktionen von z nach frttber Be- 
wiesenem samtlicb mit der Null identiscb sein, und os kann daber, wegen dor hieraiis 
sicb ergebenden Beziebung “ 1 zwischen don Deteminanteu \r'„y\, |>Vo|) die 
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Determinante \fra\ nicht identisch verschwinden. Man erkennt so, daB das System 
jP/, , dann, aber anch nnr dann ein Basissystem ist, wenn die ihm entsprechende 
Detenninante \r,„\ nicht identisch verschwindet, und daB man alle uberhaupt esistieren- 
den Basissysteme Fi, • • , F^ erhalt, wenn man in dem Gleichungensysteme (1 ) an Stelle 
des Systems der Koeffizienten 1 ,^= 1 , a, ein jedes System von rationalen 

Funktionen treten laBt, fur welches die Determinante \r,,„\ nicht identisch verschwindet 
Zwischen den Funktionen F^, • , Fi besteht nur dann erne Eelation von der 
Foim g\Fl-\-- — 0 nut ganzen rationalen nicht samtlich mit der Null iden- 

r = n 

tischen Funktionen von z als Koeffizienten, wenn die aus der Qleichung ^ = 0 

r = l 

dnrch Klimination der GroBen F^, , Z^V vermittels der Gleichimgen (1.) hervorgehende 

asun /v=^n \ 

Oleichung ^ \ 2 ^ was nach fruher Bewiesenem auf dasselbe hinaus- 

a^l / 

l'=:n 

kommt, das Ghnchungensystem = sich durch ganze rationale nicht 

sJlmtlich nut dor Null identische Funktionen /i, • , g„ befriedigen laBt. Dieses aber 
ist nur daini dor Fall, wenn die Determinante |r„„| identisch verschwindet, oder, was 
dasselbe, wenn Aj, ■ • •, F^ kein Basissystem 1 st Daraus folgt insbesondere, daB die 
DarsiiOlhing einer boliobigen zur Oharakteristik gehbngen Funktion F=F{z) durch die 

n Funktionen A'/, • ■ F^ ernes Basissystems in der Form -P= 7-1 jP/h bei der 

di(i r' rationale Funktionen von z bezeichnen, nur auf eine Weise mdglich ist. 

Mit llilfo dor Oleichungen (1.) soil jetzt noch ein dnttes Kriterium zur Ent- 
schtndnng d(U' Frag<^ abgeloitet werden, ob die n Funktionen F^, ■ ■ •, ein Basissystem 
bilden odor niclit. Zu dem Endo bozeichne man mit Zj,-- , z„ die irgend einem Werte 
von z entsprecliendon n tibereinander liegenden Punkte der Flache 7’', mit F„{Zi,), F'{z^) 
(lie Worte der Funktionen JP,' fftr den Punkt z^ und setze zur Abkttrzung 


"’.Wl 


KM ■ ■ ■ KM 




KM-- KM 

f;m- - km 


man dimn, da# zwiechon den anf ixgand einen Wert yon 2 bezogenen Deter- 
minimton \ KM\’ l■^'.'(2J| <1“ Determinante |r„| des Gleiohnngensystems (1.), wegen 

KM'--"2',.KM’ Dleiohmig; 

l-^VWI - In.l l-KWI 

ifeeteht, und daB naeh fruher Hewiesenem die Determinante |J’a(2^)| nur for eine end- 
ticho Anaahl von Punktsyiitemai 2 ,. • • •, 2, der I’iHehe I’ den Wert Null besitzm kann, so 
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erkeimt man, dafi die Determmante dann, aber auch nur dann nicbt fur jedes 

Punfctsystem 2 ^, ■ , 2 ^ der Flacbe T' den Wert Null besitzt, wenn die Determinante 
nicht identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn Fl, , F^ em Basissystem ist. 

Die in diesem Artikel erhaltenen Resultate kann man jetzt scbliefilich dahin 
zusammenfassen, da6 die vier Aussagen: 

1. ) Bte FmMionen F[, , F^ bilden mi Basissystem, 

2. ) I)^e Determinante \r,,J\ des die FmMionen Fl, , F^ dwch die FwiMmien , F„ 
darstellenden Gleicknngensystems F'^^r^^Fg, »=i, 2 . verschwindet nicht identiSch, 

ff = l 

3. ) Zmschen den FmMionen Fl, , F^ hesteht kerne Relation von der Form 

g'lFi -\ \-g'„F^=0 mit gamen rationalen, mcht samtUch mit der NuU identischen FunM 

tionen g' von 2 als Koeffi 2 ienten; 

4. ) Die Determinante 'besit 2 t mcht fur jedes Pmktsystem 2 ^, • , 2^ der 

Flache T' den Wert Null, 

gleichwertig sind, insoferne aus irgend emer von ihnen als Voraussetzung jede dor 
drei anderen abgeleitet werden kann. 



Siebenter Abscbnitt. 

Erzengnng der Biemann’sclien Thetafunktion. 


1. 


Es soli 7iiin<ichst die Erage beantwortet werden, ob die mat Hdfe ernes beliebig 


augonommonen 

GroBonsy stems 

w^\w^\ 

|w;p gebildete, auf die Flache T bezogene 

Kongi-u('nz: 

/'=!> , . 

f(^p 


(0.) 

2<\ 

fi^X 

/<=i 



l()sbaf ist odor, mit andcren Worten, ob oin diese Kongruenz befriedigendes Punktsystem 
Cj, Ca, • • •, fip oxistiort. 

Zu (loin Endo bringo man, nachdem man im Innem der Flkche T irgend p Punkte 
g<'wilhlt hat, das GroBonsystom \Wp in die durch die Gleichung. 




f.i p rtup 

(a, + ff'v) % » + (^1 + ^i) Jti\- 

w 1 »/ a 1 


• I ^2 + '’S («.■ + 9v)% p + (J>p + 

^isl vsl 


bostimmtc^ Oostiilt, boi dor die a, b den Bedingungen — l<o,,^0, 0<6„<1, 
gondgoiide roollo GrOBen, di(» (J, %' ganzo Zahlen bezeichnen. Das ist nach Eniherem 
(vgl. S. 89} immer und nur auf oine Weise moglicL Eilhrt man alsdann die so fiir 
dio w gowomienott Ausdrdcke in die Kongruenz (0.) ein, so laBt sich dieselbe unter 
Ihmutzuug dor schon auf Seito 211 angowandten Bezeichnungsweise durch die Kongruenz: 


(O'.) 


Cl*") Cl-'-i^i) 


e^rsetzon. .lotzt sind zwoi Ealle zu unterscheiden. Entweder fallen die 2jj UrbBen 
sa.mtlich mit der Null zusammen, dann besitzt die Kongruenz (O'.) 
wonigstens die eino LOsung (fli, •••, — oder es fallen die GrbBen a, I 

nicht sftmtUch mit der Null zusammen, dann ist for J., - e" der Rang 
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• >Vp)^P — '^ ®® besitzt die Kongruenz (O'.) nach dem auf Seite 224 auf- 

gestellten. Satze wenigstens eine Losung (e^, • •, Damit ist aber bewiesen, dafi die 
Kongruenz (C.), wie auch. das Grrofiensystem '\'^p beschaffen sein niag, immei 

wenigstens eine Lbsung («i, • ,b^ besitzt. 

Zwei Lbsungen der Kongruenz (C), die sich nur durch die Eeihenfolge ihrer 
Punkte unterscheiden, soUen als identisch angesehen werden. Liegt von den Punkten 
fii, • ,e^ einer Lbsung der Kongruenz (C.) irgend einer an einem Schnitte oder 

(,= 1 , 8 , ,,) und ersetzt man alsdann diesen Punkt durch den ihm entsprechenden, der 
anderen Seite des betreffenden Schnittes angehbrigen, Punkt, so entsteht wiederum 
eine Losung der Kongruenz (C.); aueh diese soil als identisch mit der ursprUnglichen 
angesehen werden. 

Eine Losung («i, , Cp) der Kongruenz (C) ist nun, wie nach den soeben ge- 

machten Festsetzungen aus dem in Art. 7 des funften Abschnittes erhaltenen Eesultate 
folgt, zugleich die emzige, wenn 9i|ij (si, •*, 8p)=|> ist. In dem Palle 9lji| (ei, ep)<i> 

dagegen besitzt die Kongruenz (C.), wie ebenfalls aus dem in Art. 7 des fftnften Abschnittes 
erhaltenen Resultate folgt, unbegrenzt viele Lbsungen, und diese werden durch die mit 
«i> • 7 fip aquivalenten Punktsysteme , a' geliefert. 

Die auf der linken Seite der Kongruenz (0.) stehenden Fuuktionswerte u^, («,e=i>2, ,j>, 
lassen sich durch Integrate darstellen, indem man unter Benutzung von irgend p im 
Innem der Flache T gewahlten Punkten acj, tc^, •, Xp 

setzt. Dabei soli der dem Integralzeichen beigefagte Strich andeuten, da6 der von x,, 
bis B/, sich erstreckende Integrationsweg die Begrenzung von T' nicht schneiden darf; 
hierdurch ist dann zugleich die Unabhkngigkeit des Integralwertes vom Integrationsweg 
gesichert. Ftlhrt man nun diese Integrale in die Kongruenz (0.) ein, so nimmt dieselbe 
die Form: 

(c".) 

an. 

Unter der Voraussetzung, da6 (ej, eine Lbsung der Kongruenz (0.) ist, 

Oder, was dasselbe, dafi das Punktsystem • • •, «i. die Kongruenz (0") befriedigt, soli 

jetzt bewiesen werden, daB man die von den Punkten Xj,---, x, bis zu don Punkten 
•, Bf beziehungsweise sich erstreckenden, in der Flache T verlaufenden Integrations- 
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wege durch ander©, die Begrenzung von T' schneidende, von der Art ersetzen 
daB die Gleichung: 



erfilllt wird. Zn dem Ende m6ge zunachst das Folgende festgesetzt werden. Geht Tna.n 
auf irgend einem Wege vom Punkte zum Punkte nnd uberschreitet man dabei 
irgend einen der Schnitte a, h m-mal von der negativen auf die positive Seite und iti'-mal 
von der positiven auf die negative Seite, so soli die Differenz m-m' die dem Wege 
in bozug auf den betrefifenden Schnitt zukommende charakteristiscbe Zabl genaimt 
werden. Nun beachte man, da6 das Qrbfiensystem w^\ sicb auf Grand der Kon- 

gruenz (C".) immer und nur auf eine Weise durch eine Gleichung von der Form' 


to. 




/W=jp v=jP v^p 

/Li // =■ 1 »/ / r = 1 = 1 iLlssX r = 1 


bei dor dio g, h ganze Zahlon bezeichnen, darstellen l^fit Man erkemit dann, daB die 
Gleichung (G.) immer dadurch, aber auch nur dadurch, befriedigt werden kann, daB man 
als Integrations wogo solcho p, von den Punkten x^, x^ bis zu den Punkten «!, • • , 
boziohungswoiHe sich (frstreckende, Wege wahlt, deren charakteristiscbe Zahlen allgemein 
in bozug auf don Schnitt «„ die Zahl hy, in bezug auf den Schnitt die Zahl g^ als 
Summo bositzon. 

Nach <l(im so(d)on Bowiosenen ist eine Lbsung (ei, • • , der Kongruenz (C".) 
immcii’ au(;h eine L<)sung dor Gleichung (G.). Da aber auch umgekehrt jede Losung der 
Gleichung (G.) die Kongruenz (0") befriedigt, so sind die Losungen der Gleichung (G) 
identisch rait den LOsungen der Kongruenz (C".). Yerbindet man dieses Kesultat mit 
dem vorher fdr die Lbsungen der Kongruenz (C".) oder (0.) erhaltenen, so ergibt sich 
schliofilich als Itosultat dor Untersuchungen dieses Artikels der folgende Satz: 

,JHe Gleuihmg: 


( 0 .) 



bmigf' inimr wenigatens eine iMmg (e,, • ■, ej. Dlese TJjsmg ist gugleich dk emtge, worn 
*H|i| fip) "'jp 'let; dagegcH emsU&rm unbegrenzt vide Ldsmgen der Gleichmg {(}.), wem 

|i| ^ 

eJ <;> diese wmlen durch- die wit Oquivdmten Pmkfsgsteme 

l‘l 

" *» (felkf&rt.'* 
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2 . 

Man betrachte jetzt in der G-leicbung (G.) des vorhergehenden Artikels, der man 
auch die Form: 



/1=P 


u=p 

p=P > 


(G.) 

/l=:l 

dui]- 

/t = l 

11=1 tJ 

‘ y.. 



'f ”1^ 


geben kann, die GroBen w 2 ,-' •, als unabhangige komplexe Yeranderliche und ordne 

zur Erzielung einer kurzeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme = -\-ivfi, ■, 

< 10 ^ = + wfh denjenigen Punkt (iv) eines 2_p-dimensionalen Raumes W, der die 2_p reellen 

Grofien wf\ wf^; •; wf zu Koordinaten hat, als Korrespondenten zu Der Gesamt- 

beit der Wertsysteme Wi,---, entspricht dann die Gesamtheit der Punkte (w) des 

Eaumes W. In diesem Eaume W fasse man nun diejenigen, mit (w) zu bezeichnenden, 

Punkte ms Auge, denen mehr als eine Losung (ci,-- der Gleichung (G.) entspricht. 

Die Gesamtheit dieser Punkte (w) wird durch die Gleichung (G) gehefert, wenn man 

darin unter Beschrankung der Integrationswege auf die Flache T' an Stelle von Si, • • •, ein 

jedes der Bedmgung 9l|i|(ei, • • •, «„) <p genugende Punktsystem treten laBt und zu jedem 

111 

so erhaltenen Systems (w) noch jedes System zusammengehonger Periodizititsmoduln 
hinzufCigt. Da die samtlichen Punktsysteme der charaktensierten Art aber 

auch aus der Kongruenz (vgl. Seite 171 u. Seite 132): 


fi=p 

2<‘‘ 

fc:=l 


iu=p jii=!2p'-2 

= l fl=p + l 


iU = 2p—3 
/U=p + i 


erhalten werden, wenn man darin an Stelle von ein jedes p — 2 Punkte 

enthaltende Punktsystem treten laBt, so bilden die definierten Punkte (w) in dem 2p- 
dimensionalen Eaume TV eine Mannigfaltigkeit W von nur 2jj — 4 Dimensionen. Von 
jedem Punkte («;) der nach Ausscheidung dieser Mannigfaltigkeit W ubrigbleibenden, mit 
TV — TV zu bezeichnenden, 2j5-dimensionalen Mannigfaltigkeit kann man zu jedem andern 
Punkte (it?') derselben auf emem ganz innerhalb JV—'W verlaufenden Wege gelangon; 
auch kann man von jedem Punkte (iv) der Mannigfaltigkeit IV zu jedem Punkte (w) dor 
Mannigfaltigkeit TV— TV auf einem Wege gelangen, dev von dem Anfangspunkt (u>) ab- 
gesehen nur Punkte von TV— TV enthalt. 

Nach diesen Festsetzungen soli jetzt die durch die Gleichung (0.) bestimmto Ab- 
hangigkeit der GrOB^Ci, •> von den OroBon Wi, fttr den Fall, daB der l^unkt H 

dem Bereiche TV— TV angehOrt, naher untersucht werden. Zur Vereinfachung dieser 
Untersuchung denke man sich die in der Gleichung (G.) vorkommenden, bisher ganz 
willkMichen Punkte x,, • x,, ini Innem dev Flache 7" so gowahlt, daB i)fi|,|(x,, •••, x^) 
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ist iind da6 zudem unter diesen Punkten weder zusammenfallende noch Punkte a, oo vor- 

kommen. Fur ein solches Punktsystem ist danu immer die Determinante y±^-- ^ 
von Null verschieden, und der dem GroBensysteme; 

2Vi---i2V=<i -K 

^ = 1 = 1 

entspreclionde Punkt gehort dem Bereiche W—W an. 

Ein z welter Punkt (w') des Bereiches W—W werde dadurch gewonnen, daB ma-n 
in T jp der Bedingung genUgende, voneinander verschiedene Punkte 

walilt, diose mit den Punkten sci, • • , beziehungsweise durck Kurven k[,- , Ic^ 
verbindet und unter Benutzung dieser Kurven als Integrationswege 


- JL = 1 e/ = 1 f.L = ltJ 


H(itzi. Man gronze nun in der Flkche T allgemein zum Punkte das ibm entsprecbende 
(ilobiet Q-f, ab, verstehe unter irgend einen Punkt von Q^, unter \ erne von uber 
c', nacb fahrendo, zwischen z,, und a', mit Ttf, sick deckende, zwiscken und ganz 
m verlaufende Kurv(^ und setze unter Benutzung dieser Kurven hx,- ‘,kj, als Inte- 
graiiioiiHwogo 


I t/ 


« a- 1 fJLszl e/ 

*/< 


Dio p HO dcdiniorten, von dotn Verlauf des zwiscken a', und a,, liegenden Teils der 
Kiirvo kf, j,s, • ,p) unabkangigen OroBen Wi, Bind dann einwertige und stetige 

Funki-ionon dor p in ikrer Bowifgung auf die Gebiote G^, •••,Gp besckrankten komplexen 
Viirandorlickon c^, * • ■, Cp, die zudem far ai = el, • • > == 4 Werte w/, • • •, annehmen. 

Auf Grund der aufgostellten, die QrOBen nf und w definierenden Gleickungen 
luHHon sir.k uingokohrt abor auch die GrdBen a als Funktionen der GrbBen w darstellen. 
Zu dom Endo bildo man durch Subtraktion der vorletzten Gleickung von dor letzten 
die none Gloiohuiig: 

fimp 

I ■ ' • I // - 'M’i 1 • • • K, — w;, 



boi dor dor Strioh am lutogralzoicken andeuten soli, daB dem Integrationsweg von a^ 
biH Sf, dio Bodingung auferlogt ist, ganz in zu verlaufen, beachte, daB nach Art. 3 
dos Abnohnittos far joden Punkt a^ des Gebiotes ,p) die Entwicklungen: 
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$> = 1,2, ,p, 


bestehen, wobei Oder iS^=(6p— «)” oder endlicli = ‘ ist, je nachdem 

ein gewohnlicher Punkt der Plache T oder em Punkt a init der Ordnangszahl r — 1 
Oder endlich ein Punkt oo mit der Ordnungszahl i — l ist, and ersetze die gewonnene 
Gleichung nach Einfuhrung dieser Entwicklungen durch das Gleichungensystem 


(®..) 



dz, 


// =P « = 00 . 
/( = 1 «=2 


P /o 


dJ'i 


Zl = W^-W^, 



Da •, e')=i) ist und zudem keine zwei der Punkte ei, •••, 4 decken, so 


hat die aus den Koeffizienten von z^, gebildete Determinante 

e in p-n von Null verschiedenen Wert, und es lassen sich daher nach bekauntem Satze die 
Grofien • •, z^ fur hinreichend kleine Werte der Moduln der Diiferenzen ‘ii’i—'iVi, • •, 
Wp—iv'p immer und nur auf eine Weise durch Gleichungen voii der Form: 




= 00 

2 

Wi = 0 

nj,=:0 


(©.•) 


. . . 

• 

• 



Til— 00 

71;, = 00 




11 

•j'c" 




«x = 0 

Tlp-O 


darstellen, 

bei 

denen die Koeffizienten c nur von 

den Punkton e'l, • • ,4 abhilngeii. 

speziell die 

P 

Koeffizienten 

Of • •> 4^^ 0 samtlich 

den Wert Null bositzcn und die 


Koeffizienten der linearen Glieder durch die Qleichungen: 

(tIjl S5 “ Wj ^ = 0 , »?^ s 1 , (. j 5 ■ Wjj, “ 0) 

bestimint sind, wenn mit die Adjunkte des Elenaentes Detoriiiinante 

4) “ (~jf} ■ ■ (^") ll^®zieichnet wird Der Wert des aufgowtollten, (lurch n^, 1 
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charaktensiorten, Koeffizienten ist zugleich, wie ans (@3.) folgt, der Wert 

10= W’ 

T TTv • id Z ,, n II r \ i r 


der Deriviei-te ^ fur a\ ■ 'W„=n\ 

OW„ ^ i' 1 


hr. 


Die Darstellungen (@3.) gelten fur alle Puukte [iv) des durch die Bedingungen: 


mod [«’i — < M, , mod [iv^ —%>']< 

bestimmten Bcroiches, wenn nur die positive Zahl M so klein gewahlt ist, daB keines 
der den Puiikten (^v) des Bereiclies entsprechenden Punktsysteme e^, ■, Sp die Bedmgung 

9^1 1 1 • • •> verletzt oder zusammenfallcnde Punkte enthalt. Man erkennt aus 

diosc'ii Darstellungc'n, daC jedein mnerhalb des fur sie festgelegten Bereiches von (w') 
nacb (/(>) ftilirondcn Wcge cm bestiramtes System von p in der Flache T von s\, , s'p 

na(*-b Vp beziehungswoise fulirenden und punktweise eindeutig emander zugeord- 

iiolen W(!g(in (iiitspricht. 

Die vorstelionden Betrachtungen bleiben in Kraft, wenn man als Punkte •••,«, 
di(i Pimkiie z,, • • •, wslhlt und zuglcicli fur /t = 1, 2, , die von x^ nacb fubrende 

Kiirve k'p sicb aui’ don Puiikt x^ roduziert deiikt, sodafi dann an Stelle der die GroBen 
w\,---,Wp d<i(imorcn(lon Gloichung die Gleicbung: 


' 2 s ul ^- 1 • • I = wf> I • I 

ft i fl--l 

tntt. 

Filr die soebon b('<nidote XJntersucliung war das gewablte Punktsystcm s[, • Sp 
nicbt nur dm- Bodingimg !fH| 1 1 f/i , • • imterworfen, sondom aucb nocb der weiteren, 

|i| 

da, 6 koino zw(d s(fmer Putdcte zusammonfallen. Im folgonden soli nun diese XJntersucbung 
auf don Kail auHg(Hlolmt word on, wo das im Ilabmen der Bedingung 9 lji|(el, •• ,Sp)=’P 

gowahlto Punktsyst/om ^j, •• •, 4 Kusammenfallonde Punkte entbalt. Man wird sicb dabei, 
d(‘r oinfacbonni l)arst,(}llung wi^gon, auf don si)ozicllGn Pall bescbranken, wo das Punkt- 
systcun Oj, • • ■, «' nur oino Grupjio zusaramenfallonder Punkte entbalt, und zudem diese 
(iru]»po durch die Punki^j ei,---, si c "*•/') gobildet wird. 

Dio durchzufnhrimde lintorsnobung dockt sicb bis ziir Gewinnung dos Gleicbimgen- 
HystoniH ((-yi.) vollHl,andig niit dor frahcron. Die Gleicbung des so erbaltenen Systems (^i.) 
kann man aber, da im vorliogondon Pallo die Punkte si, ■ • , si mit sj, identisch sind und 
infolgodoHson fftr 1 , 2 , •••,/» mid jode positive ganzo Zahl n 



32* 
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ist, aucla in die Form: 



// = M = OO 








bringen. Fiibrt man alsdann an Stelle der s G-roBen s neue GroBen 

vermittels der Gleichnngen: 


(T.) 


^1 + ’ 4-^, ==l!^n ^1+ ■■\-s\ = '2^t 


j ^ = s! 




ein, so erhalt man, wenn man noch beacbtet, daB dadnrch die Summe 0 I+ + z” 

(«=»+!, .+ 2 , ) in eine ganze rationale Funktion der s GroBen f^, t, ubergebt, an Stelle 
von (®i.) das neue System: 




\<*«1 Jo 


^1 + 





+gf{i: 


'19 


J ^t+lf 


•j ^p) + • + ^,+1, , ^p) + 




e=i.s> iPt 


wobei fur w==2, 3, •• *, eine homogene ganze rationale Funktion 

24*®”- Grades der jp Argumente bezeichnet. Da 9fl|ij(e'i, • , «i, e'+i, 

dem die Punkte «i, e'+i, • , e' samtlich voneinander verschieden sind, so hat die 

aus den Koeffizienten von • , t„ z,+i, , Zp gebildete Determinante • 

(4^)o( ^" ~ ^ ’ ) ■ ■ (^^)o verschiedenen Wert, und es lassen sich daher 

die GroBen # 1 , • • , t„ z,+i, z^ fur hinreichend kleine Werte der Moduln der Diflferonzou 
w-y— Wp— Wp immer und nur auf eine Weise dutch Gleichnngen von der Fonn: 



7*1 S=00 

7*j, = 00 





k 





K- 

Wpy^>, 


7*1 = 0 

7*^ = 0 




7*1 = OP 

7*^ = 00 





t. 




w'lY' ■ 

•K- 

Wpy>>, 


7*1 = 0 

7lj, = 0 






7*1 = 00 

7*^ = 00 







• 2 slV’-K- 

w[y^- 




«i = 0 

7*^ = 0 





7*1 =00 

7f^S“00 





Zp 


2 a;' . 

«pK- 

w[y^ • 

• • (Wp- 



7*1=0 

«j, = 0 
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darstellen, bei denen die Koeffizienten c nur von den Punkten s\, • •, s' abbangen, speziell 
die p Koeffizienten 4^’ o> • • 4'’’ o samtlich den Wert Null besitzen und die Koeffizienten 

der linearen Glieder durcb die Grleicbungen : 


^(|W) 



— 1 = 0, = Jlp+1= =w^=:0) 




liostiinnit sindj wenn init a^'> die Adjunkte des der 9 *®“ Honzontalreihe und der Ver- 
tilcalroiho geinoinsamen Elements in der Determinante : 



bozeiotiiKdj wird. Dor Wort des aurgostelfi/Cu, durch = 1 cbarakterisierten, Koeffizienten 
ist zugloicli, wio ans (Cy,.) folgt, der Wort , der Derivierte ^ oder der 

W(M'l. (ji^j , DorivioH'O ^ filr w;, | • | = % [ • • | w,, je nachdem fi der Zahlen- 

ndho 1, 2, • • •, f! odor dor Za,hloiiroiho s 4 - 1, s + 2, • • •, j) angeliort. Die Darstellungen (@ 3 .) 
zuHUinnion luit don die (h’ciUon t dofiniorondon Clleichungon (T.) lassen erkenuen, dafi 
jiMloni imunhalb dos far dioso Darstollungon in Betracht kommenden Konvergenzge- 
biotoH von (w') nach (lo) fahrond(in Wogo om bestiramtes System von p in der FBicbe T 
von 4 , • ■ «i, 4 4 u> •> beziohungswoise fubrenden und punkt- 

wois(! oimbnitig (dnandor zugoordnoton Wogon ontspricbt. 

Man goho jotzt in doin Boroicho W—W von dem fraber detinierten Punkto 
auf irg(uid oinom Wego 5E5 ku oinein andem Punkte und inacbe zunbcbst die 
Vomnsflotzung, daB filr koinon zwischon (w®) und (w®) golegenen Punkt (•ze) dieses 
W(»gOH SSI das ihm anf (Irund dor Gleicbung (G.) entsprecbende Punktsystom s^, • • e, 
zusamnumfallondo Punkto onthalt. Bewegt sich dann dor Punkt (iv) auf dem Wege SB vom 
Anfangspunkt bis zum Kndpunkt so durcblaufen, wie aus den soeben erhaltenen 
Ktwdlatoti folgt, dio korrespondierondon Punkto e, gleicbzeitig ein bestimmtes 
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System © von jp, von x^,- ,Xp bezieliungsweise ausgehenden und punktweise emdeutig 
einander zngeordneten, Wegen, deren Endpunkte die zum Punkte gehorige 

Losung der Gleichnng (Gr.) bilden. Gebt man auf irgend einem andem, die fur 2B ge- 
stellten Bedingungen ebenfalls erfullenden Wege von (w®) nach so werden als 

Endpunkte der ihm entsprecbenden Wege der Punkte Ci, , Sp wieder die Punkte , 4'^ 
sei es m der fruheren oder unter Umstanden auch in einer anderen Eeihenfolge, auf- 
treten. Gebt dagegen der in W-W von bis verlaufende Weg iSJ durcb emen 
Oder mebrere Punkte (io), fur die das entsprecbende Punktsystem Ej., • ,Sp zusammen- 
fallende Punkte enthalt, so kann man emem solcben Wege 2B mebrere Systeme © von p, 
von JCf , Xp beziebungsweise ausgebenden, Wegen zuordnen; immer aber werden die 
p Wege ernes jeden dieser Systems © als Endpunkte die Punkte s^i\ , in einei ge- 
wissen Eeihenfolge besitzen. 

Auf Grand der Ergebnisse dieses Artikels kann jetzt die Frage nacb der durcb 
die Gleicbung (G) bestimmten Abbangigkeit der Groben e^, , Sp von den GroBen w^, , v’p 

fur den Pall, dafi der Punkt («') dem Bereiche W-W angeboit, durcb den folgenden 
Satz beantwortet werden. 

„I)ie dmcli di,e Gl&ichmg (G.) mt den Graven , Wp veiTcnupften Cho/Sen 

El, •• ,ep Sind im Bereich W—W p-werhge FmU'men do komplcxen VenmdetUchm 
%,• ■,Wp, jedocJi p-werUge FmUionen von der Art, da^ dxe p, durch Funhte der B'lache T 
leprasentkrten, Wette loelclie diese Fmltionen hei tmalyfisclier Fortsetmng auf 

einem inneihalh W—W vom Funlte 0 um Funhte fuhenden Wege mch vmhei- 
gegangene) Wahl eines do mm Vvmlt gehorigen Wertsystenie, ehoa Si = Xi, ,Sp — Xp, 
als A'usgangssysfem annelimen, hei Zugrundelegung eines andoen, dieselhen Bedingungen 
erfullenden Weges hoclistens erne Andeiung direr B.ed>enfolge crfahren‘‘ 

Aus diesem Satze soil jetzt zum Scblusse nocb eine wichtige Folgerung gozogon 
werden. Es sei 8(ei,, , e^) eine in der ganzen Placbe T' einwertigo und stetige Funk- 

tion der komplexen Veranderlicben Ej, • ,Ep, die zudem fur jede Permutation ,Vp 
der Zahlen 1,2, • ,p der Gleicbung /S' (e,,^, , e,,^ == /S(ei, • ■ ,Sp) genfigt, und cs wcrdo 
im AnscbluB an die Gleicbung (Q.) 


(G'.) 



gesetzt, wobei die den Integralzeicben beigefilgton Stncbe andouton sollou, dab die 
Integrationswege die Begrenzung von T' nicbt schnoidon dflrlen. Die zu den so dofi- 
nierten QrOben w gebdrigen Punkte {w) orfallen oinen bostimmten, mit {W) zu bo- 
zeichnenden, Teil des zu Anfang definiorten 22 J-dimensionalen Eaumcs W, und ent- 
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sprechend erfullen diejemgen Punkte {to) des Raumes [W], welche durch die Glei- 
chung (G .) geliefert werden, wenn man darm an Stelle von • , Sp ein jedes der Be- 
dingung genngende Punktsystem treten laBt, einen, mit {W—W} zu 

bezejclincnden, Teil des ebenfalls zu Anfang defimerten Bereichs W—W. Beziekt man 
nun die Funktion S{ei, • , ej mit Hilfe der Gleichung (G'.) auf den Raum { W} und 
wendot don vorlier gewonnenen Satz an, so erkennt man, da6 S{si,, , sj, als Funktion 
der Veranderlichen to^, •,Wp betrachtet, eine in dem ganzen Bereiche { TF— BT} ein- 
wertigo und stetige Funktion E{wi, • , Wp) der komplexen Veranderlichen Wi, • ,Wp 
ist, deron Wert fur einen beliebigen Punkt (««) des Bereiches [W—W] dutch die Glei- 
chiing *, Wp) == S{Ci, •• , geliefert wird, wenn dabei (si, • , e,,) die dem Punkte {w) 

('ntsprccheudo Losung dor Gleichung (G'.j bezeichnet. 

Uin die Borivierte ^ zu erhalten, hat man die folgenden Uberlegungen anzu- 

stellon. Man vorstiiho nntor (to') irgond einen Punkt des Bereichs {W — W}, unter 
(/,, • ,ip) du 5 ilun oiitsprcchende Losung dei Gleichung (G') und beachte, dafS die Funk- 
tion sich fdr eino gewisse Umgebung der Punkte e\, ,Sp dutch erne Glei- 

chung von dor Form: 




nil 00 
nix 0 


"*J. ■- 0 


'"1 




da,rsiellcn hlBt, bei der die Koeflizionten e nur von den Punkten ci, • • , abhangen und 
Up O'! *.2, • ,i‘) die auf Boito 250 filr einen boliobigon Punkt c', delinierte Grofie ist. 

Ist nun zuns'Kihst das Punktsystom t^, • ,Cp von dor Art, daB kerne zwei seiner 
Punkte Hudi d(U’,kon, so golton fUi liinroichond kloino Werte dor Moduln der Differenzen 
'><h • <lio Kohon frQhor aufgestellten Entwicklungen ((i^a.), und man erhalt 

danu auf Griind der Gleichung: 


‘ (Iz, fjw^, fh, dWf, ' ' ' dZp ' 

wenn man noch dmi Wert, von ||- fdr '«;i \“-\Wp^to\\-- ■\w'p oder, was dassolbe, fdr 
Sy ■ 0, * ■ *, Xp 0 mit bozoichnet nnd das frfthm’ im AnschluB an die Gleichung (@,.) 

flber , Gesagto beuchtet, dio Deriviorte fdr den Punkt (to') des Bereichs 

[W W] (larg(wt<dli (lurch die Ghuchnng: 
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beider4-^±(^)„- (f ). 

Enthalt dagegen das Punktsystem e^, • , e' zusammenfallende Punkte, so wird 
man in der vorher fur S aufgestellten Gleichung bei jeder in dem Punktsy stems ent- 
kaltenen Gruppe zusammenfallender Punkte an Stelle der diesen Punkten entsprechen- 
den Grdfien GroBen t der j&tdier definierten Art einfuhren und beachten, dafi diese 
GroBen ^ sick durcb Reiben darstellen lassen, die nach Potenzen von Wi — w[, 
mit positiven ganzzabligen Exponenten fortscbreiten. Zur Erlauterung des weiter ein- 
zuscblagenden Verfabrens kann man sich wieder auf den speziellen Pall beschranken, 
wo das Punktsystem ei, • e' nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte entbalt, und 
zudem diese Gruppe durch die Punkte s\, • , e' gebildet wird. In diesem Falle 

bestebt die Gleicbung: 

~ dti dWf, ^ dt, dw^ dz,+i dw^ ' dZj, dw ^, ' 

o a 

und man erbalt auf Grund derselben, worm man nocb die Worte von ^Cm=i, 2 , ,*), 

dS f f 

^ o<=.+i, ,p) fur I • ■ ■ I Wj, = % I • ■ • I Oder, was dasselbe, fUr t^^O, • • t, - 0, 
^ 1+1 = 0, = 0 mit beziebungsweise bezeichnet uud das frClber im Aii- 

scbluB an die Gleicbung (@,.) tlber (|^) , Gesagte be- 

acbtet, die Denvierte ^ fttr den Punkt (w') des Bereichs {W— fV] dargostcdlt durcli 
die Gleicbung: 
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boi (ler 


d%t;A 

A 


d<iY 

dHti-i 


'f-) ist. — Setzt man in der erbaltenen 

P/O 

/dS\ /dS\ 


(Jleichnng s»--l und denientsi)rechend fi = 2 u » so erbalt man wieder die 

vorbor abgeleitoto Gleichung, welcho sich aaf den Fall bezieht, wo die Punkte s[,- -,8^ 
Hainthch vonoinander verschiedon smd. 


3. 

Man gronze in der Pladie T' p keinen der Punkte a, oo enthaltende Bereiche 
//,, lip ab. Dnrch BoLrachtungon, welche den in Art. 7 des ftinften Absclinittes in 
bozug auf die Dotorininante angestellten ganz abnlich sind, 

lafib Hich dann zeigon, daB die Determinante: 

d d sp 

.'/(8,, -Afp)- • • • 

dup^ dup" 
dsi dsp 

nicht far jo jp den Boroichen Jit, - -, lip bezielmngsweise angehdrige Punkte 8i, e, 
den Wert Null Ixjsitzon kann. Wahlt man jetzt jp den Bereicben B^, -, Bp beziehunga- 
weiso angohOrigo Punkte «i, • • •, 8^ von der Art, daB die aufgestellte Determinante nicbt 
venschwindet, wonn man gloichzoitig Cp— ip setzt, so lassen sich, da dieselbe, 

als Funktion dor p Vorandorlichon e^, •••, «p betrachtet, far 8i— ii, e,— ip stetig ist, 
in T p diese Punkte boziehungsweise entluiltende (lebieto Ou ■ • Op von der Art ab- 

I' B, n 
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grenzen, da 6 die aufgestellte Determinante fur jedes dem System •, G-p angehorige 
Punktsystem Sj, • , Sp emeu von Null verschiedenen Wert besitzt. 

Es sei nun s^, • , irgend ein dem Systeme , G^ angehoriges Punktsystem 

Mit diesen Punkten e^, , Sj, verbinde man den der positiven Seite von und der 

negativen Seite von q gemeinsam angehorigen Punkt durch Schnitte und 

bilde alsdann zu der dadurcb aus T' bervorgehenden Flache T”, unter Benutzung einei 
im Folgenden erst zu bestimmenden, nur von 6 i, •••, abbangigen GroBe , ej 

die Funktiou; 


( 1 -) 


^ = 1 


+ 6p). 


ist dann erne in 
fur jeden von s^, 


T" 


Die so zu den Punkten Sj_, definierte Funktion L 

emwertige Funktion der komplexen Veranderlichen 8, welche 
verschiedenen Punkt 8 der Flache T" stetig ist, fur den Punkt ((1=1,2, ,i0 unstetig 
wird wie ln(«! — e^) und deren, allgemein mit L^,L~ zu bezeichnenden, Werte in je 
zwei entsprechenden Begrenzungspunkten in der Weise verknhpft sind, dafi 


langs Z(“, 

langs — 2 (u’^ — - a,,., 

langs jC“+ »= i,2, ,p, 

Ihngs L~~2m, §=1,2, ,p, 

ist. Betrachtet man die letzten Glleichungen und speziell das Verhalten der Funktion 
■^ 1 *^ ^ Schmttes \ (•'=1,2, ,p), so wird man auf die Frage gefuhrt, ob es 

nicht moglich 1st, die GroBe •••, als Funktion der komplexen Veranderlichen 
«i, Sp so zu bestimmen, daB die Funktion ij®‘ ^ ‘‘j' der p + X GroBen 8 , b^, • , Sp 
erne nur von den p GroBen: 

ut - ui- - K 
$ = 1 ^ = 1 

abhangige Funktion wird, Oder, was dasselbe, so, daB die Funktion X 
tiellen Differentialgleichung: 

( 2 -) 

genilgt, bei der die f,o-»i.2,. ,p, die durch die Gleichungen: 

(3.) “d 


der par- 


a,v l,»»* •tp 
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Oder dutch die damit aquivalenten Gleichuugen: 


(3'.) 








bestimmten j?* Funktionen der komplexen Veranderlichen Si, • • •, bezeichnen. Die 
Aquivalenz der beiden Forderungen erkennt man, wenn man beachtet, da6 jede der 

2 > Grofion ul — — k,., ■>'=i,s, ,p, eine parfcikulare Lbsung der Differentialgleichung (2.) 

()=i 

ist, und d.'iB jede Funkiion von partikularen Losungen wieder eine Losung der Diffe- 
rentialgleichung (2.) bildet; weiter aber auch beachtet, da6 die p genannten Grofien, als 
Funktionen von Sx, •••, fij, betrachtet, die von Null verschiedene GroBe (— ••-, e^) 
ale Funktionaldeterminante besitzen, also dutch keine Eelation verkntpft sind, und daB 
jodo L()sung der Differentialgleichung (2 ) als Funktion von irgend p unabhangigen parti- 
kuhlren Losungen dargestellt worden kann. Ersetzt man jetzt noch in der Differential- 
gleiclmng (2) die Funktion L dutch den auf der rechten Seite der Gleichung (1.) stehenden 
Ausdruck, so orhalt man schlieBlich zur Bestimmung der Funktion ^(ei, • • ,6,) die 
D iflerontialgloichung : 


(^•) 








Das in der gewonnonen Differentialgleichung vorkommende zweigliednge Aggregat: 




p , 

--S’? 






dfs 


ist eine in T' oinwortigo Funktion der komplexen Veranderlichen g, die, wie unmittel- 
bar zu sehmi, in je zwei ontsprochondon runkten(^+, eines Schnittes «„ oder (’’= 1 , 2 . .jo 
donsidbon Wort bositzt, die aber auch, da 


Iftngs hy 


IT. 


11; 


+ 


A 

-p dz ’ 


W--2S+ 





dz ’ 


ist, und die hierboi in runde Klammern eingeschlossene Summe nach (3.) den Wert 
hat, in je zwei entsprechendcn Punkten eines Schnittes b, (.= 1 , 2 . • , 1 -) donselben 

Wort, bositzt. Die Funktion $t(«) ist also eine -d-Funktion. Beachtet man dann noch, 
daB fftr den Punkt ,p) das orsto Glied des Aggregate 8l(«) unendlich wird 

wie yJ-, das zweito Uliod wie - j— » also wegen (3'.) wie tmd 
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dafi daher die Funktion 21[(is) filr den Punkt s = .p) stetig ist, da6 sie dagegen 

das den Punkt (e=i>3, ,»•) — l)-nial enthaltende Punktsystem «!, •, "j®) 

Oder aucb. nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte und das den Punkt 
oo^ (>'= 1 , 2 , , 3 ) (i^ + l)-mal enthaltende Punktsystem oo^, -, 00 ^', • , oo^, •••, oo^ als Be- 

standteil des Systems der O^^Punkte hesitzt, so erkennt man (s. Seite 171)? dafi 2t(^) eine 

Funktion ^ ist, und dafi daher erne Gleichung von der Form: 

a=l 


besteht, bei der die K„, ®=i,2. .p, von z freie, also nur von Ci, • •, abhangige GroBen 
bezeichnen. Aus dieser Gleichung geht, wenn man 8t(^) durch seinen Ausdruck ersetzt, 
die Gleichung: 


(5.) 



du’ 

77 --^ dz 
(; = 1 


hervor, und die Subtraktion dieser letzteren Gleichung von der Gleichung (4) liefert 
<lg.Ti-n die nut der Differentialgleichimg (4.) aquivalente Differentialgleichung. 


( 6 .) 


<f=P fq^P 

2 [20 

0 = 1 \& = 1 


(<r) 

Q 


— + k\ 
7 


dz 


=0. 


GenQgt aber erne Funktion Cp) dieser Differentialgleichung, so genugt sie, 

da die p Funktionen < 3 = 1 , 2 . ,p, hnearunabhangig sind, auch dem Systeme der 
jp Differentialgleichungen: 

+ -1.V -p 

9=1 ^*9 

Oder dem damit aquivalenten, durch Auflosung nach den GroBen >= 1 , 2 , ,p, unter 
Beachtung der Kelationen (3'.) entstehenden, Systeme der p Differentialgleichungen: 


( 7 ) 


^ ds ^ 
0=1 


r=:l,2, 


wie umgekehrt. 

Damit 1 st bewiesen, daB die Forderung, die in (1.) vorkommendo GrOBe Sp) 

in der zu Anfang angegebenen Weise zu bestimmon, sich mit der Forderung deckt, das 
System der j? Differentialgleichungen (7.), bei dem Ai, Aj, •••, Ap, die durch die Gleichung (.5.) 
vollstkndig bestimmten Funktionen von Sx, • • •, «p bezeichnen, zu integrieren. 

Es soil jetzt gezeigt werden, daB eine Funktion •••, «p) existiert, welcho 

dem Systeme der p Differentialgleichungen (7.) genOgt. Zu dem Ende hat man die 
rechte Seite der unter (7.) stehenden Gleichung in eine andiTO Form zu bringon. 
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Man lasse in der Gleichung (5) ^ gegen konvergieren und gehe zur Grenze 
uber. Es ergibt sich so, unter Berdcksichtigung von (3'.), fur den auf der recbten Seite 
von (7.) stehenden Ansdruck die Gleicbung: 


0=1 ^, = 1 1 


+ bm(p 



wobei dor am Sumraonzeicben stebende Akzent andeuten soli, da6 bei der Summation 
fi'lr don Index (> der Wert v auszuscbliefien ist. Beacbtet man dann, dab fur das Gebiet 

des Bunktes e,, die Entwicklung ^ ^ — e,) + •? a,lso aucb die Entwicklung: 


0 -- W -,3 

V M zHii. 
dz 

0 = 1 


0 =jp 




bestoht, imd dab 


0 . P 




0 - I 


dsl 


.. ,t,), lim(p|;’|(j-6,))-l 


'ikIi, ho (U'koimt man zunJichst, dab man der Gleicbung (7.) aucb die Form: 


(«) 


id. 


('• K 

. V72 
fTi ‘ 


+ lini (pi 


= ...M 


+ f 




g(d)(m kaun. Dor hior auf dor vocbten Seite stebende Limes deckt sich aber nout dem 
Wei’te, welcbeii die in Art. H des vierten Abschmttes (s. Seite 119, 123, 132) defimerte, 
zu der ebendort duroh die Gleicbung: 


(9.) 




/'■w ■ 


•i)f 


H-.S'O 

x- 1 




0=p 




OK-l 


darg(!Ht(illtori Funktion F(g) als Derivierte gehOrige Funktion f{z) filr ^ = 6„ besitzt. Er- 
Hotzt man tlcunentHprochond auf der reebton Seite der Gleicbung (8.) diesen Limes durch 

^<0 orhftlt man scblieblich das mit dem Systeme (7.) aquivalente System: 

fl 


fio.) 


f)/l 




r = l,2, 


und erkennt dann sofort, dab die allgemeinsto dem Systeme der jpDifferontialgleichungen (7) 
gontlgondo Funktion J durch die Oloiohung; 


(IL) 


-/(fi, 




V i 

V 


V ' P 

2' P 


ret 


V^rp 


bei der a' eiu<' von * 1 , • • unabbtogigo GrObe bezeiebnet, dargestellt wird. 
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Den so fur A{s^, •, ej erhaltenen Ausdruck fahre man nun, nachdem man F(e„) 
durch den ihm auf Grand der Gleichung (9.) entsprechenden Ausdruck ersetzt kat, m die 

die Funktion L 
die Funktion L 


(12.) 


definierende Gleichung (1) ein. Man erhalt dann schlieBlich filr 
die Gleichung; 

. ’’S’?— - 


Q = p v=:pg=r ^ v=px = g 


v=p—l g=p 


+ ln^(ei, • fip) + ^ ^ f + 24 ^(g,+ !)<' + c, 


r=l g~v+l 

bei der c eine von ji, Si, Sj, freie Konstante bezeichnet. 


a=pv=p 
= l Vssl 


4. 

Man definiere jetzt mit Hilfe der soeben gewonnenen Funktion L eine neue 
Funktion G der + 1 Grofien 0 , s^, •••,«,, mdem man 


(18) 

Oder, was dasselbe. 


G 


= e 


‘j* 


(/ 




, ■ {G 

“1 

9, 


)'■- (9 


9 

«r 

yr-l 

*1 

= 

1 ^ 

0 Mi- 

h 


*P 

h 



/ 

z 


looi 

9 

00 , 

*1- 

)■■ ■' (® 

CO 

h 

9 

00 

3 

*3- 

y,+i 



du[p 

de^ ds^ 

dtji 


du"/ 

d 8^ d 8^ 

dtp 

dul^ dvfjf- 

du’,p 

dfi (18^ 

IT' 


9 


9 

% 

xfi) 

X 


x0 


^p^i 


• C 


a V V V 

si’ i(ii« 

<; t r 1 


1 1)!/:" 


9 


setzt, wobei 9 die in Art. 2 des fiinften Abschnittes definierte, dor Relation 9 

genhgende, Funktion ist, und lasse alsdann die den Punkten e^, •••, zu Anfang dos 
vorhergehenden Artikels auferlegte Bedingung fallen, betrachto also jeden diostsr Punkto, 
ebenso wie 0 , als einen m T' frei beweglichen Punkt 

Als Funktion des Punktes 0 hat nun G die folgendon Kigenschafton. G ist eino 



Erzeugung der Eiemanu’sclien TLetafiinktion 


263 


in T' allenthalben einwerfcige und stetige Funktion der komplexen Ver^nderlichen s, 
die in dem Falle «p) die p Punkte 6i, •••, Sp als 0^-Punkte besitzt, in 

dein Palle 9tjij(ei, • •, dagegen in der ganzen Placbe T' den Wert Null hat, und 

deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten z~ der Begrenzung von T in der 
Weise verkntlpft sind, dafi 


(«•) 


langs a, { G 
langs \\^G 








2 4^- 

i>=l 


r = l,2, jp, 


ist. 


langs c,[G 



7 


Als Funktion dcs Punktes ( 0 = 1 , 2 , ,i>) dagegen hat G die folgenden Eigenschaften. 

isi (Hiio in T' allenthalben einwertige und stetige Funktion der komplexen Verander- 

licliOTi f„, die in dcin Falle, wo Sliiife,***, ••,6^)=^) — 1 1 st und auch nach 

1m 

Aul’hobung der Schnitte a,b,c, mit keinem dieser Punkte •, 6„_i, £„+i, zu- 
sammoulh/llt, den Punkt z und die p — 1 Punkte des zu Ci, •••, e„_i, gehOrigen 

Kostpunktsystoms einer Funktion || als 0^ -Punkte besitzt, in jedem anderen Palle da- 

g(‘gon in dor ganzen Flache T' den Wert Null hat, und deren Werte in je zwei ent- 
8pro(;h(mdon Punktc^n cj, dor Begrenzung von T in der Weise verknilpffc sind, daB 


langs «,,{ G 
(H„.) lang8 6„[6' 


1 ^(i ! ’ 


=« 0 

h 

^> + 1 

1’ 



0 



0 



fP « \ 


^(f 1 ®<y f 1 ’ 


-6' 



■ * 1 

“ple 

V 

^ f-i 

-“/-z 

7 

0 



0 




langs Cp{6' 


' * t ®(S f 1 “ “ tom fr 

0 ^ 0 


r=l,2, fPf 


ist. Fill- die Ableitung der zweiteii unter (S^.) 
dio Form: 



1 ^0 1 I * 

S 



1 Pl ‘ 

0 


stehenden Eelation, der man auch 

V -M 

el f (T+i / 


goben kann, ist dio iin viorten Abschnitt am Schlusse des Art. 8 aulgestellte Qleichung 
zu benutzon. 

Man vorstoho jotzt unter «t, • ■ jp beliebig gewahlte Punkte der Flache T, verbinde 
dioso .Punkte dutch p Kurvon k\, • • •, welche die Schnitte 0 , b, c beliebig oft schneiden 
dtlrfen, mit den in Art. 1 angonommenen Punkten beziehungsweise und be- 
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zeichne mit irgend p diesen Kurven beziehungsweise angehorige Punkfce. Mit 

Hilfe der fur a = 1, 2, • • , p geltenden Gleichungen (S„ ) laBt sich dann die durch. die 
GHeicliung (14) zunaclist nur fur die Flache T' definierte Funktion G bei festgehaltenem g 
als Funktion der komplexen Yeranderlichen fij,---, £p von der Stelle bis zur 

Stelle ,£') den Kurven h[, • , A;' entlang fortsetzen. In dem speziellen Falle, wo 
die Kurven A\, • • •, A), vollstandig in der Flacke T' verlaufen oder nur irgendwelche der 
Schnitte c schneiden, ist der durch diese analytische Fortsetzung fur die Stelle («(, •, e') 
sich ergebende Wert mit G ^ identisch. Uberschreitet dagegen der Punkt ,p) 

bei seiner Bewegung auf der Kurve h'a von x^ bis den Schnitt a, mff,-nial von der 
negativen auf die positive Seite und nto^-mal von der positiven auf die negative Seite, 
den Schnitt Tt<,»-mal von der negativen auf die positive Seite und no»-niai von der 
positiven auf die negative Seite, sodaB also, nach der in Art 1 aufgestellten Defimtion, 
der Kurve kg in bezug auf den Schnitt a, die charaktenstische Zahl m^,,— in bezug 
auf den Schnitt die charakteristische Zahl — zukommt, so erhalt man auf 
Grund der Gleichungen (S„), nachdem man noch zur Abkurzung 


^ - mg,) =-K, 2 («ar - K „) = g, 

C=1 

gesetzt hat, bei analytischer Fortsetzung der Funktion G langs der Kurven k[, 
die Stelle (s[, • • , e,) den Wert: 

I f-p jj \ p-p i^'-p 

(15.) G{1^ lj\ 0 " ^ ^ ^ 


,k' fdr 


Das Symbol soil die Charakteristik des Kurvensy stems J>\, ■ , k), genannt werden. 

Zu jedem Kurvensysteme k[, • , /' gehort nur eine Charakteristik, wahrend umgekoliit 

ein vorgegebenes Symbol {^‘ unbegrenzt vielen Kurvensy stemen als Cliarakte- 
ristik zukommt. Auf Grund der Gleichung (15) erkemit man, daC die W(u*te 

^Ihl hp] 0 '"I’ ^{h,+}\ . hit hi) I*' /'i' ™ii man die Finik- 

tion G von der Stelle {x^, , x^) bis ziir Stelle {c[, ■ e),) das cine Mai langs omes 

Kurvensystems mit der Charakteristik [Jj ' y, das andere Mai langs einos Kurvoti- 

systems mit der Charakteristik fortsotzt, durch die Gleichung: 

I'lfi'i rsfSi+Oi-- fl'ji + fl'jjl Ui — 41 

W 7», + 4/| * s I 

i« '7* / , (» -P / iU' /7 \ f4rtp fi' tp 

“ jt! V ^ JS I ffft ifu* 

^ \ ^ ii y,i J (A i i 


verkntlpft sind. 
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Die Funktion G Grrund der Gleichungen (2.), (13.) fur je + l 

von a, oo verschiedene, der Bedingung •,Sp) + 0 genugende Punkte e, s^, • , 

die Differentialgleichung: 




^=1 \(j = l 


dz Ids. 


oder, was dasselbe, die Differentialgleichung: 


da da _ da 

dz 3s, dip 

__ du\ du‘^ dul^ 

(17.) ^ dz ds, ds7 =0, 

du% dUpP 

ds ds^ * ’ dsjp 

b(M dor J - ist. Diese Gleichung soli jetzt in eine andere Form ge- 

bracht wiirdou. 

Man vorstebo untor «(', el, •••, e), irgend jp + 1 nur der Bedingung 9f|:M| (el, ••, 

bl 

uutcrworfono Punkto dor Plilche T' und nehme, der einfacheren Darstellung wegen, an, 
dad (las PunktHystorn rl,---,f;l, nur cine Gruppe zusaminenfallender Punkte enthalt und 
daU zudcnn dioso (jlru])|)0 durcli die Punkte el, • • •, el (i<»sp) gebildet wird. Fftr erne 
g(wiKHo Umgobung dor I’unkto z, el, •••,61, gilt dann die Entwicklung: 

jwsBdo m^woo Wj,*»oci 

--S' 

mteO Wj^s-O 

boi dor dio Kotd’fizionton e nur von don Punkten /, el, •••,el abhangen, l^ = z — z' oder 

X . JL 

t' (z- a)" od(ir (Uidlich ^ ' lat, je nachdem / ein gewbhnlicher Punkt der Flache T' 

odor oil! Punkt cc mit dor Ordnungazahl v — 1 oder ein Punkt oo mit der Ordnungs- 
zahl t - \ ist, und allgoinoin Zf^ (/“-i-s.' .j-) die auf Seite 250 fdr omen beliebigen Punkt 

doliiiioi,*to (h'bfio ist. Da dio Funktion 0 *‘1,’*^ ftlr jede Permutation Vi, ■ ■ > »V der 
Zablou 1, 2, ••*, p dor Gloichmig (J ®''* ^'*’' 1 ’ -- G gentlgt, so kann man in die soeben 

for aurgostollte Entwicklung an Stello der den Punkten el, •••, el entsprechen- 

if 

d(jn, GrO0en #„•••,<■, dio in Art. 2 durcb die Gleichungen (T.) definierten OroBen h, 
oinffthron, und man orhttlt nuf dioso Woiso eino Oloichung von der Form: 

t* R, U. 
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G 


m — oo ??ii=soo 
Tn = 0 »ii = 0 





"P 


) 


bei der die Koeffizienten e nur von den Punkten /, e[, ,Sj, abbangen. Beachtet man 
nnn, da6 auf Gmnd dieser Gleichung 

de dt dz ’ 


(> = 1,2, (> = j+l,s + 2, ,p, 

ist, daB entsprecbend, wenn man 

K' + *^? + + 

setzt nnd die GroBe w^, wie es sebon in Art 2 gescbeben ist, als Funktion von 
hi • • ’j hi ^s+ii betracbtet, ffir <; = 1, 2, • • ,jp die Gleicbungen: 


d0 


dul 

dt dz’ 


duj 3^0, / dZf 


dui^ duj dz. 


ds,, 


dz^ ds^’ 


^ = 1,2, ()=*i+l,« + 2, ,Pf 

besteben, und fobrt die so gewonnenen Ausdrucke in die Gleichung (17.) em, so gebt 

/7 

diese Gleicbung, nacb Unterdrtickung des von Null verscbiedenen Faktors -jj, Uber in die 
Gleicbung: 


j_ 

J 


8G 

dG 

dG dG 

dG 

di 

dti 

K 


du\ 



dv^p 

dS 

dt^ 

dt, 

dZp 

dul 

dw„ 

dwp 

dupi' 

dt 

dti 


dZp 

+v 

-L 1 

duf/ 

(lz„ 

ist. 



= 0, 


bei der 

Nacbdem so die Differentialgleicbung (17.) in eino andt'ro Form g(*]jraiChi ist-, 
lasse man die Punkte n, ■ •, Cp sicb den Punkten a', s[, bozi<'ibung8woise unbe- 

grenzt nabern, und beacbte, daB dann jcdo der OroBon hi'"> hi ^»ii» 

Null, die GrOBe ^(^Zl’X .,’f) Orund der Gleicbungen des Art. 2 gegen 

konvergiert. Bezeicbnet man nun nocb die Grenzworte der mit hi ” ’i hi 
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sich stetig andemden Gr6Ben cu=i, 2 , ^ ( 5 =,+i, durch (^) , (|f) , (|^) 

beziehungsweise, so erbalt man aus der vorstehenden Gleicbung die Gleichnng. 

ZGr 


(18.) 


(■ 


n 1^ 


' 8g \ 

A 


dG 

dt. 


8g \ 

/o 


0 + 

_ / du\ \ / / dull 

\^^t)o\'^^s + l)o W*i) 


du‘ 

dt 


/ du^ _ _ / / ditp’+A / dWpg 

7o\<^«i/o ‘ ' V «*«*! AU^.+i/o U«j,. 


= 0 , 


boi (lor Jo dio Dciei-minante ' (^^)o wegen 

-1^1 • '} Cj,) -^P von Null vorscbieden ist — Die erhaltene Gleichung gilt aucb nocb fur 

(l('n Fall s=^-l, odor was dasselbe, fur den Fall, daB die Punkte fi'i, samtlich von- 
(Miiandor vorscliiodon sind; ist dann mit identiscb und an Stelle von tritt 

Dio gowonnono Gleichung (18.) enthalt die Gleichung (17.) als speziellen Fall. 
Rind nriiiilich die Punkte s\,---,Sp silmtlich voneinander verschieden und befindet sich 
zndoin untor don J’unkton z', e'^, • • , keiner der Punkte a, oo, so ist C = ^f — 

~ '('A und die Gleichung (18) goht, wonn man noch bei den GroBen 

e'l, dio Akzoute iintordnlckt, liber in die Gleichung (17.). 

RchlioBlicli nuigo uoch boniorht worden, daB die Gleichung (17.) und daher auch 
(lie aus ihr abgideiiioto Oloichnng (18.) in Kraft bloibt, wenn man dann unter G den 


durch (lie Gleichung (15.) dofinierton Ausdruck G ^ 


ip 


versteht 


5 . 


Die im vorhorgohoudon Artikol fllr irgend einen Punkt s der Flache T und p 
in der Flilcho T frei boweglicho Punkte definierte Funktion G der GrbBon 

soil joizt auf (Irund dor Gloichung: 



bei dor Xi, die in Art. 2 oharaktorisiorton, der Bedingung 9i|i|(5«i, • ••, x,) -i? 

gentlgenden I’unkto dor Flacho T' sind, als Funktion der j? + l Yerandorlichen z,Wi,- Wj, 
botrachtot w<*r<3ion, und os inbge domontsprechend 
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(19.) G = E{s, Wy, , 

gesetzt werden 

Mit safe der in Art. 2 gewonnenen Resultate laBt sicli zunachst das Verhalten 
von E als Funktion der Veranderlichen in dem durch die Gleichung 

unter Hinzunahme der Bedingung 3(l|ij(ei, • • «,) ==1? definierten, schon fruher mit W-W 

bezeichneten Bereiche feststellen. Bei dieser Untersuchung wird man zweckmaBig von 
dem dnrchi die Gleichung. 


((}'.) 


/i=p H=f > K=p 

/fe|- -12 +2 ldUj, = Wj,, 

Us=l ft = 1 I = 1 — 

y fju 




unter Hinzunahme der Bedingung • • •, Cp) =i> definierten, einen Teil des Be- 

Ul 

reiches TF— TT bildenden Bereiche [W —W] ausgehen. Man erkennt unmittelbar, daB 
fur emen beliebigen Punkt [w) dieses Bereiches {TF-TF} der Wert der Funktion E 


durch die Gleichung: 

(20.) E{0, w^, • •, ■M'p) = ^ 

geliefert wird, wenn (ci, • •, e,) die dem Punkte (w) entsprechende Ldsung der Glei- 
chung (G'.) bezeichnet. Beachtet man dann, dafi der auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung stehende Ausdruck in bezug auf die GroBen «],••*, eine Funktion S{e^,' ,e^ 
von der in Art. 2 charakterisierten Art ist, so erkennt man weiter, daB E{8, w^,- , 
in dem Bereiche [W—W] eine allenthalben einwertige und stetige Funktion der koin- 

plexen Yeranderlichen Wj,, • , Wp ist und daB die Derivierte ^ ,p) fur den Punkt (w) 

des Bereiches { TF- W } dargestellt wird durch die der SchluBformel des Art. 2 ont- 


sprechende Formel: 


/ dM? \ / \ \ 

\ /o V dzl 4 V<^.hiA ' ’ \ dip /o 




( ] (dj^\ ... / du’/ \ 

\ di^i Jq \ dZp J Q 
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bei der zur Abkurzimg G an Stelle von G ^ steht unci im tlbrigen, der einfacheren 

Darstellung wegen, wieder angenommen ist, daJB die dem Punkte entsprechende 
Losung , e',) der Gleichung (G'.) nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte ent- 

halt und daK zudem diese Gruppe durch die Punkte s[, ■ , e' gebildet wird. 

Man gehe jetzt zu dem durch die Gleichung (G) unter Hmzunahme der Be- 
dmgung 9tji|(ci, defimerten, den Bereich {W~W} als Teil enthaltenden Be- 

rcich W—W liber, nehme also an, da6 die in der Gleichung (G.) vorkommenden Inte- 
grationswcge die Begrenzung der Pl^che T' uberschreiten durfen. Geht man dann 
m W—W von dem dem Bereich [W—W] angehorigen durch die Gleichung: 

^ I I ^ 1 • I 

jH- I ILl = l 

dolinierliou I’unkt auf irgond cinom Wege 3B zu einem anderen Punkt (w) des 
IJoreichs W - W, bozeichnet daa diosein Punlrt (ip) auf Grund der Gleichung (G) ent- 
Hpvocbondo, von dom Wege 5B vollig unabhimgige Punktsystem mit Cj,-- ,6^,, versteht 
imtor //,,•• ,< 7 ^,, //,,•••, /ij, die durch die Gleichungen. 


/( - p (W 1> (f r rj) 

(( S .) 2' //.•«! V - Krti 

n, l ffl’Jl 1 

Xu 


\(2K" + 


utsi u\ r=i 



oindeuiiig bostlmmten ganzen Zahlen und setzt die Punktion E auf irgend einem inner- 
lialb W W von bis (iv) vorlaufonden Wege im Anschlufi an die entsprechende, 
in Arf;. 4 a,nal‘flhrlic]i bohaudoltc, Portsctzung der Punktion 0 analytisch fort, so erh^lt 
man den Wort dor Punktion A' ftlr don Punkt (w) dargestellt durch die Gleichung- 



Boacbiot man dann, daB dor auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende, durch 
die (Jlcichung (15) doH Ail 4 bostimmto Ausdruck in bezug auf die QroBen Si,---, e, eine 
Punktion *S'(e,, • • •, «j,) von dor hi Ail 2 charaktonsiertoii Art ist, so erkennt man, daB 
JiJ( 0 , 'H\, in doin Boroiche W- W eino einwortige und bei endlichen w^, ■ 

auoh stotigo Punktion ilor koinploxon Vorftnderlichen w^, • • •, ist und daB die Deri- 

1 , far irgond cinon dem Bereiche W-W angehOngen Punkt (w'), dem 

auf (hnmd dor lotzton Gleichung (G.) das Punktsystem sj, •••, Cp und die ganzen Zahlen 
f/u /'i, ontsprochon mOgen, durch die Gleichung (21.) dargestellt wird, 

wonn man darin untor 0 don Ausdruck G' |*‘ versteht und im tlbrigen, 
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der einfacheren Darstellung wegen, auch hier wieder aimimmt, daB die dem Punkte{w) 
entsprechende Losung (s[, • • , e^) der G-leichung (Gr) nur eine Gruppe zusanunenfallender 
Punkte enthalt und dafi zudem diese Gruppe durch die Punkte e'l, • •, e' gebildet 

wird DaB die Derivierte sich mit der nach 3 genommenen Denvierte des die rechte 

Seite der Gleichung (22.) bildenden Ausdrucks deckt, leucbtet unmittelbar em. 

Die Gleicbnng (22.) bestimmt zusammen mit der ihr unmittelbar vorangehend^ 
Gleicbung (G.) den Wert der Funktion ,w^ fur jeden dem Bereich W~W 

angeborigen Punkt w^, • , LaBt man, unter /i, • • , g'pi Ky ‘ irgendwelche 

ganze Zahlen verstehend, an Stelle des Punktes w^, • , den ebenfalls dem Bereich 

W —W angehongen Punkt Wi^ — ^ gi^iv — K^^y ‘ ■} ^p~ 2 /iSv — treten, so andert 

r = 1 _ 1 = 1 

sich, wie die letzte Gleichung (G.) zeigt, das auf der rechten Seite der Gleichung (22) 
stehende Punktsystem nicht, dagegen geht fur y= 1,2, ■ ,p g^ ^ gv+gv, 

\ in A + K Tiber, und man erkennt dann, daB infolge der Gleichung (16 ) zwischen der 
Imken Seite der so entstandenen neuen Gleichung und der linken Seite der Gleichung (22 ) 
die Beziehung. 


\ va=l r=l / 




xe 


fl—l f* X 


besteht. 


Die Funktion E[z, w^, •• , genugt fur jeden Punkt /, Wi,j_ •> des aus dor 
Flache T' und dem Bereich W —W bestehenden Gebietes \T', W—W\ der Difforcntial- 
gleichung: 


(24.) 


\ dS 




0 4 ^ 


* ft 



J_ X 

bei der 'C=g~ 0 ' oder l^={g — a)'' oder eudlich ‘ i‘St, je nachdoin s' cm gowOlm- 

licher Punkt der Flache T oder em Punkt a imt dor Ordnnngszahl v — 1 odm- oin 
Punkt oo nut der Ordnnngszahl t — 1 ist Man orhalt dieses Gleichung, wenn man in 
der Gleichung (18.) die auf der linken Soite stehende Deteiminanto nach den Flomenimi 
der ersten Vertikalreihe entwickelt und die fCir (>--l,2, •• , jw geltendo Gleicliung (21.) 
beachtet. Diese Gleichungen beziohon sich zwar nur auf don spezicllen Fall, wo duT deni 
Punkte («c') entsprechende LOsung (el, • , e),) dor Gleichung (G.) nur oiiu) Gtui)pe zn- 
sammenfallender Punkte enthalt und zudem diese Gruppe durch die Punkte^ $[,■>■,$, (i*-*. p) 
gebildet wird. Man erkennt aber ohno MUhe, daB die hoi irgond ein(*r andercni Ihv 
schaflfenheit der in Redo stehendon L()sung ($[, • • •, e') an StolUi dor Gleichungou (18.) und 
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(21.) tretenden Gleichungen, in angegebener Weise verbundeu, stets wieder die Grlei- 
chung (24) liefern. 

Die Eesultate der in diesem Artikel durchgefCibrten Untersucbungen lassen sich 
jetzt in den folgenden Satz zusammenfassen: 

„Die dutch die Gleichung (22.) in VerUndung vmt der Gleichung (Gr) fwr jeden 
Pmilct g, Wi, , tOj, des Gebtetes \T', W—W\ threm Werte nach vollstandtg beshmmte Ftmk- 
tion M{s, ^^?^) ist in diesem Gdnete eine etnwertige und het endhchen • • •, auch 

stetige Funlhon der j?) + 1 hmplexen Vercmdethchen z,Wx,' die in derselhen Aus- 

dchmng der Differeutialglezchung (24.) genugt und bem Ubergang des Systems w^, , in 

cm zu ilm kongrucntes System sich der Gleichung (23) entsprechend andert." 


6 . 

Durcb die Untersucbungen des vorhergebenden Artikels ist das Verhalten der 

Funkiioii F(z, u>^, • • in dem aus dein 2p-diniensionalen Eauine W durcb Aus- 

Hcboidung dor (2j) — 4)-(limensionalon Mannigfaltigkeit W entstebenden Bereicb W—W 

(estgesiiollt. Dio Mannigfaltigkeit W solbst ist durcb die Gleichung (G.) unter Hinzu- 

nabino dor Iledingung 9t|i|(et> • ■ s^,) <jp dofiniert. Fiir jedon Punkt (w) dieser Mannig- 

hl 

(altigkoit W bositzi dio Fuiiktion E{z, • , w^) auf Grand der in Art. 4 aufgefubrten 
KigenHcluiflion dor Kunktion G don Wert Null, und es gelten infolgedessen die fbr den 
IJoroiidi W W aligoloitoten Gloicbungon (22.) und (23.) auch nocb ftir die Mannigfaltig- 
koit W, also tilr jeden Ibnikt d(*s Eauinos W. Ks soil jetzt bewiesen werden, daB die 
im Boroiob IV - W allontbalbon stotigo Funktion II{z, w^, • • •, auch nocb far jeden 
dor Mannigfaltigkeit W angobdngon Punkt ('w?) = (m;) des Eaumes TT stetig ist, oder, was 
dassolbo, <laC dor Ausdruck F{z, Wi + lii,-- •, + h^, bei dem • , h^ irgend welche 

ibron Moduln nach oino iiositivo GroBo K nicht liberscbreitende komplexe GroBen be- 

zoichnon, inii JI gogon Null konvorgiei-t. 

Man <l(‘nko sich in dor Mannigfaltigkeit W irgend einen Punkt (w) fixiert. Das 
ilun ontsproclumdo Woiisystoni sei Zu diesem Wertsysteme gehoren, auf 

Grand dor Doiinition dor Mannigfaltigkeit W, unbogrenzt viele LOsungon (si, • • •, «,) der 
Gleichung (G.). Trgond oino diosor Ldsungon bezeichne man mit (ij, •• , i,); es besteht 
dann dio Gloichung: 

^u'‘^+^ du) 

/uml ' 


und o« ist zugleich 


, fi^) <jp odor, was dasselbo, es existieren unbegrenzt viele 
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Funktionen bei denen das Punktsystem e^, •, in dem Systeme der charakte- 

ristisclien Punkte entkalten ist Man greife eine dieser Funktionen heraus und be- 
zeichne das ihr zukommende System der cbarakteristischen Punkte mit ii, • , s^, r^, • 

Es soli nun zunachst em ausgezeichneter, den Punkt {w) un Innern entbaltender 
Teil des 2 j 5 -dimensionalen Raumes W abgegrenzt werden. Man wahle im Innern der 
Flacke T' i? -t- 1 Punktsysteme • • •, df, ,p+i, von der Art, dafi unter deni9(j9 + l) 
Punkten dieser Systeme weder zusammenfallende noch Punkte a, oo noch aucb Punkte 
des vorber bestimmten Systems • •, i,, vorkommen und da6 zudem fUr 

v = l,2, •••,:?) + 1 9l|ii(4’'\ ist. Infolge dieser Wabl lassen sich im Innern 

der Flache T urn die Punkte :r'> als Mittelpunkte i5(i) +_1), den- 

selben Radius r besitzende, vollstandig getrennt liegende und keinen der Punkte Si, • -,6^, 
-.Tj^-aenthaltendeKreisflachen IfW, abgrenzen. Setzt man alsdann, unter 

veranderlicbe komplexe GroBen verstehend, 


(26) 



(r = l,2, + 


und beacbtet, daB nacb dem auf Seite 250 Bewiesenen fur hmreichend kleme Werto 
der Moduln von - -,11 ^ die Entwicklungen: 


a«-dw = 

1^1 = 00 

• 

TO^ = oo 

■2<‘’ 

• K^, 


Wj. = 0 

np = 0 



«x = oo 

«^ = oo 


11 

1 

= ^ • 


If/ 





besteben, bei denen die Koeffizienten nur von den foston Punkten abbangcm, 
und speziell die f Koeffizienten o> • • •> 4”^^ samtlicb don Wort Null bositzon, ho 
erkennt man, daB sicb eine positive Zabl E' von der Art angobon IfiBt, daB rncbt nur 
in dem ganzen durcb die Bedingungen mod //j ^ dolinioi’tcui (bduoto 
die vorstebenden Entwicklungen gelten, sondern aucb die dadurcb als Fnnktioniui d(ir 
komplexen Veranderlichen hj, dargestellten GroBou die B(‘dingungon 

mod ^ r, ■ • mod ^ r erftillen, oder, was dassolbe, die den GroBeii 

af, entsprecbenden Punkte jn don Krcusflaobon bezi(‘lmngHWoiHO li(!geii. 

Verstebt man jotzt unter Ji eine der Bedingung JI < //' gonagende poHitive 
veranderlicbo GrdBe und bezeiclmot mit Jiji daHjeiiige (bibiot des 2y>"diin(tnHiouaI('n 
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Eaumes W, welches nur die den Bedingungen mod \ - , mod Jip^S genugenden 

Pimkte (w + li) enthalt, so ist damit em den Punkt (w) im Innem enthaltender Teil 
des 2^-dimensionalen Eaumes W bestimmt, dessen samtliche Punkte durch die folgen- 
(len charakteristischen Eigenschaften ausgezeichnet smd. Das irgend einem Punkte 
(ti? + h) entsprechende GroBensystem (h) laBt sich immer und nur auf eine Weise m 
die durch die Gleichung: 


M=P n ' 

du 


(» = 1,2, ,p + l) 


bostimnito Ponii bringon, wobei der Punkt in der Kreisflache liegt, auch der 
von nach fiihrende Integrationsweg, wie durch den Strich am Integralzeichen 
angodoutct som soil, ganz in verlaufb, und zudem die, immer der Bedingung 
')i|i j(4’\ • ■ “jP geniigenden, Punkte sich den Punkten 4”', • • •, be- 

ziehungswols(} unbogronzt niihom, wenn die positive Zahl H und damit auch die GroBen 
Null konvergieron. 

Das irgond einoiu Punkte (w + li) des Qebietes entsprechende Wertsystem 
Wi -I- /*i I • ■ • I 'tOp + hp li'lBt sich nach Art. 1 immer in der durch die Gleichung: 


( fisip fi^p Af* 

d 

Xf ss I iisrl fJ 


boHtinmdi(^ii Ponn darstollon und zwar nur auf eine Weise Oder auf unbegrenzt viele 
Weison, je nachdcin boi oinor solchoii Darstellung 9l|ij(8x, •••, oder 91|i|(ei, •• ,S;,)<jp 

Isi.. Durch die (Jb'iclumg (29.) wird also dor Totalitat der Punkte (w? + /t) des Gebietes 
It,, (rmo init Ejj, zu bezoichnendo Totalitat von Puiiktsystemen Cj,, • • zugeordnet. 
Nituiut di(^ v(‘randerhcho positive QrOBo IT ab, so treten zugleich Punktsystemo Ci, • • •, 
aus d(ir I’otaliiat E^, aus. 

Zu jodom in T liegondou System von p Punkten oxistiert unter den jp + 1 zu 
Anfang konstriPuu’tou KroisfUlchensystomen Ki^\ *'“!.»> -.p+i, ivenigstens eines, 

wtilchoH koinon diesor Punkte enthalt. Es lasson sich daher die samtlichen in ent- 
haltoneu Punktsystomo «!,•••, «p dorart iui? + l Qruppen E|f\ • .p+i, ordnen, daB 
die Gnij)])(^ Ej]'^ ausschlioBlich Puuktsysteme fix, 8^, enthalt, welche auBerhalb des 
KrcilHflac.lunwystemH A'W lU'gen, und es ist damit die Untersuchung der in 

enihaltenen Ihmktsystome s, auf die Untersuchung der in der Gruppe E^) ent- 

haltenen Punktsystemo zurftckgoftlhrt. 



274 


Siebenter Absehnitt 


Man elimimere nun, unter v eine ZaM aus der Reihe + l verstehend, 

aus den Gleichungen (25), (28.), (29) die GroBen w, h und bringe die so entstehende 
Gleichung in die Form: 


(30.) 



Da diese Gleichung die Kongruenz: 


(31.) 


ILl = l / ViSsl 



nach sich zieht, so existiert nach Fruherem znr Flache T eine Funktion A[g), welche 
fur den Fall, da6 die beiden Punktsysteme ii, • •, ip, 4”^, • • •, df und «i, • • •, fip, 4’^ ‘ • > 4"’ 
keinen Puukt gemeinsam haben, das erste Punktsystem als System der oo^-Punkte, das 
zweite als System der 0^-Punkte besitzt, welche dagegen far den Fall, daB die beiden 
Punktsysteme einen Teil gemeinsam haben, das von dem ersten Punktsysteme nach 
Entfernung des gememsamen Teils tlbrigbleibende Punktsystem als System der oo^-Punkte, 
das von dem zweiten Punktsysteme nach Entfernung des gemeinsamen Teils abrig- 
bleibende Punktsystem als System der O^'-Punkte besitzt. Diese, bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmte, Funktion A{£) kann man nach dem in Art. 9 des fiinften Abschnitts 
erhaltenen Eesultate unter Verwendung der zu Anfang dieses Artikels gewahlten, das 
Punktsystem i^, • • •, Ip, r^, • •, ijp _2 als System der charakteristischen Punkte besitzenden 

Funktion ^ durch erne Gleichung von der Form: 


(32.) 


At(.) = 


2K 


dP 

0 

4*' 

0 

6 

h 


-L c 

1 ^ = 1 


(1% 

dz 


darstellen, bei der Si, ■ • , Sp, Ci, • • , Cp von 0 unabhangigo, dor Bodingung S,. 0 

/, 1 

unterworfene GroBen bezeichnen. Die Konstanten Sj, • , Sp, Ci, • •, Cp .sind in dom 
Falle, wo das Punktsystem rju ■ *, 7/p_a, €,,•••, fip koine zusammenfallondon Punkto oiit- 
halt, durch die 3jp — 1 Gleichungen: 


(33.) 

/twl 



+ 


2'c. 

p."tL 



0, 


1 i,a,- ,p », 




verkmlpft, wobei jedoch zu beachten ist, daB fur <; = 1, 2, ■ ,p an Stelle der a*®" Gleichung 
des Systems (34) die Gleicbung So = 0 tntt, wenn der Punkt mit dem Punkt 
zusammenfallt. Befinden sich dagegen in dem Punktsystem Sj., •••, Gruppen 

znsaminenlall(md(',r Puiikte, kommt also etwa ein Punkt | s-mal vor, so treten in den 
G leichungensystemen (33,), (35.) an Stelle der s dieser Gruppe entsprechenden Gleichungen 
die 6‘ Gloichungou: 


/i=p 


■d<’P 
0 2 


0 /t = l 


Jo 


und os sollon zngloich., wenn der Punkt | s'-mal (o §»'<») un Punktsystem Ci, •••, vor- 
kommt, die don Wertcn n -= 1, 2, • •, s' entsprechenden Gleichungen dem Systeme (35.), 
dio ilbrigon s — s' dem Systeme (33 ) zugeteilt werden. Welche Form aber auch un 
oiiizolnon Fallo (bo 2jy - 1 Gleichungen (33.) und (35) haben mogen, sie sind wegen 
i)i|ij(4’), •••,«);')) --jij immov linear unabhangig und bestimmen daher, dem vorher Be- 

morkton oniisproclumd, dio 2jp Koiistanten S, c bis auf emeu konstanten Faktor. Um 
(li(iSO Konsijaidiim vollstandig zu iKistimmon, sollen sie, nachdem man sie mit Hilfe 
ihnn- Moduln il, c in dio Form 2^, -- 5^,6''’'“, -= (^ e’'"'*’ gesetzt hat, schlieBlich noch den 

Bodinguiigon: 

(3(;.) (mod27i) 

uniiorworfon wordon. 

I)i<i Moduln 2 den* GrbBoii 2 k<}ni)on durch Yorkleineruug dor positiven GroBe 11 
HO kloin gonuK'hii wordon, wio man will. Um dieses einzusehon, heachte man zunachst, 
daB for dio in dor Gloichung dos Systems (34.) vorkommenden Derivierten von P 
dio Kntwicklungon: 

+«?; +<i «-<»?')+<! 

eSrio + - 4") + ««■(< - + • 

85 '* 
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gelten, wobei die Koeffizienten e^^'l nur von der GroBe Af, die Koeffizienten nur 
von den GroBen abbangen, und daB daber, wenn gegen df konvergiert, der 

die linke Seite der genannten Gleicbung bildende Ansdruck: 


/1=J9 
^ = 1 


dP 

dp 

0 

ap 


da^P 


fi=p 

fi=:l 


dap 


bei dem wegen ^ ^ = 2^) kemer der Koeffizienten S, c seinem Modul nacb die 

(U = 1 = 1 

Zahl 2jp uberscbreiten kann, unendlicb werden wbrde wie — J jw > ^Iso mcbt den 

Wert Null bebalten konnte, wenn nicbt die GroBe zugleich mit gegen Null 

konvergieren wurde. Beacbtet man nun noch, daB man durcb Verkleinerung der posi- 
tiven GroBe E die GroBen li^, , \ nud damit aucb, den Gleichungen (27.) zufolge, die 
p GroBen mod , s=i. 2 . >p, so klem machen kann, wie man will, so erkennt 

man scblieBlich, daB man nacb Yorgabe einer beliebig klemen positiven Zabl d dio 
GroBe E stets so klem nebmen kann, daB die Moduln • •, Sj, fur alle in Betracbt 
kommenden Wertsysteme \ unter d liegen. 

Nacb diesen Yorbereitungen soil jetzt das Yerbalten des auf der rechten Seito 
der Gleicbung (14) stebenden Ausdrucks; 


dul^ du[^ 

ds^ ds^ dSp 

dul^ du\^ dul^ 

dhj^ dbjj dip 


(37.) «(«., 



du^,^ dup^ 

dh^ di^ dip 


f) 

n 



G 

h 



^8 




>' 

■G 

i^ 

»8 

G 


■ 



I 


fUr die der Gruppo angebOrigon Punktsystemo r,,---, untorsucht wordini. Ks 
ompfieblt sicb, dieso Untcrsuchung zunilchst fiU- diojeiiigen der (Jruppo E5;> angeborigen 
Punktsystemo • • •, durcbzufflbrou, welcho wedtn’ I’unkte a, ou noch ziiHmnmen- 
fallende Punkte entbalton. Zu dem Kndo boacbto man, cbiB man fflr jodes dioHctr unbe- 
grenzt vielen Puuktsysteme ei,---, dem GleichuiigoiiMystem (.‘55.) die Gesiali; 



Erzeugimg der Kiemarm’sclieii ThetafunMion 


277 


(35'.) 


fi=!P dp 






+ 2 

^£ = 1 


“ST" 


= 0 , 


gebGn kann, daB hieraus dio fur ;c = l, 2, * gGltonde Grleichuug. 


dul^ dul^ 

dh ds^ ~d£p 


(38.) 


di'L 


C, 


dujf- 

dh 




du^T, dulLi 

dsj^ ds2 ds^ 


22 


dP 


dP 


dP 


0 

*1 

0 

h 

0 

£p 


dsi dsj d?p 



du%i 

dv>%^ 

dty 

dfj 

d^. 

dUy’- 


dul” 

d*i 


dB^ 


? = li2, ,p, 


(olgt iiud daft durcli passendo Yerbindang der Gleicliungen (37.), (38.) die Gleichung: 


dwi*- dul^ 

dfi ds^ 



d^y) 

> 

0 


d 

8l 






ds^ 


(311.) c, «(»,,...,«,) 



(0 


•0 


1 

[^0 

CC 

. 0 

«r 



(0 


• -01 

OPi 

6 

1 

)V‘ , 

(®i 

1 

. 0 

“j 


^'2+1 


(X Ji*. ll') 


dwp- dup" 

dsi ^ 


'0 


0 

fil 

- 0 

*p 

1 

X 0 

^2 

. 0 

*!> 


X 


X 0 



entHtehi). Dio auf dor rechten Soito dieser Gloichung als Faktor von stehende, mit 
"'i <>) bezoichnondo, Funkiion der komplexon Veranderlicben c^, • ••, Sp wird bei 
vdlllg fr<ji in T bowogli(;h(}n I’unkton e^, • • •, Sp nur dann unendlicb, wenn irgend welche 
dor Punkto «i, • "# sich dom fosttm l^unkte Af unbegrenzt nahem, und sie hat daher far 
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jedes der hier in Betracht konunenden Punfctsysteme Si, • , Sp, die, als der Grruppe E^r 
angehong, samtlich. auBerlialb der niit dena festen Radius t um den Punkt abge- 
grenzten Kreisflacbe liegen, einen endlicben Wert. Dementsprecbend lafit sicb eine 
positive Zabl von der Art angeben, dafi fur jedes dieser Punktsysteme Si, • *, Sp 
die Beziebung mod • • •, sj < (^<= 1 . 2 . .f) besteht, und die Gleicbung (39.) liefert 

dann fur mod Q{si, • , e^,) die ffir « = 1, 2, geltende Beziebung. 

(40 ) c, mod Q{s^, • •, C,, j . 

Durcb Addition der p aus dieser fur z = 1, 2, • • , p bervorgebenden Ungleicbungen erbalt 
m an endlich unter Benutzung der Gleicbung = 2^—^ 2, die Beziebung: 

y=:l 

(41.) (2p - j mod Q{su-- >Sp)< S,,) ^ ^ . 

Beacbtet man nun, dafi naeb vorber Bewiesenem durcb Verldemerung von II die 
GroBen S so klem gemacbt werden konnen, wie man will, so erkennt man aus der 
zuletzt gewonnenen Beziebung, dafi der Wert von Q(8i, • •, Bp) zugleicb mit H fflr alle 
der Gruppe Eg* angeborigen Punktsysteme «i, • • , e^, der charakterisieiten Art gleich- 
maBig gegen Null konvergiert. 

Die nocb ubrigen der Gruppe angeborigen Punktsysteme £ 1 , • •, tp unter- 
scbeiden sicb von den eben betracbteten dadurcb, dafi sie Punkte a, 00 oder zusammon- 
fallende Punkte entbalten Zu einer und derselben Art mogen diejemgen dieser Piinkt- 
systeme gerechnet werden, welcbe das den Punkt ((>= 1 , 2 . ,>) »^-mal und den Puiiki. 
c»^ (•'= 1 , 2 , , 3 ) n„-mal entbaltende Punktsystem a^, •••,«!,• • , a^, ’• •, a,, oo^, ■ • •, ooj, • 
ooj, • •, ooj als Bestandteil besitzen und bei denen der nocb iibrige, keiiien dor Punkte a, 00 
mebr entbaltende. Toil aus t Gruppen zusammenfallender Punkte mit den HiluKgkeitH- 
zablen Sj , • , £« beziebungsweise bestebt. Daboi ist danu + • • f w, -|- % + • • -I 11 ,, 

Die Zahlen m,n konnen aucb samtlich den Wert 0, die Zablcn s 

samtlicb den Wert 1 baben, ausgescblossen ist nur das, die scbon vorber botrachtete 
Art von Punktsystemen £ 1 , ■ •, £,, charakterisierende, Wortsystem % -0, 0, 

•••, Si-=1, ••, £^==1. DaB die Anzahl der so unterscbiodeneii Arton eiiie (uul- 

bche ist, leucbtet unmittelbar em. 

Die vorber durcbgefiibrte Untersuchnng laBt sicb nun mit geringen Andorungon 
auf jede der ebon unterscbiodonon Arten von zur Gruppe gi'hbrigon Punktsystenien 
nbertragen. Wird aucb der Ausdrack Q{bx, • • •, I'tlr die Punktsysteme tuner solchen 
Art zunacbst unbestiramt, so liefert er doch, indem man jodcs donirtigt* Pimklisystem 
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als Grenze eines Systems der vorher betrachteten Art auffaBt und unter Zuhilfenahme 
von Keihenentwicklungen znr Grenze ubergebt, einen bestimmten for die betreffende 
Art charakteristiscben Ansdruck, bei dem an Stelle der ursprunglicben Determinants 


X? 1 


■jf- erne Determinante steht, deren Zeile die mi -f • • + m, + + • • + 


+ Si + • ■ + s, =jp Blemente 

/ dUi,\ / 

\^Jo 





~W 


in der angegebenen Eeihenfolge entbalt. 


Fur diOHO Uotermmante ergibt sicb aber aus dem im vorbegenden Palle an Stelle des 
Gl(Mcbungssysteins (35.) tretenden System die der Gleicbung (38 ) entsprecbende Gleicbung, 
und (!H entstebt dann durcb Verbindung dieser letzteren Gleicbung mit dem fur (3(si, •• , s,) 
ormittolten Ausdruck die im vorbegenden Dalle an Stelle von (39.) tretende Gleicbung. 
Von ihr aus golangt man durcb die fruber angewandte ScbluBweise scblieBlicb wieder 
zu d(Mi Jb‘ziolnnigen (40.), (41.) und damit zu dem Eesultat, daB der Wert von ^(si,-* ,Sp) 
zugbucli mit JI fUr alio dor Gruppe angeborigen Punktsystenie Si, • , der bier 
b(d<ra(;bt(‘.toa allgemeinon Art und daber aucb, da die Anzabl der unterscbiedenen Arten 
oino etHllicdio ist, ftir alio dor Gruppe uberbaupt angebongen Punktsysteme Si,-- ,ep 
gloiclunilBig gogou Null koiivorgiert. 

Da die vorst(dicnde Untorsucbung lilr jede der -f- 1 Gruppen E^>, »=i,a, ,p+t, 
gilt, so ist daimt aucb bewioson, daB der Wort von zugleicb mit 3 fur 

a, lie dor I'otalitat Ej, angoluirigou Punktsysteme fj, • , gleicbmaBig gegen Null koii- 
ViTgiort. Doac.ht(d man dann nocb, daB die Punkte Si, • • ,Cp mit den GroBen Wi + /ii, •, 
Wp-\ hj, (lurch die Gleicbung (29.) o(l(!r, was dasselbe, durcb eino Gleicbung von der Form: 




fi-p f<~'P rap p—V P=P '"—P , , 

Umt tJI vsai Us=t fissXt/l 1 '=! 

>«/< 


fl i 


boi der die (/, U ganze ZabUm bozeicbnen, verknilpft smd, und daB dementsprecbend 
auf Grund dor Gloicbung(in (22.), (15.), (14.), (37.) die Beziebung: 


(42.) 


Kig,w^-\ thr",Wp+h^- 0^1 ...eh 


Vmp 

< 7*^1 


xe 


"2 (/f4 


p '1 




bostolit, HO erkomit man schlieBlich, daB aucb dor Ausdruck J2(ei, hi, ■ ■ hp), 
boi (loin hi, hp irgond w(‘lcbo ibnm Moduln nach die positive GrOBe 3 uicbt bber- 
Hchroitondo komploxo GrdBen bozoicbneii, mit 3 gegen Null konvergiert, odor, was das- 
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selbe, daB die im Bereich. TV — W durchweg stetige Funktion • *, auch noch 

fur jeden der Mannigfaltigkeit W angeliorigen Punkt (tv) = (iv) des Kaumes W stetig ist. 

Im AnschluB an die Torstekende Untersuckung moge kier nock bemerkt werden, 
dafi die fur irgend einen von den Punkten cc, oo versckiedenen Punkt ^ der Placke T 

gebildete Derivierte als Funktion von • • , tVp betracktet ebenfalls fui 

jeden der Mannigfaltigkeit W angekorigen Punkt (w) = (w) des Raumes TF stetig ist Man 
erkennt dieses ohne Muke, wenn man beacktet, dafi der aus der Gleickung (4:2.) fur die 
Derivierte sick ergebende Ausdruck die Grofie Q(st, ■ , Sp) als 

Paktor entkalt, also ebensowie U(i!,w, + k,‘- ,Wp + hp) mit AT gegen Null konvergiert, 
und dafi die Derivierte • wegen der fur jeden Punkt ^ der Placke T' gel- 

tenden Gleickung ^( 0 , w^, • ,w^ = 0 den Wert Null kat 


7 : 


Man versteke unter Vi,‘-,VpP unabkangige komplexe Veranderlicke und ordno 
zur Erzielung einer kurzeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme v-^= + v'lh, ■ • 

4- denjenigen Punkt (t’) eines 2jp-dimen8ionalen Ilaumes V, der die 2jp reellen 
Grofien vf^; • • •; vf zu Koordinaten kat, als Korrespondenten zu Der Gesamt- 
keit der Wertsysteme Vj_, • , Vp entsprickt dann die Gesamtkeit der Punkte ('(>) des 

Raumes V Das System (v) = t;i|- \vp kann man nack Wakl eines Punlrtes g der 
Placke T' immer m der durck die Gleickung: 



/W=i? i 

eu 


-p 

v^\ ■ 

■•\vp=‘V,i-2^t^-2 / 

dUi — 7ci 1 

■■ \K -2^" 






yu 


Oder, was dasselbe, in der durck die Kongruenz. 

(43'.) (v) =r (w‘ - 2 wv - 1^ 

bestimmten Form darstellen, bei der e^, • •, Punkte dor Pklcko 'I' bozeickiu'ii. Dieso 
Darstellung ist zugloick die einzige, weim 9iji|(ti, • ■ e^) =-■- ju ist; fdr 5K|i|(fit, • ■ fl;)) <i^ 

dagegen existieren unbegronzt violo Darstollungon, uiul dioso wordim durck di(! mit 
61, • • Sp aquivalenten Punktaystoino golicfei’t. Auf Grand din* vtirscliituioiKui Dar- 
stellungen von (v), dio entstokon, wenn man fdr g andcre uud aiuUu’o Punkte (hir 
Placke T' waklt, sollen nun in bezug auf das System (-n) di(‘, folgcindeu beidim PJlllo 
untersckieden werden. 
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Erster EeII: Das System (■?)) %st so heschaffen, da^ erne Dmstellung 

(v) — {u” — — 1^ 

e'dstiert, M der 9ljij(fii, •■,s^=p ^st 

Liegt dieser Fall vor und fallt zudem keiner der Punkte «i, • • •, mit dem 
Pnnkte s zusaramen, so besteht auch far jede andere Darstellung = — Jfcj die 

Bozieliang 91jij(6i, • • •, e^) und keiner der Punkte b[, ■ , s'j, fallt mit dem Punkte d 
zusamition. Ware nknalich Sljij (e'l, • ■,Q<p, das Punktsy stem ^ ein ersetz- 

baros, so lioCe sicli em den Punkt s' enthaltendes Punktsystem ig, •, von der 
Art bestiminoii, daB die Kongruenz + erfilllt ist, und es wurde 

sich (laun aus dioser Kongruenz und den boiden in Eede stebenden Darstellungen von (r) 

\ / /n=p \ 

^ u'f‘j — ^ j ergeben. 

( ff-P \ / P=P \ 

^ u'fj = ^ u''f‘j wurde 

man, wolchoti Wort •• ,4) JaucIi haben mag, durcb Elimination der QroBen v 

Ul 

aus (Ion boidon in Redo stolionden Darstollungen von (v’) erhalten, wenn ein Punkt e, 

otwa c^, init (loin Ibinkto zusammonliolo. .lode der beiden letzton Kongruenzen steht 

alnu’, da k(dnor dor I’unktoe,,-- ,5^, nut dem Punkte zusainmenfallt, im Widerspruch 

mit (lor Voraussotzung 5 Km| (ci, • • •, ej - JD, da diese das Punktsystem 6i, • als ein 

I'l 

nicht orsotzbaros obarakterisiort 

l<’allt dagogon boi dor fdr (w) vorausgosetzten Darstellung einer der Punkte Cj, 

vf — ^ — h ) irgend erne zweite 

|U t=l / 

Darstellung, bo boHteht, wio (lurch Elimination der GroBen v aus den beiden Darstellungen 
Hi(;b (‘rgibt, dio Kongruenz fij'Vn + ^ «''■). Nun beaebte man, daB nacb dor 

\/<* i / \ iM5“3 / 

V orausHotzung Jlijijffii, "I'A ” *j «/■) “J?' “ 1 infolgedessen 

lltjj|(4 iHii' <l‘>'nn Giueii uuter p liegenden Wert und zwar den Wertjp-l 

hat, wenn s' ein Punkt dc^s zu gohOrigen einzigen Restpunktsystems ??i, • • , 7?,_i 

eim'r Funktion ~ ist. Aus der letzten Kongruenz erkennt man dann, daB far alle 

Darntollungeu (v;) (a'’ ■ des Systems («i), bei denen F mit keinem der 


11 . 


BO 
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Punkte Tji, •• zusammenfallt, die Beziehung 9t|i|(£i, • besteht und das 

Punktsystem ■> ®j> Punktsystem e', s^, • , identisch ist, da6 dagegen, 

wenn / sich. mit einem der Punkte deckt, Sp)=p — 1 ist. 

Zweiter Fall; JDas System (v) %st so ieschaffen, da^ nur Barstellungen 


(v) = ^ 

ecdstteren, lei denen 9l|ii(fii, 

|i| 

Em jedes zum zweiten Pall gekorige System (y) soil im folgenden mit (?;) be- 
zeichnet werden Die diesen Systemen entsprecbenden Punkte (y) bilden im 2jj-dunen- 
sionalen Baume F eine Mannigfaltigkeit von nur 2j3 — 4 Dimensionen, wie man unmittel- 
bar aus dem zu Anfang des Art. 2 uber die Mannigfaltigkeit W Bemerkten erkennt. 
Die nach Ausscbeidung der Manmgfaltigkeit V ubrigbleibende 2j?-dimensionale Mannig- 
faltigkeit soil mit V—F bezeichnet werden. 

Nach diesen Vorbereitungen gehe man jetzt auf die fUr jeden Punkt (w) des 
Eaumes W geltende Gleichung (22.), bei der die GroBen Wi, •• , e^, •, e^, durch die 

ihr vorangehende Gleichung (G.) verknupft sind, zuruck und fuhre darin an Stelle der 
GroBen Wi, •• •, GroBen Vi, vermittels der Gleichung' 

(44.) = Vj, - \ 

ein. Man erhalt dann die Gleichung. 




bei der die GroBen i\, • , Vj, mit den GroBen z, durch die Gleichung: 


(46.) 


V = p 

V = 1 fist rs=l 


verkmipft sind. Die so entstandene GroBe F(8, v^, ■ v^) soil jetzt als Funktuni dci 

p + 1 unabhAugigen Veranderlichen z, , Vj, naher untersucht werden. 

Die GroBe F{g, r^, • • ■, v^) ist far jedes System von g unabhangig. l^'Or 

den Beweis dieser Behauptung hat man die folgenden MOglichkeiton zu untinsclu'idon. 

Es liege zunachst ein zum ersten Palle gehOriges System (?;) von der Ari, vor, 
daB bei jeder der Gleichung (40.) entsprechenden Darstelluug des Systems (■?>) 9i| n (e, , • • •, «,,) p 

M 

ist, Oder, was dasselbe, daB far jedes g das dem Systeme (y) auf Grund dor (Jloi- 
chung (44.) entsprechende System (w) dem Bereicb W-W angohbrt,. Beachi^iit man 
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dann, da6 nach dem am Sciilusse von Art. 5 ausgesproclionen Satze fur jeden Punkt 
z , ,w^ des G-ebietes \T',W—W^ die GroBe ,Wp) eine Funktion der 

+ 1 komplexen Yeranderlichen e', w^, • ,w^ ist und der Differentialgleicbung (24) ge- 
nugt, so erkennt man, da6 die auf Grund der Gleichungen (44.), (45.) gebildete Derivierte: 


l dF{z,v^, ,p„) \ ^ , Wp) /d«?\ 

V 3? Jo \ St \df/o 

fur jedeii Punkt ^ der Plache T' den Wert Null besitzt, oder, was dasselbe, daB die 
Funktion F[z, , • • , fur jedes System (■;>) der in Eede stehenden Art von 8 unab- 
luingig ist. 

Liegt dagegen oin zum ersten Falle gehoriges System [v) von der Art vor, da6 nicht 

boi joder dor (lloichung (46.) entsprechenden Darstellung des Systems (<>) 9l|i|(ei, • ,e)=p 

111 

mt, so lUlli) iiaob doni beira ersten Palle an zweiter Stelle Bemerkten in der Gleicbung (46.) 
ontwodor oinor dor Punkto ^x) • • -j mit dein Punkte 8 zusammen oder es ist 91| 1 1 (sj , , e.) <p, 

|i| 

sodaB also fi’lr jodos dom Systeme (r) entsprechende Punktsystem 8, die GroBe O, 

wololio in dor dio Funktion F definierenden Gleicbung (45.) vorkommt, den Wert Null 
hat, Kh bostobt (labor fQr jodon Punkt 8 der Flicbe T' die Gleicbung i('(^, tJi, •••, Vj,) = 0 
und OH ist demnacb dio Funktion F(8, v^, • • •, v^) aucb fCir jedes System (v) der jetzt 
in llodo siioboudon Art von a imabldlngig. 

Liogt oudhch oin zum zwoitim Falle gcbOrigcs System (/>) = (v) vor, so gebort, 
wio auch 8 gowahlt Hoin mag, das ibin auf Grund der Gleicbung (44) entsprechende 
SyHl/orn (lo) unmor deni Beroicho W an und os bestebt demnacb, da fur jedes System (id) 
F(8, Wy, Mi^) •>=• 0 ist, fftr jodos System (i>) die Gleicbung F(8, • •, = 0. 

J lain it ist bowi(^son, daB die GroBe F(8, v^, ■ v^J) eine nur von den GroBen 
■i\, «• fVp abbbngigo, mit zu bozeicbnende, Funktion ist, und es kann dahor 

jotzt dio Gleicbung (45.) durch dio Gleicbung: 


(47.) 



•■•H/dki 

••■/(pi I 



F(8, Wy 


E(3 , u[-v, ~ky, • = G (iix I • • • I v,) 


orHOizt wordon. Far die so doliniorto Funktion G(vy | | ergeben sicb nun die folgen- 

don Elgonschafton. 

Dio Funktion G(pi \- • • | y^) ist, da F(8, w^,, • • -, far jeden Punkt 8, Wi, •• • ■, 
dos Gobiotos \T, W\ oinwortig und boi ondlicben Wj, •••, Wj, aucb stotig ist, far jeden 
I’unkt (a) dos Itaunios V einwertig und boi ondlicbon • ■ •, y, ^.iicb stotig. Ist speziell 
(«).-(i)), gohbrt also dor I*unkt (v) der Mannigfaltigkeit V an, so bestebt nacb dem 
Boobon fflr F{8, f»i, * • ■, i»p) Bewiesenen die Gleicbung G(vi| • • ■ ji/p) - 0. 
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Die Funktion | • • • | besitzt fur jeden Punkt (v) der Mannigfaltigkeit V- V 

Derivierten nach 'l\, • , Vp. Zu einein solchen Punkte (v) kann man namlich nach 
dem beim ersten Falle Bemerkten immer auf unbegrenzt viele Weisen einen Punkt s 
der Flacbe T' von der Art wahlen, da6 der dem Punkte (v) auf Gru^ der Gleichung 
= — v — V) entsprecbende Punkt {wj der Mannigfaltigkeit TP— TF angebort und. 

demnach die durcb die Substitution {w) = {w‘~v — 1) in G{i \ | • | ubergehende Funk- 
tion IE(i(i,Wi, • , Derivierten nach w^,-- ,Wp besitzt, deren Werte durch die Formel (21 ) 
geliefert werden Es besitzt also auch G(vi\”- |vp) fur den in Eede stehenden Punkt (v) 
von V—V Derivierten nach Vj,, • Vp, die durch die Gleichungen. 




l«p). 




dE(s, Wj , , lOp) 

dio^ 


,P, 


(48) 

gehefert werden _ 

Die auf irgend einen Punkt (v) der Mannigfaltigkeit V—V bezogenen Derivierten 

konvergieren, wenn der Punkt (v), ohne aus V—V herauszutreten, gegen 

einen Punkt (v) von V anruckt, samtlich gegen Null. Zum Beweise dieser Behauptung 
beachte man zunachst, dafi die GroBe (?(% | • | durch die Substitution ('??) = (u’ — w — /c) 

m Wi, • •, Wp) ubergeht, und daB infolgedessen ftir jeden Punkt (w) von V- V 
and jeden von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt s der Flhche T' die Gleichung: 


dE(3,Wj, ,Wj,) ^ 3g(cJ |Oy) dut 
dz bvi dz 


+ 




dvp 


dup 

dz 


besteht Nun wahle Tna,u im Innern von T' irgend p untereinander und von den Punkten 
a, oo verschiedene, der Bedingung =p genugende Punkte 

setze fur ^ = 1,2, • ,_p zur Abkilrzung (%’ — -y — /-) = • •, 

lasse alsdann in der aufgestellten Gleichung an Stelle des Punktes 0 der Reihe nach 

die Punkte • •, treten und lose endhch das so entstehende System von p Olci- 

chungen nach den GroBen als Unbekannten auf Man erhiilt dann dio fftr 

p = 1, 2, • • , j> geltende Gleichung: 


(49.) 


-iv 

dV 




rfttf’ 

dz^^> 

dul 


duf-i 3/4'“’ 




3«“^ 

d'W'i 


pit 




du; 


did 






7 I A Y1<P) ^ 7 

du\ diZf -*1 ^ lii du^if \>t diZp 
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bei del = 


duf duf 


du'. 


,Cp) 


ist. LaBt man jetzt unter Festhaltung der gewahlten 


da<'‘> 

Punkte den Punkt (v) in der Mannigfaltigkeit V—V gegen emen Punkt (v) 

von V anrucken, so rucken die ihm auf Grund der Gleicbungen = 9 = 1 , 2 , ,p, 

ontsprechenden Punkte gegen bestimmte Punkte der Mannig- 


dE 


(1) 


dE 


(Pi 


nacb dem am Schlusse 


faltigkeit W an, zugleich konvergieren die Grofien-^^, 
von Art. fi Bomerkten, samtlich gegen Null, und es konvergiert daher auf Grund der 


Gloichung (49.) auch die Derivierte ^ ( 0 = 1 , 2 , ,p) gegen Null. Damit ist die aufgestellte 
Bcbauptung bewiesen 

Die Funktion G(vy\--’\vj^ gendgt infolge der fur geltenden Be- 

ziohung (23) der Gleicbung: 


(50 ) G U + I • ■ I 'f’p + = <? (■^1 1 • • \Vp)e 

\ r--l v = l / 


fl’=‘t fAf~l 


b(u dor ff'i, • • •, (/j„ h'l, ■ • •, h'^, irgend welche ganze Zahlen bezeicbnen. Aus ihr ergeben 
sicb, wonn man das oine Mai 7i(,= l, das andere Mai = 1 setzt und jedesmal den 
2p — 1 tlbrigen ganzen Zahlen g', h' den Wert Null gibt, (lie speziellen Eelationen: 

(50,.) G('(?il---|vp + jr«|---|?;j,)= G(i;i|-'-|?;J- -1^^), 0 = 1 , s, . 2 >, 

(50j.) G'('?;, |-rt,y|-- |V(, + a(,J---|^V + apo)=^(^’i|"-h->o|-- .p 

Auf Grund dor bis jotzt ermittolten Eigenschaften von 6r(wi|-- \v^ erkennt man 
mm, imtor Ikwuditung doH aiialytischen Gharakters der (2p — 4)-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit V, zunaedist, daU G(vi| • • * • • • | v),) ( 0 = 1 , 2 , ,p), wie auch die Werte 

‘<h, • • •> ^’0 i» ’"(' n' ‘ gewahlt soil! mOgon, eine einwertige und bei endlichem auch 
Htoliigo Kunktion dor komploxon Voranderlichen v^, ist und dafi daher nach einem von 
I form F. IIahtoos bewiesonen Satzo*) 6r(vi|- -1^,) erne einwertige und bei endlichen v 
auch Hiiotigo Funktion dor jo unabhangigen komplexon Veritaderhchen v^, ■■■,Vp 1 st. Da 
die Funktion G(ei|---|eJ abor auch, na(h (50,), in bozug auf jede der Veranderlichen 
i\, • • •, Up die Pcriodo ni besitzt, so lilBt sie sich fttr alle endlichen v inuner und nur 
auf oine Woiso in di^r durch die Oleichung: 

fi-p 

m,= h» «,,■+» aj]mu,ta 

W 0(v,\.-\p,)-:2 ■■■ 

Wjir-oo mp<m~(U 


•) Vf<l. Hamook, F., Zur Theorio dot analTtiaohen I'unktionon mohrorer utabMngiger Veikndeilichen, jns- 
flbor dlo Dar*telluug dotBolbon dutch Eeihen, wolohe nach Poteazen einor Yerandorliohen foitsohreiten. 
MafchttmadMhe Aanaloa 68 (1906), S. 1-88 j S. IS. 
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Siebenter Absclmitt 


bestitnmten Form darstellen, bei der die A von unabhangige Grrofieii be- 

zeichnen. Zur Bestimmnng der Konstante fulire man die fur G gewonneue 

jj-fach unendliche Eeihe in die Gleicliung (50) ein und lasse auf der rechten Seite der 
dadurch. entstehenden Gleichung im allgemeinen Glied der Reihe an Stelle der ZaHen 
•••, jWp die Zahlen in^ + g[, ,»ip+gp treten, indem man beachtet, daB dadurch 
der Wert der Reihe nicht geandert wird. Man erhalt dann, da die Koeffizienten von 
g 2 misi+ +3mpi.p imic ftTi und rechteu Seite dieser Gleichung denselben Wert haben 

mtissen, die fur irgend 2f ganze Zahlen »«i, - • , ntp, g\, , g^ geltende Beziehung. 




^2 2 


= A 




fj^-p t^'^p 

- 2J 2 j 

/i=i ^'=>1 


und weiter, wenn man g[ = — Wi , > gp = — setzt, die GHeichung: 

(62.) < = A 0 

Tragt man den so fur gewonnenen Ausdruck in die Grleichuug (51.) ein und setzt 

(4^p f4.f^p (i^p 

j7ii = + «» w- = + (» ^ ^ a/Alt' 7rt/i' + 3^ m/t % 

(53.) \Vp)-^2 • • , 

— 00 / n 2 > = — 00 


so erhalt man schheBlich, wenn man noch zur Abkurzung die Indizes bei Jo o unter- 
druckt, fur G{vi\ die Gleichung’ 


(54.) G{vi\-’-\Vp) = A&{vi\ ■•\vp), 

bei der also A eine von den GroBen %,•••, unabhangige Konstante bezeichnct 

Geht man jetzt auf die Gleichung (47) zuruck, ersetzt dann zunachst G(Vi\---\Vp) 
durch den soeben dafur erhaltenen Ausdruck, alsdann die GroBen •••, durch dio 
ihnen auf Grand der Gleichung (46.) entsprechenden Funktionen von 8, s^, •••, und 
laBt zugleich die ganzen Zahlen g, h samtlich mit der Null zusammenfallon , indoin 

man beachtet, daB dadurch « *^j dbergeht, so erhalt man 

schlieBlich die Gleichung; 


(55.) 


G 


A& [ul — ^ \ 




1 




bei der dann A eine von den Punkton a, «i, unabhangige, also nur von dor Ho- 
schaffenheit dor vorgegebenen (2jp + l)-fach zusammonhangondon Phlche T und von doin 
Oharakter des zur Verwandlung dieser Plache in eine oinfach zusammouhaugondo 
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Flache T benutzten Querschnittsystems abhangige Konstante bezeichnet. Damit ist 
aber die Rieniann’scbe Thetafunktion gewonnen 

EiIEMAnn hat die nach ihm benannte Funktion - - •\'U'p — 6^ unmittelbar 

dadurch erhalten, dafi er in eine j>-facli unendliche Reihe von der Form (53,), zu der schon 
die Untersuchungen von Weiersteass*) gefuhrt batten, an Stelle von ,p) die 

der Funktion fttr den Schnitt zukommende Konstante, an Stelle von (i«=i, 2 . ,p) 
die mit der behobigen Konstante gebildete Funktion einfuhrte, und hat dann 

die Theorie dieser Funktion in der zweiten Abteilung seiner „Theorie der Abel’schen 
Fuiictionen"*'*') sowie in seiner Arbeit „Uber das Verschwinden der Theta-Functionen“ 
entwickelt. Fine ausfahrliche Darstellung dieser Theorie wurde von G-. Eosxf) gegeben 
Du; Bedoiitung der Eiemann’schen Thetafunktion liegt darin, da6 man mit ihrer 
llilfo die Siimtlichen m dieser Arbeit gewonnenen, bis jetzt nur durch ihie Eigen- 
s(‘,liartcn dcdinioi’tion Funktionon in ihrem ganzen TJmfang durch die jp Elementarfunk- 
tionon Ui, Uj, und doren Denvierten darstellen kann. TJm diese Darstellungen 

zu gi'wiiinen, gemlgt os, die zu der ausgezeichneten Charaktenstik gehorige Ele- 

montarfunktion /'|*| und die zu einer behebigen Charakteristik gehorigen 


EloTnontarrunktionen w,, • • <£)„, P I 

A? ' 0 ^ 


darzustellen, da aus emer Funktion P ® 

^ 0 ^ 


die noch 


I'lbngon zu derselben Charakteristik gehorigen Elementarfunktionen 


P 



• • ■ durch 


Derivation <;rliaHron werdon kOiinen. Die Darstellung der genannten Elementarfunktionen 
soil ini folgoudon Abschnitt durchgeftihrt werden. Auf die Darstellung der A-Funk- 
l.ionmi und dor P-Funktioiion boi vorgogebenem System der c»^-Punkte und teilweise 
vorgogoboiiom Hystoni der ()‘-Punkte durch Quotienten von Produkten gleich vieler Theta- 
liinld/ionon soil dagogon iiicht oingegangen werden, da schon RiEMAENff) die Theorie dieser 
Darstellungen in allgomoinon Ztlgon gegeben hat, auch solche Darstellungen vielfach 
von soinen Nachfolgorn durchgeftihrt worden sind. 


*) Vgl. Wkikuhtbabb, ()., Zur Tboorie dor Abel’schen Fuactionen (Journal fur die reme und angowandle 
Mathoinntik, Bd. 47, H 289—800, S. 804.) 

**) (IdHUimiuolto Worko, 2. Aufi., 8. 127—142. 

••*) Works, 2. Aufl., S, 212—224 

f) ItoHT, G., Thoorie dor JUemann’sohen Tholafunoiiion (Leipzig, Toubner 1901.) 
it) IliRMANJf, B,, Thoorio dor Abeluchon Punotionon. II, Art. 26 und 27. (QesammoHe Worke, 2. Aufl., 
H, 88—144) 8. l!l»- -142.) 



AcMer Absclinitt. 

Darstellimg von Elementarfanktionen durch die Riemann’selie Thetafauktion. 


1 . 

Es soli zunachst die zu der ausgezeichrieten Charakteristik J) gehorige Ele- 

mentarfunktion P|*| mit Hilfe der Eiemann’schen Thetafunktion dargestellt werden. 

Zu dem Eude bilde man, unter 0 , ^ zwei beliebige Punkte, unter «i, • ■ Sp irgond p der 
Bedingung • • •, =i> genugende Punkte der Flache T' verstekend, das eine Mai 

auf G-rund der die Funktion G definierenden Gleickung (14), das andere Mai auf Grund 
der Gleicbung (55.) des vorhergehenden Abschnittes den Quotienten der Funktiouen 

Q h ^ Q h ^ die beiden so sick ergebenden Ausdrticke einander gloicli. 

Man erhalt dann, unter Verwendung der Abkiirzung ■S'{{v)) an Stelle yon t9('('>i|-- [vj, 
die fur jede Lage der Punkte 0 , geltende Qleichung: 


( 1 -) 



und welter aus dieser durch Logarithniioren, unter Beacktiing d(a- Bozi(‘luuig 
In 0 H = — P * , die Gleichung: 



In^/ 


^ — /c)) - In 0 ((r - 

| U »=1 '' /<=■» 



Dabei hat man sick den der positivon Soite von und der nogativon Soito von r, g(v 
meinsam angehOrigon Punkt mit den Punkton Ci, •••, durch Schnitto /,,, ••• , vor- 
bunden zu donken (vgl. Fig. 17 auf Soite 154 d(!S orston Toilos) und die beUlen Ijogaritlumwi 
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SO za bestiinmen, daB die auf der rechten Seite stehende Differenz sich fur aui* 
Null reduziert Multipliziert man nun Imke und rechte Seite der letzten GHeichung mit 


1 7 •• 

“ prTi alsdann nach ^ uber b~ in positiver Eichtung und summiert nach v 

v^p X 

von 1 bis jj, so erhalt man, unter Beacbtung der Eelation ^ I dul =pni und der auf 

»=1 M 


Soite 101 stebenden Eelation: 




die Oloichung: 


, r 3’ 

> :i'/' 

() i 


■ ^^3 (2<- + f — In # - „)) + -Lj j*ln # ((„=- i 


und Hchliefilicli aus dieser, indcm man die Punkte s^, mit einem und demselben 
IbinkliU e der Plilclic T', dor auch. emer der Punkte a, oo sein darf, zusammenfallen 

lilfiti, di(i gcwilnscbte, die zur Oharalctenstik gebonge Blementarfunktion P ‘ 

darstellonde Uloicbung: 




Kino zwoito Darstellung filr die in Eede stebende Funktion P|*| erbalt man, 

iiuhttn man <l(in d<^r jiositiven Heito von c, und der negativen Seite von gemeinsam 
angeliflrigen Punkt auch nocb nut dem Punkte e durch einen Scbnitt I, verbmdet, als- 

dann mit Jlilfo der Eolation I* 


p 

6 

- P 

is 

0 

Z 

0 

a 


±7ii (vgl. Formel (5.) auf Seite 116) die 
in die ebon gowonnone Gleichung einfubrt und scbliefilich die Bucb- 
Htaben 0 , a initeinandor vortauscbt. Man gelangt auf diese Weise zu der Gleicbung: 


Funktion V 
0 




l«ii der auf der rechten Seite das positive oder negative Zeichen zu nebmen ist, je 
naehdem di(i Sebnitte c, I bei einem negativen Umlauf um ibren gemeinsamen A.usgan.gs- 
puukt in der Eeiheufolgt^ Ci, • • ■, c„ l„ I, odor in der Eeibenfolge Ci, • • •, c,, l„ K ttber- 

Hcliritbtii werdon. 
p K, n 


S7 
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Bezieht man die zuletzt gewonnene Grleichung das eine Mai auf einen Punkt s^, 
das andere Mai anf einen Punkt Cg der Flache I', setzt zugleich. Toraus, da6 die 
Schnitte beide entweder von dem der positiven Seite von und der negativen 

Seite von I, gememsam angehorigen Punkte oder von dem der negativen Seite von 
und der positiven Seite von I, gememsam angehorigen Punkte ausgehen, und subtrahiert 
die beiden so erhaltenen Q-leichungen, so entsteht die Gleichung- 


( 6 .) 


JP 

0 ^ 


0 


= — y hi-d-((u‘^—pvf—h)) + i Ini9-((M'*— ^)) 
und weiter aus dieser durch Derivation nach Sj_ die Gleichung: 

(7.) P|“l 


1 3 — pu^ — 1)) 

J dh ’ 


und man erkennt nun, daB die Funktion P 


P 

0 


der drei Veranderlichen s^, z 


mit der von Eiemann*) am Schlusse von Art. 25 seiner Theone der Abel’schen Funk- 


tionen definierten Funktion (a(s^, s^), die. Funktion Pj®^ 
nut der ebendort definierten Funktion f(8i) identisch is 


der beiden Verknderlichen z 


Was schlieBlich die Funktion & 


betnfft, so erhalt man fur sie auf Qrund dor 


Gleichung (4) unter Beachtung der Beziehung In© * Darstellung: 


( 8 .) 


0 


1 r 




P ^i\ ” P PI 


2 . 

Fhr die Darstellung der zu einer beliebigen Charaktoristik go- 

horigen Elementarfunktionen empfiehlt sich die Einftihrung der mit irgond 2p rciollon 
GroBen • •, g^, \ gebildeten allgemeineren ^j-fach unendhchon Eoiho: 

ft p 

= + 0° 27 -S' + OgD Kfc' 1 0(/) -I 9 27 I- f///) (v < ^») 

A ^ 

yftj=a~eo ;n^cs-oo 


die mit der auf Seite 286 unter (5,3.) definierten einfach(;ron Uoilu^ durch die Gltrichung: 




1/SSj) 

"b 9v^iv + \ I 

1'SPll 


r-p 

\‘^’p+2'9y(l'py + h^‘>' 


rss. 1 


H A' »/</<' y/* Of' I » A' o/i (”/< I V 

/, I /f-l 


*) Bimxnti,U., Thoone dor Abolschtm Funoiionon tl, Art. 25 (Oesammolte Worko, 2.Auft., H.«8 -M4,i H. 139.). 
In der die Funktion t(ej darstellonden Gleichung falilt hinter dem GleiohhoitHwiiohon das Minusiiciohon, 
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verlmupffc ist und m sie ubergeht, weun die GroBen g, h samtlich der Null gleichgesetzt 
werden, sodafi also •\v^ ist Die durch die neue Eeihe definierte 

^^\^nl^tion • \v^ genugt den Gleichungen: 






/ / p \\ 

Da, wic die Gleichung (55,) zeigt, ■S'{yu‘ — a-ls Funktion von s betrachtet 

— 1 

cutwed(^r imr far die p Pnnkte » = = % verschwmdet, und zwar 0‘ wird, oder 

idoniisch verscliwindot, je micbdem 3^|ij(ei> gleich i? oder kleiner als ist, und 

jcdoK GrOBonsystom (c) nach Drflherem sicb der Kongruenz: 


. / \ 


enliHprooliond dai-Hiidleii laBt, so wird die bkxnktion &((u‘+e)) entweder nur furp Punkte, 
vorscbwindoii, und zwar 0^ warden, oder identiscb verscbwinden, je nacbdem 
die au(goHi.enio Kongruenz nur cine Losung oder mehr als eine Losung Cj, • •, «p besitzt 
DoacMoi man nun die vorstehonde, die Fimktion ^[J]((i’)) mit der Funktion ^ ((«;)) ver- 


raj? v=ip 

Unnpfbude Gleiehung imd bezoichnet das System Vi + ^g„ai,,+ him\ -j'l^p+^^^gyapr+K^^ 

zur Abknrzung mii (^^ + 1^)!' orkonnt naan weiter, daB die Funktion ^[|] ((«* + <?)) 
entwiidor nur far p Punkte, ^i, •••,?;, vorschwindet, und zwar 0^ wird, oder identiscb 
verHcbwindet, je uac/hdom die Kongruenz* 



& 

h 




nur eine Losung oder mehr als cine LOsung Ci, tp besitzt 

Ks sell nun in diosem Artikel gezeigt werden, wie man die AusdrtJcke fiir 

die zu einer Chariiktei’istik gehbrigon allonthalben ondlichen Elementarfunktionen 

Wi, > '«v erlialton kanu. Daboi wird man zweekmaBig von den folgenden Erwagnngen 

ausgehen. ^ 

Jst. w (Sine zur Ghjurakteristik Q, u eine zur Obarakteristik gehbrige 

aUmttoU«m enaiir,he I'anition and mnd die itom Deri- 

vieHoii 4”, ^ boziehungsweise zuboinnxondHQ System© der chaiakteristischee Ptmfete, 

^ AHlIt 
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Achter Abschnitt 


SO ist der mit ^ als Zahler und als Nenner gebildete Quotient Q(z) eine zur Charakte- 

ristik gekorige i^-Funktion, welche fur den Fall, da6 die beiden genannten Punkt- 
systeme keinen Punkt gemeinsam baben, das Punktsystem • • •, als System der 

cx)^-Punkte, das Punktsystem if-\ , als System der 0^-Punkte besitzt, welche 

dagegen fur den Pall, dafi die beiden Punktsysteme einen Teil gemeinsam haben, das 
von dem Punktsystem • • ■, nach Entfemung des gememsamen Teils ubrig- 

bleibende Punktsystem als System der oo^-Punkte, das von dem Punktsystem 
nach Entfemung des gememsamen Teils hbrigbleibende Punktsystem als System der 
0^-Punkte besitzt Infolgedessen laBt sich die Punktion Q( 0 ), wenn die beiden genannten 
Punktsysteme nicht von spezieller Art sind, bis auf einen von n unabhangigen Faktor 
durch den Quotienten zweier Produkte von je zwei Thetafuiiktionen darstellen. 

Im Anschlufi an die vorstehenden Brwagungen wahle man jetzt im Inneru der 
Plache T' p — 1 Punkte •••, so, dafi — 1 ist und daJB zudein 

unter diesen Punkten weder zusammenfallende Punkte noch Punkte a, oo vorkommcn, 
beachte, da6 durch die Glleichung: 

dxi\ dul 

dz * * dz 

du^^ du^^ 

dSf d St 

dsp—i d Bp—i 


du 

dz 


bei der C eine willkurliche Konstante bedoutet, die allgememstc Funktion ^ (laTgoHiiolIt 
wird, welche das gewahlte Punktsystem s^,-- als Bestandteil des Systems der 
charaktenstischen Punkte besitzt, und bezoichne das zu ej, • •, Cj, i gehorigo, gegorn'ilsn- 
der Charakteristik ebcufalls den Rang p — 1 bositzendo, Rest])unktsyHi,(un <ler 

Punktion ^ mit csp-a- Die so bostimmten - 2 Punkte Ci, •••,«„ 
sind stets durch die Kongruenz (vgl. Seite 171 u Seito 132): 


1 ? ? 


' 3 /;- 3 


^ 7cj “ — /cj 


verknttpft. Versteht man dann unter irgend einen von f.jp j, unter /' 

irgend einen von 8i, verschiodonen Punkt dor FlJicho 2’', so viu'schwindot 

— — als Funktion von m botrachtot, nur filr die p Punkte /, «i, 

+ nur far die p Punkte /, s^,, •••, 
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Daistollung Ton Eleinontaifnnktionen duich die Eiemann’sclie Thelafunktion 

Woiior l)esiimmo man fiir ?' = 1, 2, indem man beachtet, daB die GroBen 

/>,, den Modiil 1 l)ositzon, icclle GroBen g^, im Rahmen der Bedingungen 0 ^ gy <.1, 
Or'//,, <1 (lurch die Gleichungen: 


Ay — e 


0„2rf% 


By = 

und wahio alHdaim im Innorn der Flacho T’ (>in wcdcr Kusammenfallende Punkte 
nocb PunkiiO «, (mihaiteudoa PunUsyetem das doi Bedingung 

'^Vp i) p- 1 goniflgt, und filr das zndom t9 [^(('3 “'"* + *)) +0 ist. Babei 
isii /ill beachlien, daB '^^[/(|(( w’*' + /•')) eder der mch davon uur mn einen wedor null 

noch imeiidlich werdendiMi Paktor unierscbeidondo Ansdruck ^ m''/* + Jk -|- nicht 
rilr.j<‘d('K System 7 /,, ■■■, 7 /^, , den Wmi Null haben kann, da sonst, wegen t9f(-/’)) 
aiUeli iV ), jj fbr jodes KyHiem 7/i,---, rjp ^ den Wort Null haben wiirdo und 

denieiilwitn'chend die Pimktion i9 ((vr* V.,,///- _ /c j J , ^ie ancli die p Punkte 

gewahll, Hein iniigen, jinlenfallH f(lr dlese Punkte, aher wegen dor Uninoglichkmt dor 
yii'"' I /•• 1 Ij 1 kj nieht nur fflr diOHO Punkte vorHchwindon 

\vnrd(‘, alHo ('iii(‘ idimtiHch verHclivvindimdo Punktion w.’lre im Widersiiruch init der 

/ / w \ 

Tatsaelie, daB dun Syntein (lurch paHsende Verftigung fiber die Punkte //i, •••, ;/p 

eiiK'in belii'bigim SyHtmne dr) kongnumt gmnaeht wenUm kann. Zngk'ich erkennt man, 
(laB die Punkte //i,-'-. '//,, i a.ut' unbegren/-t viole Weinen den a,ul'g(‘Htiellten Bedingungen 

I'l p 1, I to entHprechend gowablt werdeu kfnmen. 

|>ie Hialingung tM|,j(7/,, ,}’ /> 1 '/lelit die filr «r 1,2, >••,;/ 1 geltmide Gk'ic.hung 

iHlijf/h, If I, • • ,) p 2 nach Hic.li, imd oh laHHon mch dahor die vorher 

eingofrthHen Purikt(» s\ g" im Itahmen der ihuen Hchon frflher auferlogtien Bi'dingiingen 
und der weiG*ren Bedingtingmi ^f'd-r/i, •••, 7/,,. g" f rit, ••*, 7/^ 1 anf imliegrim/it vieloWeisen 

HO wfthltni, diiB koine ih^r p 1 Pimktionen iP’r.-kjj, h%--;p 1 , 

ideutwCih verHchwindei. Auh der Ungletcliung dagegon folgt, 


daB fflr * '1,2, "s/i - 1 die Kmiktkm ■ w’* d' ,S' + ^c)) i^dr oinon 
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Aohtci Absohnitt 


von Null verschiedenen Wert besitzt und daB daher keine der jp — 1 Funktionen 

/=i, 2 , ,p-i, identisch verschwindet. 

Auf Grrund des Yorstehenden erkennt man jetzt, daB die mit Hilfe der gewahlten 
2p Pnnkte Si, , ep_i, iji, •• , %-i, s', s" gebildeten p — l Grleicbungen . 



p — 1 znr Charakteristik gehonge Funktionen ^ bestimmen, deren x'" das Puukt- 
systein %, • •, ij,-!, • ,%-! als Bestandteil des Systems der charakteristiHchon 

Punkte enthalt Diese jp — 1 Funktionen smd zudem linear unab- 

hangig; denu der mit den unbestimmten Konstanten gebildeto Ausdruck 

kann, da fur s = (>'= 1 . 2 . .p-i) die p — 2 Funktionen 


dz 






saxntlich den Wert Null besitzen, die Funktion 




^ dz ^ dz ^ ^ dz UJIJIVXJ. VlVJll, TT t/X U X^ULJL R U/’J W H y LI ^ ^ 

dagegen einen von Null verschiedenen Wert hat, nur dann in T' allonthalbon don Weri/ 
Null besitzen, wcnn /'')=•• = '^=0 ist. Infolgedesson bilden die p~l aiis ilmon 

durch Integration entstehenden Funktionen; 







t-t 



I) 


dz. 


wobei 4fo den der positiven Seitc von und der nogativen Seito von c, gi'molnsam an- 
gehorigen, fruher mit % bezeichneten, Punkt, z einen Ixiliebigon Punkt dor FUlcho 7" 
bezeichnen soil (vgl. Fig. 4 auf Soite 93 des ersten Toilos), oin System von p 1 linear 

unabhkngigen, zur Charakteristik (j'^ gehorigon allonthalbon oudlichon Funkl.ioiuni w, 
und os laBt sich daher die zu dersolben Charakteristik gehdvigo allonthalbon mid- 
licho Elementarfunktion (? i.s, ,p) durch eino (Hoichung von dor Fonn: 

cf+ "w/'' 

bei der die cf, >«-o.i,s, ,p -1, Konstanten bodouton, darstellon. 
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Djo B('stinimung der jo Konstanten ^=0,1,2, ,p-i, moge hier noch ftir den Fall 
dui’cligofulirt wevdon, daC die Charakteristik eine gewohnliclie 1st, also die p Fak- 

toroiipaare A,., li,, <• 1,2, samtlicli oigentliclio sind. Uiiter dioscr Voraussetzuug be- 
siii'lion (vgl. Hoite 7), wonn man die bei dor Funktion an Stello dor Giofien %, (£,,, J?,. 

sliohi'iidon GroBon niii. 51 ',’'^, .U"'* be'/eiclmot und ziir Abkurzung 

Z>„ 2 - yl „ - /;„ , Jk = 2 - A,. - B,. , 




.Jd,,-- — 4 -(l 

' r) ^ 'i i> n 


Hilly, 1., Cdr X 1,2, --jp- I, r 1,2, -^p dio Beziohungeir 

vr I (1- dd„(ir-i-(i -/g.ur, 

aiir' i- 

I ,py) 

Nmi (irliJdl. man auf (Iniud dm- Figur 4 (SoiUi !),“» diiH orHinu Tinlosj, bin wolchor filr 
r 1,2, dor dnr iiiigaliivi'ii Koitii von c, unil iliir posiiivon Boito vou gomcinHam 

a.ngoliungo Ibmkt. mil. t,, bozniclini'i ihI., 

(S';' (1 //,,) y'd/r'"' ( (I A,.) 

f>v <^v 

I 

<' (s;> 1 (s;' I ••• I (s|.^ 

<v 

vt;' 1 1 •*'/!,.)< I (sr M, /A./ iir (1 ■/a.X nM'--A,.n„Jdw^^\ 

>h 

mid Hi’lilii'Ulich, iml.<‘r Ibmcht.ung der vorher f(U' ahgeleitoten Gloiolumg, 

j I- 

Si;' <’ i i 

Nitchdeiii HO die der Funktion t" *.*. ') suikoimuenden oharakieriHtiHchou 

KotiHtmiten S?{;', ' 41 ;', (S;*, Si;', ^ I,*,.. ,1-, bi'Htimndi Hind, golie man auf dio Gloichung: 

w'v I c[; 

'/.urdok und drflrke, indeni man iu'uohtot, »laB IflngH w'v 1(1 die der 
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Achter Absclinitt 


Funktion fur die Sehmtte c zukommenden Konstanten durch die den Funktionen 
w’'^\ - • •, fur diese Schnitte zukommenden, soeben gewonnenen Konstanten K aus 

Ma.n erbalt so zur Bestimmung derj) — 1 Konstanten >'= 1 . 2 . .p-i, die j) — 1 G-leichungen 

Jr 


Tti 

V 






und der Wert der nock ubrigen Konstante wird dann durcli di(' aus der (Hcichung: 

durch Summation nach y von 1 bis p uuter Beachtung der Jlolation — (<> ^ 

(s Seite 8) entstehende Gleichung: 




m '■ 


v = l 


>'=i 


geliefert. 

Auf ganz ahnliche Weise laBt sich die Bestimmung dor p Konstanten c'-^\ x o,t,3, ,i> 1 , 
durchfahren, wenn die Charaktoristik (j'^ cine geimschte ist, also uuter don p l<'ii,l(t()n!n- 
paaren JS,, r=i, 2 , ,p, auch uneigenthche vorkominon. 


3 . 


Es soli jetzt noch gezeigt werdon, wicinan die zu (iinc'.r Gharaktorisifik {ft . . ft‘f) 
gehOrige Elementarfnnktion P ‘j darstelleu kann. Dalxd mOgo dor Einfachhoit wog(ni 
vorausgesetzt werden, daB die Charaktenstik ointj gowOhnlicho isir, also die p Faki.(»r<m- 


paare A,„ r=i,i, siimtlich cigentliche sind. 

Um diese Darstellung zu orhalton, bestimme man f£lr ?'■ 1,2, rooll*^ 
GroBen I, im Bahmon der Bedingungen 1, 1 durch die Gloiclmugen: 


( 1 -) 




IK - e 



Darstelluiig von Elemental funktioncn duioh die Riemann’sclie Thetalunkiion 


297 


vorst.oh(i iintor e omen vm Innem der Plache T beliebig gewkhlten, von den Punkten 
a, oo vorschiedenen Punkt, unter 8 einen in dei' Plache T' frei boweglichen Punkt 
und setae. 

dul diil dul 

dz dz ' dz 

dul 

dz dz dt 

d^~'ul 

Dio so doliniorto Punktion ist, als Piinktion von ^ botrachtet, oino zur Oharakio- 
risi.ik gohdrigi^ /'-Punldion, welcho das don Punkt (<)=i,s. .0 — l)-nial oiii- 

luiltoiulo I’linkisystoin f, «i, • • •, a,, • a, odor aucb nur oinon Toil dossclben als 

Hystoiu <l<ir oo‘-PunkiiO, das don Puidct oo^ (* i,», •,</) (t^-i-l)-mal enthaltondo Punkt- 
sysliinn cxsi, •• , cx>,, — , oo,^, • • oo,^ als Bosiandtoil dos Systoms dor ()‘-l’unkto bositzt 

und si>oy,ioll I’ilr d(‘n Punkt z t. unondlich wird wio woboi 



Ci.) 

ist. 


/'W ■( 


l)'> 


//[‘f I k)) 

'd'‘i»{(,u' pu" k)) \ 

V dz'’ )t 


(1 

dul 

dn'i, 

dz 

dz 

dz 

dW^ 


d'uj, 

-dT- 

rff* 


d’’n[ 

rf^w; 

d’'ul 

TITT 


'•71^ 


Vttrbindoi, man nun in dt^r Plftc.ho T dou dor iiositivon Soiio von c, und dor 
nogjitiivon Hotter von (\ gcunoiusam angohdrigon Punkt inii dom Punkio e dutch oinon 
Sohnititi I, rvgl. Pig. 17 auf Hoil^o ir4 dos orston Toiles), boyoichnot dio dadurch aus T' 
onf-sl^dumdo PlUoho luit 7'" und bildot,, untor don dor positivon Hoito von I, un<l dor 
nogativoii Hoiiis von goiuoinsain angohbrigtu), frfthor mit {, boKiuchneton, Punkt, 
unf.or 3 i'inon Indiobigon Punkt dor Flftcho T" vorstohond, dio (illcichung: 



l«n dor dor Htrioh atri IntagralKoichon andouhm soil, daU dom Intogrationswog dio 
IkMlingung auforlogt ist, giui'/ in T' m vorlaufon , so wird dio durch dioso Glei- 

rliung doliniorti^ Punktion /*[jj infolgo dor vorhor angogolxjiion Eigonschafton von 

P », It Bi) 
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eine in T" einwertige, zur Charakteristik gekorige Funktion W sein, welche fiir 
jeden von e verschiedenen Punkt z stetig ist, far den Punkt a dagegen unstetig wird 
wie In und deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten der Begrenzung 

von T" in der Weise verknupffc sind, da6 


(5.) 


langs a, {p|® 

11 

+ 

l\ +21„ 

langs K {-P| ' 

"=P,P|^ 

:"+95„ 

langs c, jp| ‘ 


; "+ 

langs 1. {p|j 

— p; 

' +2mf 


ist, wobei zwischen den Konstanten 91, 95, S die Beziehungen: 

(5'.) (1 - B;) 91, - (1 - A,) 95, = (s;„ .P, S’®, + 2m^0 

besteken. Nach der zu Anfang gemachten Yoraussetzung ist A,, J?, •,?) iminor 

ein eigentlich.es Faktorenpaar, und man kann daher unter Vcrwendung der fnlher dofi- 
nierten, anch im vorhergehenden Artikel benutzten GrOfien D,, J),., 6t,., c8, fQr 2, • -fP 

(6) 9t,= a®, + 95,= .^/3,(£, + (1- 


setzen, Beachtet man dann, daB die Konstanten 9l„ 95,, auf Grand dor achon vorhor 
erwahnten Figur 17, bei welcber der der negativen Seite von and der jiositivon Soite 
von &, gemeinsam angehorige Punkt mit t, bozeicbnot ist, fUr 1, 2, • < •, p durcli die 
Gleichungen. 



(7.) 


P 


®i "h 4“ ' 




95, -(1 -/?,)/' 






(IP 


bestimmt sind, und ftthrt die so ftlr 9£„ 95, gowonnonen Ausdrftcke in dio aus don beidon 
Gleichungen (6.) durch Addition folgondo Gleichung: 
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K + ' 


A.JB 








ein, HO erhalt man ziur Bestimmung von die GHeichung: 


(«•) 


kr 


+— 




Mjin ork('niit joiiKt olmo Mtlho, daB dor aus dor Fnnktion P 


und den zur 


(/harakioriHiik g(didrigou allontluilbon cndliclicn Eloinentarfnnktionon Wi\g\,”-,Wf\e 


mit. Ililfo dor (ilroBon (Si, •••, gobildoto Ausdruck P\ + ®ich von dor 


()«p 


(larysiiHioll(^u(l(ni Kunkiioii P ^ 

0 Si 


C>“ 1 


nur uin oin(' additive Konstanto untorschieidon kann 
(vgk Hiute 17, Aril. 4), odor, wuh daHHolbo, daB oino Oleichung von dor Form: 


(!l.) 





<' I 


a 


b('Ht(dit. Zur Ik'Htiuuniiug dor KoiiHtauto C boachto man, daB auf (kand dor lotzton 
(lloifihung /AviHobon dor zur Fuuktiion P *j gohdrigou Koustauto (b. Soito 14) und don 


zu don Fuuktiom'u /' 
dio (Sloichung: 

flO.) 


, V0i|^i|, Wp\g\ gohdrigou KouHtauion SJj,, (h. Soito B) 


(I. I 


,j») 


vp V p 

iK^nifthis iin<l l)ildo nwiw Hi^rdckHicdiiigung der Rcdationcn 

V i ” V .1 

dio Kuimno dor auH dioHor {Hoidiung fttr y » - 1, 2, • horvorgohondon (lloichnngon. 
Man orha.lt <lann <lio (Uoiohung: 



iiM 0 lix+is'lc ■24^)(s,+?'« 

» . 1 t}i 

und HohlioBlich, hulom imin don hiorauK fflr O Hich orgobotulou Wort in dio (Hoichnng (9.) 
oitiKot'/li, fftr dio zu d( 5 r gowhhnlichon (lharaktoristik gohOrigo Elomontarfunktion 
pj*i dio DarHtollung; 
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wobei P ®| der durch die Gleichungen (4.), (3.), (2.) bestimmte Ausdruck ist und die 'ip, 

von dem Punkte e abhkngigen, Konstanten ^ durch die Gleichungen (7.), (8.) ge- 
liefert werden. 

Deriviert man die Gleichung (12.) m-mal nach 0 und beachtet, da6 die Den- 
vierte von P * mit (m— 1)! P ubereinstimmt, so erhalt man die Gleichung: 


(m-l)!P ^ =5^. 

^ ^ m £ fis) 


1 


d''^io,f\z\ 


Aus ihr folgt durch Vertauschung der Buchstaben s, s die Gleichung: 




(m - 1)' P * 

V'' £ z f(z-\ dei»-l ^ -s5 '2'p ds"‘ 


bei der ©' diejenige Gr&fie bezeichnet, welche aus dem der GroBe nach (7.) ent- 
sprechenden Ausdruck hervorgeht, wenn man den Integra tionsbuchstaben 0 in neuot 
Bezeichnung durch ^ ersetzt und alsdann an SteUe von e die Veranderliche z treten laCt. 
Man erkennt unmittelbar, dafi man durch das in diesem Artikel angewandto 

Verfahren auch die Darstellung der zu einer gemischten Charakteristik gehorigon 
Elementarfunktionen P * , Pr erhalten kann. 

0 m \Z\ 
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